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Abstract
This study aims to determine the minimum spanning tree of a complete graph K,, with weight constraints
and completion using the cutting plane method. The cutting plane method is one of the algorithms
included in the exact method. This algorithm works by reducing the solution area so that it becomes
narrower. As a result, the feasible solutions that will be investigated become less and less. This is because
the cutting plane method works based on the optimal linear programming solution of relaxation solved by
the simplex method. In this paper we give illustration of the algorithm applied for two cases, one for K,

and one for K.

Keywords: complete graph, cutting plane method, minimum spanning tree, tree.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan bagian ilmu
matematika yang memiliki banyak
terapannya sampai saat ini. Graf
digunakan untuk merepresentasikan
objek-objek diskrit dan hubungannya
antara objek-objek tersebut.
Representasi visual dari graf adalah
dengan menyatakan objek sebagai
vertex (titik/simpul), sedangkan
hubungan antara objek dinyatakan
dengan edge (garis/sisi) (Deo, 1989).

Salah satu contoh aplikasi graf
dalam kehidupan sehari-hari adalah
jaringan persahabatan pada facebook
yang dapat direpresentasikan dengan
graf, dimana kumpulan vertex adalah
para pengguna facebook dan sisi-sisi
yaitu hubungan antar pengguna satu
dengan yang lainnya. Selain itu graf
juga dapat diaplikasikan  untuk
menentukan jarak terpendek, waktu
tempuh tersingkat, ongkos termurah
antar dua buah kota, pembangunan
jembatan, bagan alir pendaftaran
mahasiswa baru, rangkaian listrik, jarak
antar kota pada peta dan lain sebagainya
(Nurbaiti dan Wahyuni, 2015).

Aksioma

Graf terhubung vyang tidak
memuat sirkuit disebut tree. Diantara
sekian banyak konsep dalam teori graf,
konsep tree mungkin merupakan salah
satu konsep yang paling penting karena
terapannya yang luas dalam berbagai
ilmu. Banyak terapan, baik dalam
bidang ilmu komputer maupun di luar
bidang ilmu komputer, yang telah
mengkaji tree secara intensif sebagai
objek matematika. Dalam kehidupan
sehari-hari, tree dapat digunakan untuk
merepresentasikan hirarkhi. Misalnya,
pohon silsilan  keluarga, struktur
organisasi, dan lain-lain (Munir, 2012).

Suatu subgraf G yang merupakan
tree dan memuat semua titik di G
disebut spanning tree (Siang, 2009).
Misalkan G = (V,E) adalah graf
berbobot, maka bobot spanning tree
T =(,,E;) dari G didefinisikan
sebagai jumlah bobot semua sisi di T.
Spanning tree yang berbeda mungkin
mempunyai bobot yang berbeda pula.
Diantara semua spanning tree di G,
spanning tree yang berbobot minimum
dinamakan minimum spaning tree
(MST) (Munir, 2012).
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Minimum spanning tree
mempunyai terapan yang luas dalam
dunia nyata. Misalkan pemerintah akan
membangun jalur rel kereta api yang
menghubungkan sejumlah kota.
Membangun jalur kereta api biayanya
tidak murah, karena itu pembangunan
jalur ini tidak perlu menghubungkan
langsung dua buah kota, tetapi cukup
membangun  jalur  kereta  seperti
spanning tree. Karena di dalam sebuah
graf mungkin saja terdapat lebih dari
satu spanning tree, maka harus dicari
spanning tree yang mempunyai jarak
terpendek, dengan kata lain harus dicari
minimum spanning tree.

Pada penelitian ini  akan
digunakan metode cutting plane untuk
menentukan minimum spanning tree
pada grap lengkap K, dengan kendala
bobot. Metode cutting plane merupakan
salah satu algoritma yang termasuk
kedalam metode eksak. Algoritma ini
bekerja dengan cara mereduksi daerah
solusi sehingga menjadi lebih sempit.
Akibatnya, solusi layak yang akan
diinvestigasi menjadi semakin sedikit
sehingga dihasilkan  solusi  yang
optimal. Solusi optimal merupakan
suatu  hasil yang mencerminkan
tercapainya sasaran tertentu yang paling
baik diantara alternatif-alternatif yang
mungkin (Subagyo, Asri, dan Handoko,
2009).

Pada  penelitian  ini  akan
didiskusikan metode cutting plane
untuk menyelesaikan masalah minimum
spanning tree dengan kendala bobot,
khususnya pada graf lengkap K, dan K.
Alasan pemilihan hanya pada graf
K,dan  Kskarena untuk n=>6
kendalanya mencapai lebih dari seribu
pertidaksamaan. Untuk K4 kendala yang
terdiri dari 2.362 pertidaksamaan.
Sehingga  tidak  mudah dalam
menentukan pertidaksaksamaan untuk
n>6  karena  pertidaksamaannya
mencapai lebih dari seribu.
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Tujuan penelitian ini adalah
menentukan minimum spanning tree
pada graf K, dan Ksdengan
menggunakan metode cutting plane.

METODE PENELITIAN
Metode yang digunakan dalam
penelitian ini adalah kajian literatur
seperti buku-buku penunjang, internet,
dan jurnal yang berhubungan dengan
minimum spanning tree (MST) dan
algorima cutting plane. Adapun tahap-
tahap yang dilakukan dalam penelitian
ini adalah sebagai berikut
1. Menginventaris literatur yang
berhubungan dengan penelitian.
2. Mempelajari dan memahami
definisi-definisi  serta istilah-
istilah yang saling mendukung.
3. Mengunakan  definisi-definisi
dan istilah-istilah sebagai acuan
untuk melakukan penelitian.

Secara umum tahapan penelitian
ini diuraikan pada langkah-langkah
sebagai berikut:

1. Menentukan cost dan weight
pada grap lengkap K, dan K.

2. Menentukan minimum spanning
tree dari graf K, dan K: yang
memuat cost dan weight dengan
menggunakan metode cutting
plane. Langkah-langkah metode
cutting plane adalah sebagai
berikut (Bronson, 1996).

a. Menentukan tabel optimal
dengan menggunakan metode
simpleks untuk
menyelesaikan linear
programming relaxation
(LPR) dari Integer Program
(IP). Jika semua variabel
didalam  solusi optimal
bemifai integer, maka telah
didapatkan solusi optimal IP.
Sebaliknya jika tidak maka ke
Langkah 2.
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b. Lihat tabel simpleks pada
RHS (right-hand side), pilih
salah satu variabel yang
merupakan pecahan.

i. Tulis baris yang
menghasilkan  pecahan
sebagai suatu persamaan.
Nyatakan persamaan
tersebut sebagai
penjumlahan dari |x]
dalam bentuk |[x] + f,
dengan 0 < f < 1.

ii.  Tulis kembali baris yang

menghasilkan dan
mengelompokan
nilai/konstanta yang

bemilai integer disebelah
kiri dan nilai pecahan
disebelah kanan.

Semua nilai/ konstanta
yang bernilai integer
sama dengan semua nilai
pecahan. Kemudian buat
suatu pertidaksamaan
dengan cara mengambil
ruas kanan kurang dari
sama dengan nol.
Pertidaksamaan ini
disebut cut.

c. Jika semua variabel bernilai
integer di  dalam  solusi
optimal maka telah
didapatkan solusi optimal IP.
Sebaliknya jika tidak kembali
ke Langkah 2.

3. Setelah itu cut edge pada graf
K, dan Ky dari persamaan baru
yang diperoleh dari metode
cutting plane sampai terbentuk
minimum spanning tree.

Diagram alir untuk metode ini adalah
sebagai berikut

Aksioma

\

Tentukan bobot pada masing-masing
edge pada graf lengkap K, dan K5

A

Bentuk model MST dari graf lengkap K,
dan Ky

A

Gunakan Algoritma cutting plane untuk
menyelesaikan K, dan Ks

v

Gunakan cut edge untuk

mendapatkan MST

A

/ MST didapat /

'

Gambar 1. Diagram alir penelitian

HASIL PENELITIAN DAN
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang
minimum spanning tree dengan kendala
bobot dan aplikasinya pada graf
lengkap K, dan Ks. Untuk menentukan
minimum spanning tree (MST) dari graf
lengkap khususnya K, dan Ks; akan
digunakan metode cutting plane.
Metode cutting plane digunakan untuk
memotong edge pada graf K, dan
K- yang memuat bobot pada edge-nya
sampai dihasilkan MST.

Minimum Spanning Tree (MST)
dengan Kendala Bobot

Diberikan MST dengan kendala bobot
sebagai berikut,

189
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OPT = min

= ZCEE Cexe
(4.1)

Dengan kendala

ZCES WeXe < w
4.2)

Ycer Xe < |S| — 1, untuk setiap
SeSdengan2 < (S| <n-—-1
(4.3)

ZCEE Xe=n—1
(4.9)

x, € {0,1}
(Henn, 2007)
Keterangan

Xe =
{1, jika tree memuat edge e
0, selainnya

¢, merupakan cost (biaya) dari semua
edge (e) yang terdapat pada graf dan w,
adalah weight dari semua edge yang
terdapat pada graf. S merupakan
himpunan semua subgraf dari G, dan S
adalah jumlah edge yang terdapat pada
subgraf dari G.

Persamaan (4.2) adalah bobot semua
edge yang tidak lebih dari maksimal
bobot yang telah ditentukan. W adalah
maksimal bobot yang ditentukan.
Persamaan (4.3) memastikan bahwa
subgraf tidak memuat sirkuit 2 < |S| <
n — 1 dan persamaan (4.4) menyatakan
bahwa semua vertex harus terhubung.

Aplikasi dari masalah MST ini adalah
misalkan pemerintah ingin membangun
jalan yang menghubungkan lima kota
dengan total jarak maksimal 200 km,
karena di setiap kota mungkin
mempunyai lebih dari satu rute untuk
menghubungkan ke kota lain maka
harus dicari jarak minimumnya supaya
tidak melebihi jarak maksimal, sehingga
biaya yang  dikeluarkan  untuk
membangun jalan tersebut minimum.
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Oleh karena itu, cukup membangun
jalan yang menghubungkan lima kota
seperti spanning tree yang mempunyai
jarak minimum atau dengan kata lain
harus dicari minimum spanning tree.

Dalam pembahasan ini hanya akan
didiskusikan MST dengan kendala
bobot yang diaplikasikan pada graf
lengkap K, dan Ks. Alasan pemilihan
K, dan K: ini adalah karena untuk
n > 6 kendalanya mencapai lebih dari
seribu pertidaksamaan.

Berikut ini contoh Minimum Spanning
Tree pada graf lengkap K, dengan
kendala bobot dan penyelesaiannya
dengan menggunakan metode cutting
plane, dengan bobot maksimalnya
adalah kurang dari sama dengan 16.

1 (4.1) 2
(4,5
(5,2) (1,4)
(3,4)
3 (5,7) 4

Gambar 2. Graf lengkap K,
Fungsi tujuan

Min Z = 4x12 + 5x13 + 4'x14_ + 3x23 +
X4 + 5X34

dengan kendala

X1y + 2X13 + 5x14 + 4Xp3 + 42y, +
Tx34 < 16

X1p + X193 + X194 < 3
X1p + X3 + X34 <3
X1p + X193 + X34 <3
X1p + X14 + X34 <3

X12 +x23 +x24 <3
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X1z + X23 + X34 < 3 X12, X13, X14 X23, X24, X34 € {0,1}
X13 + X4 + X34 < 3 Penyelesaian dengan  menggunakan
metode cutting plane

X13 + X14 + X34 <3
X13 + Xp3 + Xp4 < 3 L
X13 + Xp3 + X34 < 3
X13 + Xp4 + X34 < 3
X14 + Xp3 + X34 < 3
X1g4 + X34 + X34 < 3
Xig + X4 + %53 <3
X13 + X4 + %53 <3
X1g4 + X33 + X545 < 3
X1p +X13 <2

Xip +X14 <2

X1p + Xp3 < 2

X1p + X34 < 2

X13 + X142 <2

X13 + Xpy < 2

X13 + X34 < 2

X1 + X34 < 2

X1g4 + X34 < 2

Xp3 + Xpy < 2

Xp3 + X34 < 2

Xog + X34 < 2

X2 <1

X131

x4 <1

X3 <1

X0 <1

X3, <1

X12 +x13 +x14 +x23 +x24 +x34 =3

Aksioma
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Relaks IP menjadi LPR (Linear

Programming Relaksasi) dan

gunakan simpleks untuk

menyelesaikan LPR. Berikut
langkah-langkah metode

simpleks (Wamiliana, 2015):

a. Mengubah fungsi tujuan dan
batasan-batasan menjadi
kendala ke-36 kesamaan (=),
maka mengubah batasan
X12 X313 T X14 + X3 +
Xp4 + X34 = 3. Jika
diselesaikan dengan metode
simpleks harus ditambahkan
satu variabel lagi, karena
pada batasan itu belum ada
variabel yang merupakan
variabel dasar (basic
variable) pada tabel
pertama, dan  variabel
tersebut adalah variabel yang
bersifat tidak negative (Ss¢),
sehingga persamaan tersebut
menjadi
X12 + X33 + X94 + X3 +
X24 + X34+ 536 = 3
Karena adanya variabel Ssg
ini maka fungsi tujuan harus
disesuaikan dengan
menambah  bilangan M
sehingga fungsi tujuan yang
baru menjadi
Z =4x15 + 5x13 + 4x14 +

3x53 + Xp4 + 5x34 — MS3¢
Bilangan M sangat besar
tetapi berhingga, sehingga
nilai Z maksimum diperoleh
apabila nilai S;¢ = 0. Fungs
tujuannya diubah menjadi
fungsi  implisit  sebagai
berikut
Z —4x15 — 5x13 — 4Xq4

— 3X53
—Xp4 — SX34 + MS34 =0

|91



ISSN 2089-8703 (Print) Vol. 7, No. 1 (2018)
ISSN 2442-5419 (Online)

Agar persamaan tujuan di
atas dapat digunakan dalam
metode tabel simpleks maka
diubah dengan
menguranginya dengan M
dikalikan baris batasan yang
bersangkutan, sehingga
fungsi  tersebut  setelah
diubah akan menjadi sebagai
berikut

Maks: —Z = —(M +
4)x1 —

(M + 5)x,5 —

(M + 4)x14 —

(M + 3)xp3 —

(M + 1)xy4 —

(M + 5)x3, = —3M
dengan kendala
X12 + 2x13 + 5x14 + 4x95 +
4x,4 + Tx34 + 51 =16
X2+ X193+ X4+ S, =3
X132 + Xq3 + X554 +S3 =3
X1p + X3 + X34+ S5, =3
X1p + Xq3 + X34 + S5 =3
X12 + X3 + X94 + 5S¢ =3
X1p + Xo3 + X34 +57, =3
X12 + Xo4 + X34 + S5 =3
X13 + Xq4 + X34 +S9g =3
X13 + Xo3 + Xo4 + 510 =3
X13 + X3 + X34 + 511 =3
X13 + Xo4 + X34 + 51, =3
X14 + Xo3 + X34 +513=3
X14 + X4 + X34 + 514 =3
X1p + Xq4 + X953+ 515 =3
X13 + Xq4 + X33 + 516 =3
X14 + X3 + X904 + 517, =3
X1p + X153 + S1g =2
X12 + Xq4 + S19 =2
X1p + X3 + S0 =2
X1p + Xou + Sy = 2
X13 + Xq4 + S0 = 2
X13 + Xp3 + S35 =2
X13 X34 +S54 =2
X14 + Xo4 + Sp5 =2
X14 + X34 + Sy =2
Xo3 + Xpu +S,7 =2
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X33 +X34 +528 =2
x24_ +x34_ +529 = 2

X2+ S30=1
X3 +831=1
X4+ 83, =1
Xy3+ 833 =1
Xoq + 83, =1
X34 + S35 =1

X1p + Xq13 + X14 + Xp3 +
x24_ + x34_ + 536 == 3
X12,X13, X14, X23, X24, X34 € {0,1}

b. Setelah dilakukan metode
simpleks ternyata solusi
belum berbentuk IP karena
masih  memuat pecahan
sehingga hasilnya tidak
layak (infeasible). Oleh
karena itu dilakukan proses
cutting plane.
Dalam metode simpleks
iterasi terakhir, dipilih salah
satu variabel-variabel yang
berupa pecahan yaitu
0xq5 + 0.2x13 + x14 +
0.6x53 + 0.8x54 + 1.2x34 +
0.25; — 0.255 — 0.259 = 0.5
Kemudian nyatakan
persamaan tersebut sebagai
penjumlahan dari |x| dalam
bentuk |x]+ f dimana
0<f<1 dan
mengelompokkan nilai yang
berupa integer sebelah Kiri
dan nilai yang berupa
pecahan  sebelah  kanan
diperoleh
0x15 + 0x13 + x14 + Oxp3 +
0x54 + X34 + 0S5, — Sg —
Sps —S35—1=04—
0.2x13 — 0.6x53 — 0.8x54 —
0.2x5, — 0.25; — 0.855 —
0.85,4, — 0.8555

2. Membuat suatu pertidaksamaan

dengan cara mengambil ruas

kanan lebih kecil sama dengan

nol.
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0.5 —0.2x13 — 0.6x53 —
0.8x5, — 0.2x34 — 0.25; —
0.855 — 0.85,4, — 0.8555 < 0

3. Mengganti nilai-nilai variable
Slack (S;,Sg, S24,S35) yang ada
pada pertidaksamaan dengan
menggunakan kendala awal.
Sehingga diperoleh kendala baru

yaitu
X1 — 0.6x13 + x14 + 0.8x54 +
3.6x34 < 12.5

4. Setelah kendala baru

dimasukkan ke dalam kendala
awal diperoleh

X12 =0, X13 =0, X14 =
1,
Xz3 = 1, Xa4 =1, X34 =
0

Hasil cutting plane dari graf K, dapat
dilihat seperti pada gambar berikut

1 2

(4,5)
(1,4)

(3,4)

3 4

Gambar 3. MST dengan kendala bobot
dari graf lengkap K, setelah
dilakukan  proses  cutting
plane.

Berikut ini merupakan contoh graf
lengkap K, dengan kendala bobot
dimana solusinya infeasible (tidak
layak).

Diberikan suatu graf lengkap K, dengan
kendala bobot, akan dicari MST nya
dengan menggunakan metode cutting
plane, dengan bobot maksimalnya 100.

Aksioma

1 (20,50) 2
(15,50)

(10,50)
(12,50

W

(10,50) 4

Gambar 4. Graf lengkap K,
Fungsi tujuan

Mln Z == 20x12 + 10x13 + 15x14_ +

12x,3 + 45x,4 + 10x34

dengan kendala
50x1, + 50x;3 + 50x;4 + 50x,5 +
50x4 + 50x3, < 100
X1p + X193 +X14 < 3
X1 + X3 + X34 <3
X1z + X3 + X34 <3
X1p + X14 + X34 < 3
X1 + X33 + X34 < 3
X1p + Xo3 + X34 <3
X1p + Xog + X34 <3
X13 + Xq4 + X34 <3
X13 + Xo3 + X4 <3
X13 + X3 + X34 <3
X13 + Xo4 + X34 <3
X14 + Xo3 + X34 <3
X14 + Xog + X34 <3
X1p + X14 + X33 < 3
X13 + X14 + X553 <3
X14 + X3 + %94 <3
X12 + X13 < 2

Xip + X4 < 2

X12 + X33 < 2

X12 + X34 < 2
X3+ X14 <2

X13 + X34 < 2

X13 + X34 < 2

Xia + Xp0 <2

X14 + X34 < 2

Xoz3 + X34 <2

X723 + X34 < 2

X4 + X34 < 2

X2 <1

X131
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X134 <1

X3 <1

Xy <1

X3, <1

X1z + X13 + X194 + X23 + Xp4 + X34 = 3
X12, X13, X14, X23, X24, X34 € {0,1}

Setelah dicari solusi dengan
menggunakan metode cutting plane
diperoleh
X12 =0, x13=1 x14,=0,
X23=0, x4=0, x33=1
Hasil cutting plane dari graf K, dapat
dilihat seperti pada gambar berikut

1 2

(10.50)

3 (1050) 4

Gambar 5. MST dengan kendala bobot
pada graf lengkap K, setelah dilakukan
cutting plane

Berdasarkan hasil diatas, graf lengkap
K, setelah menggunakan cutting plane
tidak membentuk spanning tree karena
tidak ada edge yang terhubung pada
vertex ke-2 mengakibatkan solusi yang
infeasible, sehingga hanya dua edge
yang memenuhi batas bobot maksimal.
Hal ini disebabkan karena jumlah bobot
pada setiap edge melebihi batas bobot
maksimal yaitu kurang dari sama
dengan 100 (dapat dilihat di kendala
awal).

MST dengan Kendala Bobot Pada
Graf Lengkap K5

Berikut ini menentukan MST pada graf
lengkap Ks dengan kendala bobot dan
penyelesaiannya menggunakan metode
cutting plane, dengan bobot
maksimalnya adalah kurang dari sama
dengan 36.
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Gambar 6. Graf lengkap K5 dengan
kendala bobot

Setelah dicari solusinya dengan
menggunakan metode cutting plane
diperoleh

X13 - 1, x25 == 1,
X34 - 1, X45 =1

sehingga MST dari graf lengkap Ks
adalah sebagai berikut

4 5

Gambar 7. MST dengan kendala bobot
dari graf lengkap K5 setelah dilakukan
proses cutting plane.

KESIMPULAN DAN SARAN
Kesimpulan dari hasil dan pembahasan
tersebut adalah
1. Dalam menentukan MST pada
graf lengkap K, dan Ksdengan
kendala bobot dapat dapat
diselesaikan dengan metode
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cutting plane, dimana bobot
pada setiap edge tidak melebihi
batas maksimum bobot yang
ditentukan. Jika melebihi bobot
maksimalnya maka solusinya
infeasible,

2. Untuk graf lengkap dengan
n=6 diperoleh jumlah
pertidaksamaannya diatas seribu
pertidaksamaan.  Pada  graf
lengkap K, jumlah
pertidaksamaannnya yaitu

14+l *«n" 2+ Cly *
(n—D" 3 +Cpy *
(n—2)"* + -+ CP

Saran yang dapat disampaikan dari hasil
penelitian ini adalah untuk penelitian
selanjutnya, menentukan  minimum
spanning tree dengan kendala bobot
dapat digunakan algoritma Prim dan
algoritma Kruskal. Jika menggunakan
metode penyelesaian IP, maka dapat
digunakan metode selain metode cutting
plane, yaitu metode-metode eksak.
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