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KATA SAMBUTAN
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SEMINAR NASIONAL METODE KUANTITATIF 2017

Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2017 diselenggarakan oleh Jurusan Matematika Fakultas Matematika
dan llmu Pengetahuan Alam (FMIPA) Universitas Lampung yang dilaksanakan pada tanggal 24 — 25
November 2017. Seminar terselenggara atas kerja sama Jurusan Matematika FMIPA, Lembaga Penelitian
dan Pengabdian Masyarakat (LPPM) Unila, dan Badan Pusat Statistik (BPS).

Peserta dari Seminar dihadiri lebih dari 160 peserta dari 11 institusi di Indonesia, diantaranya : Kementrian
Pendidikan dan Kebudayaan, Badan Pusat Statistik, Universitas Indonesia, Institut Teknologi Bandung,
Universitas Sriwijaya, Universitas Jember, Universitas Islam Negeri Sunan Gunung Djati, Universitas
Cendrawasih, Universitas Teknokrat Indonesia, Universitas Malahayati, dan Universitas Lampung. Dengan
jumlah artikel yang disajikan ada sebanyak 48 artikel hal ini merefleksikan pentingnya seminar nasional
metode kuantitatif dengan tema “pengunaan matematika, statistika dan computer dalam berbagai disiplin
ilmu untuk mewujudkan kemakmuran bangsa”.

Kami berharap seminar ini menjadi tempat untuk para dosen dan mahasiswa untuk berbagi pengalaman dan
membangun kerjasama antar ilmuan. Seminar semacam ini tentu mempunyai pengaruh yang positif pada
iklim akademik khususnya di Unila.

Atas nama panitia, kami mengucapkan banyak terima kasih kepada Rektor, ketua LPPM Unila, dan Dekan
FMIPA Unila serta ketua jurusan matematika FMIPA Unila dan semua panitia yang telah bekerja keras untuk
suksesnya penyelenggaraan seminar ini.

Dan semoga seminar ini dapat menjadi agenda tahunan bagi jurusan matematika FMIPA Unila®

Bandar Lampung, Desember 2017

Prof. Mustofa Usman,Ph.D
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Representasi Operator Linear dari Ruang barisan I3
ke Ruang Barisan 13/2

Risky Aulia Ulfa”, Muslim Ansori?, Suharsono®, Agus Sutrisno®
Jurusan Matematika, FMIPA, Universitas Lampung
Jin. Soemantri Brodjonegoro No. 1 Bandar Lampung 35145
E-Mail : riskyaul9@gmail.com
YMahasiswa Jurusan Matematika FMIPA Universitas Lampung
2349Dosen Jurusan Matematika FMIPA Universitas Lampung

ABSTRAK

Suatu pemetaan pada ruang vector khususnya ruang bernorma disebut operator. Salah satu kajian tentang
operator, dalam hal ini operator linear, merupakan suatu operator yang bekerja pada ruang barisan.
Banyak kasus pada operator linear dari ruang barisan ke ruang barisan dapat diwakili oleh suatu matriks
tak hingga. Matriks tak hingga yaitu suatu matriks berukuran tak hingga kali tak hingga.

a1 Az

)
Sebagai contoh, suatu matriksA : [; — 13/2, dengan A = [agl a, ] l; = {x = (x;) |(Z‘,?°=1|xi|3)§ <

2

a2
(Z;‘;llxili)3 < oo] merupakan barisan bilangan real. Selanjutnya dikontruksikan

oo} dan l3/2 = {x = (x;)

operator A dari ruang barisan [; ke ruang barisan 13/2 dengan basis standar {e,} dengan e, =

(0,0, s Lkys oo ).dan ditunjukkan bahwa koleksi semua operator membentuk ruang banach.

Kata Kunci : Operator, Ruang Barisan Terbatas

1. PENDAHULUAN

Salah satu kajian tentang operator, dalam hal ini operator linear, merupakan suatu operator yang bekerja pada
ruang barisan. Banyak kasus pada operator linear dari ruang barisan ke ruang barisan dapat diwakili oleh

suatu matriks tak hingga. Matriks tak hingga yaitu suatu matriks berukuran tak hingga kali tak hingga.

Untuk setiap bilangan real p dengan 1 < p< oo didefinisikan

[oe]

P = xe{xj}e w:2|x]-|p<oo

j=1

all a12 aen
Sebagai contoh, suatu matriks 4 : I3 — 13/2 dengan = [a21 ayo ]

L= {x= ) |ERxl)5 <o} dan

2

22
(Z?‘;llxili)3 < o0 } merupakan barisan bilangan real.

13/2 = {X = (xi)
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Jika x = (x;) € I3 maka
a11 alz e xl
Alx) = Ax = [a21 Ay ] [xz]

11Xy + AgpXp + oo
= a21x1 + a22X2 + .-

-
1
Juy

DM 1D
Q Q

g )

R R

r
-

Il
[y

Sehingga timbul suatu permasalahan, syarat apa yang harus dipenuhi supaya A(x) € 13/2.

2. LANDASAN TEORI
2.1 Operator
Definisi 2.1.1

Suatu pemetaan pada ruang vector khususnya ruang bernorma disebut operator [2].

Definisi 2.1.2
Diberikan ruang Bernorm X dan Y atas field yang sama.

a. Pemetaan dari X dan Y disebut operator.
b. Operator A : X — Y dikatakan linear jika untuk setiap x,y € X dan setiap skalar a berlaku A(ax) = aAx
dan A( x +y) = Ax + Ay[2].

2.2 Barisan
Definisi 2.2.1

Diberikan w yaitu koleksi semua barisan bilangan real, jadi :
w={x={x}:x, € R}
a.  Untuk setiap bilangan real p dengan 1 < p < oo didefinisikan

P ={xe{x}e w:Zj?';1|x]-|p < o} 1)

dan norm pada [P yaitu
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1
o p
Iell, = Dl
j=1
b.  Untuk p = oo didefinisikan
leo = {X = {x} € w:sUPyz1]x;| < 00} )

dan norm pada [, yaitu

lIxlleo = suplxy|
k=1

[1].

Definisi 2.2.2

Misal p, g € (1, o) dengan % +$ = 1 (q konjugat p), untukx € I’ dany € [P
(%97) ¢ € 17 dan T2 [xjy;| < [IxIPlylle @3)

[1].

2.3Ruang Vektor
Definisi 2.3.1

Ruang vector adalah suatu himpunan tak kosong X yang dilengkapi dengan fungsi penjumlahan (+): X X
X — X dan fungsi perkalian skalar (-): F X X — X sehingga untuk setiap skalar A, u dengan elemen x,y,z €
X berlaku :

i x+y=y+x
ii. x+y)+z=x+@y+2)
iii. adad € X sehinggax + 0 = x
iv. ada—x € x sehingga x + (—x) = 6
V. l-x=x

vi. AMx+y)=Ax+ Ax

vii. A+ wWx =x+ ux

Viii. Alux) = (Au)x(Maddox, 1970).
2.4 Basis
Definisi 2.4.1

Ruang vector V dikatakan terbangkitkan secara hingga (finitely generated) jika ada vektor-vektor
X1, X3, ., X, € V sehingga V = [xq, x5, ..., x,,]. Dalam keadaan seperti itu {x;, x5, ..., x, } disebut pembangkit
(generator) ruang vector V.

Menurut definisi di atas, ruang vektor V terbangkitkan secara hingga jika dan hanya jika ada vektor-

vektor x;, x,, ..., X, € V sehingga untuk setiap vektor x € V ada skalar-skalar a4, a5, ..., a, sehingga
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X=X+ ax, + o+ apxy 4

Secara umum, jikaB < V dan V terbangkitkan oleh B, jadi [B| = V atau B pembangkit V, maka untuk setiap

x € V terdapat vektor-vektor x4, x,, ..., x, € B dan skalar a4, a,, ..., a,, sehingga

x= Z ApXy

k=1

[1].

Definisi 2.4.2

Diberikan ruang vektor V. Himpunan B c V dikatakan bebas linear jika setiap himpunan bagian hingga di

dalam B bebas linear [1].

Definisi 2.4.3

Diberikan ruang vektor V atas lapangan F. Himpunan B c V disebut basis (base) V jika B bebas linear dan
V| =B.

Contoh :

Himpunan {&,, é,, ..., &,}, dengan &, vektor di dalam R™ yang komponen ke-k sama dengan 1 dan semua

komponen lainnya sama dengan 0, merupakan basis ruang vektor R™ [1].

2.5 Ruang Metrik

Ruang metric merupakan ruang abstrak, yaitu ruang yang dibangun oleh aksioma-aksioma tertentu. Ruang
metric merupakan hal yang fundamental dalam analisis fungsional, sebab memegang peranan yang sama

dengan jarak pada real line R.

Definisi 2.5.1
Misal X adalah himpunan tak kosong, suatu metriks di X adalah suatu fungsi d: X x X — [0, ), sehingga
untuk setiap pasangan (x,y) € X x X berlaku :

i. d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € X

ii. d(x,y) = 0 jika dan hanya jikax =y

iii. d(x,y) = d(y, x) untuk setiap x,y € X (sifat simetri)

iv. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x, v, z € X (ketidaksamaan segitiga)
Selanjutnya pasangan (X, d) dengan d adalah metric pada X disebut ruang metrik. Setiap anggota X disebut

titik dan nilai d(x,y) disebut jarak (distance) dari titik x ke titik y atau jarak antara titik x dan titik y [2].
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2.6 Ruang Bernorma
Definisi 2.6.1
Diberikan ruang linear X. Fungsix € X — ||x|| € R yang mempunyai sifat-sifat :

i [|x]| = 0 untuk setiap x € X
ii. [x|| = 0, jika dan hanya jika x = 0, (0 vektor nol)
iii. [lax|| = llel|l - [lx]| untuk setiap skalar & dan x € X

iv. llx + || < llx|l + |lv]] untuk setiap x,y € X

Disebut norma (norm) pada X dan bilangan non negative ||x|| disebut norma vektor x. Ruang linear X yang
dilengkapi dengan suatu norma ||-|| disebut ruang bernorma (norm space) dan dituliskan singkat dengan

X, ||-|| atau X saja asalkan normanya telah diketahui [1].

2.7 Ruang Banach
Definisi 2.7.1

Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai ruang metrik yang lengkap)

jika dalam suatu ruang bernorm X berlaku kondisi bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen [1].

3. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2017/2018 di jurusan Matematika, Fakultas

Matematika dan llmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Operator A dikontruksikan dari ruang barisan [; ke ruang barisan l3/2 dengan

basis standar{e,} dengan e, = (0,0,...,l(k),...). Selanjutnya, mengkontruksikan norma operator A.Jika
pendefinisian operator dapat dilakukan maka akan diselidiki apakah koleksi semua operator tersebut
membentuk ruang Banach. Sebagai aplikasi, operator A direpresentasikan sebagai matriks takhingga yang

dikerjakan pada barisan  barisan [; ke ruang barisan lg/2 dengan basis standar{e,} dengan

e = (0,0, ey 1(k)' )

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Berdasarkan pada pembahasan sebelumnya, yang dimaksud dengan ruang barisanterbatas [;dapat

didefinisikan sebagai :
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1
® 3
l={x= () (Zmﬁ) <o
i=1

dengan (x;) = (x4, x,, ...) merupakan barisan bilangan real R. Ruang barisan [; merupakan ruang Banach
dengan ruang dual (I3)* = {x*:l3; —» R} yaitu koleksi semua fungsional linear dan kontinu pada I;.

Untuk sebarang x* € (I3)*danx € I3, penulisan (x,x*) dimaksudkan sebagai fungsional x* pada x atau
x*(x). Barisan vektor {e,} c l; dinamakan basis pada l; jika untuk setiap vektor x € I; terdapat barisan

skalar yang tunggal {a,,} sehingga

(oo}

x = Zanen

n=1

Barisan {e;;} € (I3)* dengan ||e;|| = 1 untuk setiap n dikatakan biortonormal terhadap basis {e,,} c L5 jika
(ems en) = Omn
dengan &,,, = 1 untuk m = n dan &, = 0 untuk m # n. Selanjutnya, pasangan {{e,.}, {e;;}} disebut system

biortonormal pada I; maka

x= Zanen

n=1

dengan (x, e;;) = a,.

JikaA € L. (13,13, ) maka operator A* € L. ((l3)", (13 ' disebut operator pendamping (adjoint operator)
/2 /2

A jika dan hanya jika untuk setiap x € l;dan y* € (13/2)*, berlaku
(A, y") = (x, A" (y"))
Jadi, jika {e,} L, dan {d},} € (Is,, ) diperoleh

(Alen), dm) = (", A" (dn))

Jika {e,}, {fn} c I3 basis pada [ dan {d,,} © 13/2 basis pada 13/2, maka untuk setiap A € L.(l5, 13/2) berlaku

A (dp) = Xn=ilen, A" (dr)Yen = 2a-1(A(en), dren (@)
Dan
A" (dp) = Xn=1len, A" (dp )M = 2Xn=1(A(en), di)fn (b)

Berdasarkan persamaan (a) dan (b) diperoleh

Lm=1llXi=1(Aer), diepll = Em=1 IXx= (A, din) fi | (©)

Berdasarkan persamaan (a), (b) dan (c) didefinisikan pengertian operator dari ruang barisan [; ke ruang

barisan [z /Zsebagai berikut
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Definisi 1.1 Operator A € L, (13, 13/2) merupakan operator-SM jika

[ee]

))

=1

ZWdek

Dengan {e,,} c l5 basis pada I; dan {d,,,} 13/2 basis pada l3/2.

Dapat dipahami bahwa bilangan ||A|| dengan

Allsy =

ZWdek

Tidak bergantung pada pemilihan basis {e,} pada ;. Selanjutnya, notasi SM(lg,ls/z) menyatakan Kkoleksi
semua operator-SM dari ruang barisan 5 ke ruang barisan [z /,

Teorema 1.2 Untuk setiap A € SM (I3, 13/2) berlaku

LIAI < 1Al sp

ii. SM (1, 13/2) merupakan ruang Banach terhadap norma ||. || s

iii. Jikad € SM(L;, 13/2) maka A operator kompak.

Bukti :

i. Diambil sebarang basis {e,} c l;danx € [; dan {d,,} l3/2 basis pada 13/2, maka

berdasarkan (a), (b) dan (c) diperoleh

o]

Z(A(x) 4 d,

m=1

D A (@) dy
m=1

< flxll ) 14° (@)l

[oe]

D (A, dinei

k=1
= llx[l|Allsm

1A GOl =

Il

Yang berakibat ||A|| < ||Allsp-

ii. Pertama ditunjukkan bahwa SM (I, 13/2) merupakan ruang bernorma terhadap normal|. ||s,, sebab :
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a. Untuk setiap A € SM (I3, l3/2)

[oe]

Allsy = )

m=1

D e dre

k=1

dan

& T2 (Ae), die = A(dy) = 6 (vm)

& A" = 0 (operatornol)

< A = 0 (operatornol)

b. Untuk setiap A € SM (L, 13/2) dan skalar «, diperoleh
leAllow = ). Z<A(ek) din)ei
m=1 k=
= lal ) 1> ¢, die
m=1 =
= |alllAllsm

C. Jika diberikan A, A, € SM (L, l3/ ) maka
14y + Asllgw = ). Z((A1 +A;) (e, dnde
m=1 k=

[oe]

>
5

m=1

Z<((A1)(ek) + (U (@)) dr)es

8

D e drdei + Z<A (e0), e

k=1 k=1

<

Dengan kata lain,

Z<A1<ek> din)e| +

zmz(ek), dinlei
k=

141 + Az llsm < 1Asllsm + 1Az llsm

Selanjutnya menunjukkan kelengkapan ruang SM (s, 13/2) sebagai berikut :

Diambil sebarang barisan Cauchy{Ai}cSM(l3,l3/2). Untuk setiap bilangan € > 0, terdapat

bilangan bulat positif n, sehingga untuk setiap bilangan bulat positif i, j = n,, berlaku
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&
ll4: = 4, < 3

Akan dibuktikan bahwa terdapat A € SM (I3, 13/2) sehingga

lim||4; — Allsy = 0
Karena

&
14: - Af||Lc(z3,z3/2) <[4 -4, <3

Untuk setiap A;, 4 eSM(l3,lg/2) dengan i,j = n,, maka barisan {4;} juga merupakan

barisan Cauchy di dalam Lc(lg,l%). KarenaLC(l3.l3/2) ruang lengkap maka terdapat

AeL, (l3, 13/2) sehingga lim;_,, 4; = A. Oleh karena itu,

[oe]

D (A= D, din)e

[oe]
m=1 k=1
[oe]
]—)OO
m=1

[oe]

D (A= (e, din)e

k=1

&
”SM <3

Untuk sebarang bilangan bulat i > n,. Dengan kata lain,A — 4; € SM(l5, 13/2), untuki = n,. Oleh karena itu,
A—Ap, +A,, =A€SM(;, 13/2) dan terbukti bahwa barisan {4;} konvergen ke suatu A € SM(l, 13/2).

Jadi, SM (L, 13/2) merupakan ruang bernorma yang lengkap atau ruang Banach.

iii. Jika A € SM(lg,lg/z) dan x € 5, maka

A = ) (AGO, diy)dn

m=1
Oleh karena itu, untuk setiap bilangan bulat positif n, dapat didefinisikan

operator A,,:l; — ls/zdengan

() = ) (AG), di)dy
m=1

Jelas bahwa A, € L.(l3,13 /2) dan A, merupakan operator berhingga. Dengan

kata lain, A, operator kompak. Karena{A4,} konvergen ke K maka K operator

kompak.

BerdasarkanTeorema 1.2 diperoleh :
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Akibat 1.3 SM(l3,lg/2) cK (13,13/2) c Lc(l3,l3/2) dengan K (13, 13/2) koleksi operator kompak dari I ke
13/2. Operator A € SM(lg,lg/z) dapat diwakili oleh matriks tak hingga A = A, . Oleh karena itu, dalam

bentuk matriks tak hingga karakteristik operator-SM tersebut dapat diuraikan sebagai berikut:

Teorema 1.4 Suatu operator linear kontinuA: I; — I3 /) merupakan operator-SM jika dan hanya jika terdapat

suatu matriks (a;;) yang memenuhi :

i. Ax = {Z?’;l aijxj} € l3/2 untuk setiap x = (x;) € I3
i ww v 3

Il. Zi=12j=1|a”| <

il X724 | %52, ay5] < oo

Bukti :

(Syarat perlu) karena A: [; — 13/2 linear dan kontinu maka dengan sendirinya berlaku i) dan ii). Operator A
dalam bentuk matriks (al-,-) dikerjakan pada basis standard {e; } dengan e, = (0,0, v Ly ) berbentuk

Aek = (a]-k)

j=1

Karena A = (a;;) operator-SM maka

(oo}

D e, di)dy,
k=1

3

m=

>

m=1

[oe]
Z amkdm
k=1

[ee]

k=1

1
oo

2.

m=1

<

(Syarat cukup) berdasarkan i) dan ii) maka A = (ai]-): l; - l3/2 linear dan kontinu. Selanjutnya, berdasarkan

iii) diperoleh
Mllsw = > > Cewdiddmf = D 1D amef| < o0
m=1 k=1 m=1 k=1
Terbukti A = (a;;) merupakan operator-SM
Contoh 1.5 Matriks A = (a;;) dengan
1 .
=
a;j = i3/2 J
0 i#j

Merepresentasikan operator-SM A: l; — l3/zsebab :
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i. Untuk setiap x = (x;) € I3 berlaku

2 2
[e3) oo 3/ 3 o 3
X; 2 3
laxl = |y ayx, S ) <Dl ) <o
j=1 j=1 J 2 j=1
Jadi, Ax € 13/
2
ii. Bagian kedua terpenuhi sebab
o oo 3
3/, 1 /2
ZZ'“Ul = z 7

i=1 j=1 i=1

iii. Bagian ketiga terpenuhi sebab

5. SIMPULAN
Operator linear dan kontinu A : l; — I3 /) merupakan operator-SM jika dan hanya jika terdapat suatu matriks
A = (a;;) yang memenuhi :

1. Ax = {Zj’;l aijxj} € l3/2 untuk setiap x = (x;) € 5

© @ .. 3/2
2. %72 Z;=1|au| < ©

3.2, Z?;1|aij| < @

Koleksi semua operator SM A : l; — 13/2 yang dinotasikan dengan SM (5, 13/2) membentuk ruang Banach.
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