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Abstrak

Suatu graf circulant X(Z,,,S) yaitu suatu graf dimana vertex-vertexnya diberi label {0,1,2,...,n — 1}, dengan dua
vertex i dan j adjacend jika dan hanya jika i —j (mod n) € S, dimana S c Z,, dengan S = —S dan 0 ¢ S. Dalam
makalah ini dikaji beberapa teorema dari grup outomorfisma pada graf circulant yang telah ditemukan kemudian
membentuk suatu algoritma yang efisien dari teorema yang ada. Dari penelitian yang dilakukan ditemukan
beberapa algoritma yang efisien dalam mencari grup automorfisma dari graf circulant.

Kata Kunci : graf circulant, grup automorfisma, algoritma.

1. Pendahuluan

Kata logis merupakan kata kunci dalam suatu
Algoritma karena setiap langkah dalam
Algoritma harus logis (jelas dan pasti) dan
harus dapat ditentukan bernilai salah atau
benar. Suatu algoritma diperbolehkan tanpa
ada input tetapi minimal harus ada 1 output.
Jumlah langkah (steps) dalam suatu algoritma
harus berhingga atau dengan kata lain harus
ada akhir proses.

Dalam penelitian yang penulis angkat ini
adalah berdasarkan beberapa penelitian
sebelumnya yang membahas mengenai grup
automorfisma pada graf circulant. Ketertarikan
penulis pada penelitian ini adalah terkait
dengan masalah grup automorfisma pada graf
circulant yang telah terpecahkan oleh peneliti
sebelumnya. Sehingga penulis lebih fokus
pada teorema yang telah dihasilkan yang
nantinya dibuat algoritma yang efisien agar
dapat digunakan dalam mencari grup
automorfismanya.

2. Landasan teori

2.1 Isomorfisma Graf

Dua graf X = (V,E) dan Y = (I, E") dikatakan
isomorfis jika terdapat pemetaan bijektif ¢ dari
himpunan vertex V ke V' sedemikian (u,v) € E
jika dan hanya jika (u,v") € E'. Maka pemetaan
¢ dikatakan isomorfis. Biasanya dinotasikan
dengan (X = Y). (Godsil, 2000)

Dengan mengetahui definisi dari isomorfisma
pada graf, maka definisi di bawah ini
merupakan bentuk khusus dari isomorfisma
graf.

2.2 Automorfisma Graf

Suatu isomorfisma dari graf X terhadap dirinya
sendiri (r:X - X) disebut sebagai
automorfisma graf X (Godsil, 2000).

Kemudian diambil semua automorfisma dari
graf X untuk membentuk suatu grup
automorfisma.

2.3 Grup Automorfisma

Himpunan semua automorfisma dari X
membentuk grup automorfisma dinotasikan
Aut(X) (Morris, 2000).

Grup automorfisma yang hanya terdiri dari
permutasi identitas disebut grup automorfisma
trivial. Jika ada permutasi selain permutasi
identitas maka dikatakan grup automorfisma
nontrivial.

Untuk mengetahui bentuk grup automorfisma
pada graf circulant maka dijelaskan pada
definisi berikut ini

2.4 Graf Circulant

Suatu graf circulant X(Z,,S) yaitu suatu graf
dimana  vertex-vertexnya diberi label
{0,1,2,..,n—1}, dengan dua vertex i dan j
adjacend jika dan hanya jika

i—j(modn) €S, dimana ScZ, dengan
S=-Sdan0¢S.

2.5 Algoritma

Algoritma merupakan suatu urutan langkah —
langkah logis yang disusun secara sistematis
dan logis untuk menyelesaian masalah dan
dapat dieksekusi.



Dengan beberapa definisi dasar yang telah
dijelaskan di atas, penulis dapat
mengeksplorasi sejarah penelitian yang telah
dilakukan guna menjawab persoalan yang
menyangkut bentuk dari grup automorfisma
graf  circulant dan bagaimana cara
mencarinya.

3. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah metode literatur . Sebagai satu fokus
dari penelitian ini adalah akan ditemukannya
algoritma yang efisien untuk mencari grup
automorfisma dari graf circulant. Sehingga
perlu untuk mempertimbangkan apa yang
membuat suatu algoritma itu lebih efisien
dalam hal ini.

Maka dari itu algoritma yang jelas akan
menjamin dalam menemukan grup
automorfisma dari graf dengan n-vertex yang
sederhana, kemudian mempertimbangkan
setiap kemungkinan permutasi dalam Sn yang
ternyata adalah automorfisma dari graf yang
dicari. Ketika Sn memiliki orde n! algoritmanya
menjadi eksponensial dalam n.

Tergantung dari tujuan yang penulis inginkan,
yang berarti ada kemungkinan untuk
melakukan yang lebih baik dari penelitian
penulis. Spesifikasinya, jika tujuan penulis
adalah untuk mendaftar semua automorfisma
dalam grup automorfisma, kemungkinan
sebanyak n! elemen. Sehingga
membangkitkan daftar dari semua
automorfismanya. Ini akan mudah untuk
dikerjakan secara umum, jika jumlah faktor
prima dari n terbatas.

Dalam kasus lain jumlah subgrup Sn akan
menjadi grup automorfisma dari graf circulant.
Karena jumlahnya cukup kecil sehingga bisa
dipilih grup automorfisma dari graf yang dicari
kemudian mendaftar semua elemenya.
Walaupun demikian penulis bisa menjelaskan
strukturnya dengan tepat tanpa menggunakan
generating-set, sebagai contoh dengan
mengatakan Sp x Sq isomorfis.

Bagaimanapun itu ketika jumlah faktor prima
tidak terbatas, penulis akan kehilangan
kemampuan  untuk  menjelaskan  grup
automorfisma tersebut. Maka dari itu ketika
penulis mempertimbangkan untuk menentukan
grup automorfisma dari graf circulant dengan
jumlah a vertex, maka jumlah faktor tidak
terbatas, sehingga apa yang penulis cari
bukan daftar pasti dari elemen semua grup,

tapi ketentuan dari geneating-set untuk setiap
grup. Setiap algoritma yang penulis buat
berjalan dalam polinomial dengan jumlah n
vertex dari graf.

Pada tahap pertama adalah memberikan
teorema grup automorfisma dari graf circulant
dengan vertex prima. Tentunya disini torema
yang diberikan sudah diteliti oleh para peneliti
sebelumnya. Dengan demikian akan diperoleh
informasi yang lengkap sehingga dapat
digunakan dalam pencarian algoritmanya.
Kemudian selanjutnya membuat algoritma
berdasarkan teorema yang telah dituliskan
pada tahap pertama.

Pada tahap kedua diberikan beberapa definisi
dari wreath products. Karena definisi-definisi
wreath products digunakan dalam menentukan
algoritma grup automorfisma pada graf
circulant dengan vertex pq atau p™. Kemudian
tahap ketiga adalah memberikan teorema grup
automorfisma pada graf circulant dengan
vertex pq atau p™. Dan selanjutnya ditentukan
algoritma dari teorema pada tahap ketiga.

Jika algoritma sudah selesai maka tahap
selanjutnya adalah menarik kesimpulan dari
hasil penelitian yang diperoleh.

4. Hasil dan Pembahasan

Berikut ini dikaji beberapa teorema dari grup
automorfisma pada graf circulant.

4.1 Graf circulant pada vertex prima

Pada tahun 1973, Alspach telah membuktikan
teorema grup automorfisma graf circulant pada
vertex prima.

Teorema 4.1

Misalkan p prima, jika S = @ dan S = Z,,, maka
Aut(X) = S,, sebaliknya Aut(X) ={T,,:a €
E(S),b € Z,}, dimana T,,([v;) = vg4p, dan
E(S) adalah order-genap terbesar dari
subgrup Z,, demikian juga S merupakan union
dari koset pada E(S).

Melihat S = —S, S haruslah union dari koset
pada {1, -1}, jadi E(S) selalu dapat ditemukan.

Dari teorema tersebut dibentuk algoritma

sebagai berikut:

1. JikaS =@ atau S = Z,, Aut(X) = S,,.

2. Untuk setiap order-genap pada subgrup H
dari Z,, periksa apakah S adalah union
koset dari H.

3. Karena Z, adalah siklik, ada satu H dari
setiap order membagi p — 1. Sehingga



himpunan E(S) terbesar pada subgrup H.
Ini menunjukan (2).

4. Jika Aut(X) #S, maka Aut(X) ={T,:
a€E(S),DbEZ,}.

Teorema 4.2

Jika G adalah grup transitif dengan elemen p
prima, maka salah satu dari ¢ merupakan
transitif penggandaan atau ¢ = {T,, :a € H <
Zp,b € Zp}

Alternatif algoritmanya:

1. Temukan A, himpunan dari semua
perkalian a € Z, yang mana aS$ = S.

2. Jika A = Z,, maka Aut(X) = S,,.

3. Selainitu, Aut(X) = {T,, : a € A,b € Z,,}

4.2 Wreath products

Walaupun penulis ingin menghadirkan definisi
formal wreath product dari dua graf pada satu
waktu, terlebih dahulu penulis memberikan
suatu deskripsi yang mungkin bisa membuat
definisi formalnya mudah dimengerti. Jika
diambil suatu wreath product dari graf X dan
Y, kemudian tukar setiap vertex X dengan
salinan dari graf Y. Diantara dua salinan
Y masukkan semua edge jika ada suatu edge
diantara pemasangan vertex — vertex dari graf
X. Sekarang untuk definisi formalnya.

Definisi 4.1

Wreath product dari graf X dengan graf

Y dinotasikan (Y , didefinisikan sebagai

berikut:

Vertex-vertex dari X {Y adalah pasangan

terurut (x,y) dimana x adalah vertex dari X

dan y adalah vertex dari Y. Ada suatu arc

(edge) dari vertex (x;,y,) ke vertex (x,,y,) jika

dan hanya jika satu dari di bawah ini

terpenuhi:

1. x;, =x, , dan (y,,y,) adalah suatu arc
(edge) dari Y ; atau

2. (x,x,) adalah arc (edge) dari X.

Dua himpunan titk A dan B dikatakan
“wreathed” jika memenuhi salah satu dari
kalimat berikut: “ab adalah suatu edge untuk
setiap a € A dan setiap b € B” atau “ab bukan
edge untuk setiap a € A dan setiap b € B” .

Dalam teori graf, apa yang disebut wreath
product juga sering disebut lexicographic
product dan juga disebut komposisi dari graf.
Pengertian wreath product juga terdefinisikan
dalam grup. Kenyataannya, istilah wreath
product datang dari teori grup.

Walaupun ini dapat didefinisikan dalam grup
abstrak, penulis hanya akan membahas pada

grup permutasi, dimana definisinya sederhana
sebagai berikut:

Definisi 4.2
Wreath product dari dua grup permutasi H dan
K ditetapkan pada himpunan U dan V untuk
masing-masing, adalah grup dari semua
permutasi f dari UxV dimana ada he H dan
suatu elemen k, dari K untuk setiap ueU,
sehingga:
f((,v) = (h(w), knay (@)

Untuk semua (u, v) € UxV , ditulis H { K. Maka

Aut(X)Z Aut(Y) < Aut(X {Y)
Adalah benar untuk semua graf X dan Y

4.3 Graf circulant pada vertex pq atau p™

Teorema berikut telah dibuktikan oleh Klin dan
Poschel pada 1978, karakterisasi grup
automorfisma dari graf circulant dengan pq
vertex, dimana p dan g adalah berbeda (p #

q)-

Teorema 4.3

Jika G adalah grup automorfisma dari graf

circulant pada pg vertex, maka G adalah

salah satu dari:

1 Spq

2. A; (A, atau A, A;, dimana A;dan A4,
adalah grup automorfisma dari graf
circulant dengan p dan g vertex, untuk
masing-masing,

3. S,xA,, atau A; xS, , dmana A; dan A4,
adalah grup automorfisma dari graf
circulant dengan p dan g vertex, untuk
masing-masing, atau

4. {Typ:aeA <Zy,beZl,} (suatu subgrup
dari holomorf).

Algoritma  berikut dapat dibangun dari
karakterisasinya, untuk menemukan grup
automorfisma dari graf dengan pq vertex.

Algoritma:
1. Jka S=0¢ atau S§=1Zy,—{0}, maka
Aut(X) = Spq , Selesai.

2. Jika (v vy Vzp . V(g-1)p) € Aut(X), maka
Aut(X) = A, { A, , dimana A; adalah grup
automorfisma dari induksi subgraf X pada

3. vertex {vy Vg Vaq . Vp-1)q) dan A4,
adalah grup automorfisma dari induksi
subgraf X pada vertex
{vo v Vap . Vg-1)p} Gunakan
algoritma terdahulu (untuk menemukan
grup automorfisma dari graf circulant
dengan jumlah vertex prima) untuk
menentukan A4, dan 4,, selesai.

4. Ulangi langkah (2) dengan p dan ¢
berlawanan.



5. Misalkan A adalah grup dari perkalian a
dalam Z,, yang mana a$ = S.

6. Definisikan E, dengan E, ={T,:
«a € A, a=1lmod p, b € qZp ; jka
E, = AGL(1,p) maka Aut(X)=S,xA4,
,dimana A, adalah sama pada langkah (2).
Gunakan algoritma terdahulu  untuk
menemukan A4,, selesai.

7. Ulangi langkah (4) dengan p dan ¢
berlawanan dan A; mengambil peran A4,
selesai.

8. Selainya, Aut(X) ={T,p:a€A,b €Ly}

Seluruh grup automorfisma dari graf circulant
dengan p" vertex telah ditemukan pertama
oleh Klin dan Poschel, tetapi hasilnya tidak
dipublikasikan.

5. SIMPULAN

Dari pembasan yang telah dipaparkan,
algoritma yang efisien telah didapatkan untuk
menentukan grup automorfisma dari graf
circulant. Tentu saja graf circulant hanyalah
langkah kecil yang dapat dilakukan sebelum
akhirnya dapat mengkonstruksikan algoritma
secara keseluruhan dari grup automorfisma
pada suatu graf.

Sebagai saran bagi yang ingin mencoba
membuat algoritma secara umum dalam
mencari grup automorfisma pada suatu graf.
Walaupun kemungkinan hal itu akan sangat
sulit untuk dilakukan, karena karakteristik pada
setiap graf berbeda.
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