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Abstrak. Connectivity dalam graf terbagi menjadi 2, yaitu vertex-connectivity dan edge-connectivity.
Penelitian ini bertujuan untuk membahas Teorema Whitney pada graf 2-connected dan Teorema Menger pada
connectivity. Dari hasil penelitian ini didapat bahwa graf 2-connected minimal mempunyai tiga vertex dengan
satu pasang internally disjoint path, sedangkan dalam teorema Menger yang akan didiskusikan kesetaraan
jumlah maksimum dari pasangan internally disjoint path dengan jumlah minimum vertex connectivity dalam
suatu graf k-connected.

Kata Kunci. connectivity, internally disjoint path.

PENDAHULUAN

Salah satu kajian penting dalam teori graf adalah
mengenai connectivity atau keterhubungan.
Connectivity dalam graf terbagi menjadi 2, yaitu
vertex-connectivity dan edge-connectivity. Vertex-
connectivity adalah jumlah minimum dari vertex
yang akan dihilangkan untuk membuat suatu graf
G menjadi disconnected (tidak terhubung). Edge-
connectivity adalah jumlah minimum edge yang
akan dihilangkan untuk membuat suatu graf
menjadi disconnected. Beberapa tokoh yang
membahas tentang connectivity yaitu Hassler
Whitney, pada tahun 1932 melalui jurnal berjudul
Congruent graphs and the connectivity of graphs,
memperkenalkan teorema 2-connected dalam
connectivity graf. Perluasan dari teorema Whitney
berupa gagasan bahwa jumlah dari vertex-
connectivity akan sama dengan jumlah dari
pasangan path yang terdapat dalam graf tersebut.
Gagasan ini diperkenalkan oleh Karl Menger pada
tahun 1927 melalui jurnal yang berjudul
Fundamenta Mathematicae.

Suatu graf lengkap adalah graf sederhana yang
setiap pasangan vertex mempunyai suatu edge
diantaranya. Karena setiap vertex adjacent dengan
setiap vertex lain melalui satu edge, maka degree
setiap vertex sejumlah n - 1 pada ܩ graf lengkap
sebanyak n vertex. Graf lengkap dinotasikan
dengan ௡ܭ [1].

Graf ܩ dikatakan bipartite jika himpunan vertex
dapat dibagi dalam dua himpunan bagian, misalkan

ଵܸ dan ଶܸ, sedemikian sehingga ଵܸ⋂ �ܸଶ  = ∅ dan

ଵܸ ⋃ �ܸଶ ൌ ܸ, serta setiap edge di ܩ
menghubungkan satu vertex di ଵܸ ke satu vertex di

ଶܸ [5].

Clique dari suatu graf ܩ ൌ (ܸǡܧ) jika dalam graf
tersebut terdapat subgraf yang berupa graf lengkap
dengan semua vertex yang ada di ܩ mempunyai
adjacent ke vertex lainnya [2].

Suatu matching M di ܩ = (ܸǡܧ) adalah suatu
himpunan bagian dari (ܩ)ܧ dimana pasangan-
pasangan dari edge dalam graf tersebut tidak
adjacent. Perfect matching atau matching
sempurna adalah matching M yang memuat semua
vertex dari graf ܩ sehingga setiap vertex dari graf
ܩ incident tepat pada setiap edge dari matching
tersebut. Maximum matching atau matching
maksimum adalah jumlah maksimum suatu
matching dari suatu graf [3].

Suatu vertex cover dari suatu graf ܩ adalah suatu
himpunan كܵ ܸ, jika setiap edge dari ܩ incidence
dengan setiap vertex yang ada di ܵ [2].

Connectivity dalam graf terbagi menjadi 2, yaitu
vertex-connectivity dan edge-connectivity. Vertex-
connectivity, ,(ܩ)ߢ adalah jumlah minimum dari
vertex yang akan dihilangkan sehingga graf ܩ
menjadi tidak terhubung. Edge-connectivity,(ܩ)′ߢ�,
adalah jumlah minimum edge yang akan
dihilangkan sehingga graf menjadi tidak terhubung
[4].
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Suatu graf ܩ dikatakan 2-connected jika graf
tersebut terhubung (connected) dengan tidak
memiliki vertex-connectivity (disconnected terjadi
bila semua vertex dalam graf tersebut diambil atau
tidak ada graf) dan bukan merupakan graf lengkap
ଵܭ dan ଶܭ [4].

Path ଵܲǡܲ ଶǡǥ ǡܲ ௞ yang incidence di antara vertex ݑ
dan ݒ dikatakan internally disjoint path jika tidak
ada 2 path yang memiliki suatu vertex yang sama
didalamnya, kecuali vertex awal ݑ dan vertex akhir

.ݒ Jadi, ܸ( ௜ܲ) ת ܸ൫ܲ ௝൯ൌ {ݒǡݑ} dengan ്݅ ݆[3].

Misal ܩ adalah graf terhubung, dengan ݔ dan ݕ
adalah vertex di .ܩ Sebuah himpunan bagian ܶ di
ܩ െ {ݕǡݔ} yang terdiri dari vertex dan edge,
dikatakan x,y-cut atau x,y-separator jika ܩ െ ܶ
tidak terdapat path yang menghubungkan antara ݔ
dan ݕ [4].

Subdividing suatu edge dari suatu graf adalah
operasi penghapusan edge tersebut dan kemudian
digantikan dengan menambahkan suatu path
dengan vertex baru didalamnya [4].

Line graf dari suatu graf ,ܩ dinotasikan L(ܩ),
adalah graf yang vertex-nya adalah edge di .[4]ܩ

METODE PENELITIAN

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini antara
lain sebagai berikut :

1. Membuktikan Teorema Whitney di 2-connected
graf
2. Membuktikan Ekspansi Lemma
3. Membuktikan Teorema pendukung tentang
ciri-ciri dari graf 2-connected.
4. Corollary bahwa graf Ԣyangܩ diperoleh dengan
subdiving suatu edge dari G adalah 2-connected.
5. Membuktikan Teorema Menger
6. Membuktikan teorema bahwa suatu connectivity
dari ܩ sama dengan maksimum sebesar ݇ sehingga
(ݕǡݔ)ߣ ൒ ݇ dimana (ݕǡݔ) א .(ܩ)ܸ
7. Membuktikan bahwa Ԣீߢ (ݕǡݔ) ൌ Ԣீߣ .(ݕǡݔ)

HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 3.1 (Teorema Whitney)
Suatu graf G yang mempunyai paling sedikit 3
vertex dikatakan 2-connected jika dan hanya jika
setiap pasangan u dan v di V(G) terhubung oleh
sebuah pasangan internally disjoint path dari u ke v
di G.

Bukti:
Jika setiap pasangan אݒǡݑ (ܩ)ܸ terhubung

oleh suatu pasangan internally disjoint path dari u
ke v di G, dengan asumsi bahwa dari vertex u ke v
hanya terhubung oleh satu edge, maka pemisahan
u dari v dengan menghapus satu vertex tidak dapat
dilakukan. Dengan demikian, G adalah 2-
connected.

Untuk pembuktian sebaliknya, digunakan
induksi pada d(u,v) dengan G mempunyai dua
internally disjoint path dari u ke v. Jika d(u,v) = 1,
dimana d(u,v) adalah jarak atau distance dari u ke
v, asumsikan (ܩ)′ߢ ൒ (ܩ)ߢ = 2, dimana (ܩ)′ߢ
notasi dari edge-connectivity dan (ܩ)ߢ notasi dari
vertex-connectivity, maka ܩ െ (ݒǡݑ) terhubung.
Akan terdapat dua path dari u ke v , ଵܲ di G dan
path lainnya, yaitu ଶܲ. Jelas, ଵܲ dan ଶܲ

merupakan bentuk dua internally disjoint path
dari u ke v.

Jika ܩ mempunyai internally disjoint path
dari x ke y, dengan x dan y merupakan vertex lain
yang ada di ܩ selain u dan v, maka ͳ൑ (ݒǡݑ)݀ <

.݇ Asumsikan u dan v adalah dua vertex dengan
d(u,v) = k. Misal w adalah suatu vertex sebelum v
pada path terpendek dari u ke v. Jadi, d(u,w)
ൌ ݇െ ͳ. Dengan induksi, ܩ mempunyai
internally disjoint path P dan Q dari u ke w.
Karena ܩ െ ݓ terhubung, ܩ െ ݓ berisi suatu path
R dari u ke v. Misal z adalah vertex terakhir dari R
termasuk dalam ܲ ׫ ܳ. Oleh karena simetris,
dapat diasumsikan אݖ ܲ. Gabungkan subpath
dari u ke z di P dengan subpath dari z ke v di R
untuk mendapatkan suatu path dari u ke v yang
internally disjoint dari ܳ ׫ .{(ݒǡݓ)}
Contoh :

GAMBAR 1: Contoh Teorema Whitney

Lemma 3.1 (Ekspansi Lemma, Hsu and Lin,
2009)
Misalkan ܩ adalah graf k-connected. Jika G’
adalah suatu graf yang diperoleh dari ܩ dengan
menambah suatu vertex baru y yang adjacent
dengan setidaknya k vertex dari ,ܩ maka G’ adalah
k-connected.
Bukti:

Misalkan S adalah suatu himpunan pemisah dari
G’. Jika ݕ א ,ܵ maka ܵെ {ݕ} akan memisahkan .ܩ
Dengan demikian, | |ܵ ൒ ݇൅ ͳ.
Sebaliknya, jika ݕ ב ܵ dan (ݕ)ܰ ك ,ܵ maka,
| |ܵ ൒ .݇
Jika tidak, S memisahkan .ܩ
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Contoh :
Jika ܩ adalah 3-connected, akan ditambahkan
vertex a yang adjacent dengan keempat vertex
yang ada di ,ܩ maka G’ adalah 3-connected seperti
terlihat pada gambar berikut.

GAMBAR 2: Contoh Lemma 3.1

Teorema 3.2 (Hsu and Lin, 2009)
Misalkan bahwa ܩ adalah suatu graf dengan paling
sedikit tiga vertex, maka pernyataan berikut
ekuivalen (ciri-ciri graf 2-connected):
a. ܩ terhubung dan tidak mempunyai vertex-

connectivity
b. Terdapat dua internally disjoint path antara dua

vertex x dan y di ܩ
c. Terdapat suatu sirkuit melalui x dan y di ܩ
d. (ܩ)ߜ ≥ 1, dimana (ܩ)ߜ adalah jumlah degree

minimum di suatu vertex, dan setiap pasangan
dari edge di ܩ terletak pada sirkuit yang sama.

Bukti:
1. ܽ ൌ ܾ : Dengan menggunakan teorema

Whitney, pernyataan a ekuivalen dengan
pernyataan b. Jadi, terbukti bahwa suatu graf 2-
connected, yaitu graf terhubung yang memiliki
paling sedikit 3 vertex dan tidak mempunyai
vertex-connectivity, mempunyai dua internally
disjoint path antara vertex x dan y di .ܩ

2. ܾൌ ܿ : Adanya sirkuit antara x dan y ekuivalen
dengan adanya dua internally disjoit path dari x
ke y. Karena jika terdapat sirkuit diantara dua
vertex, maka akan terdapat satu path dari x ke y
dan satu path lainnya dari y ke x. Jadi,
pernyataan b ekuivalen dengan pernyataan c.

3. ݀ ֜ ܿ : Misalkan bahwa ܩ adalah suatu graf
sedemikian sehingga (ܩ)ߜ ≥ 1 dan setiap
pasangan dari edge di ܩ terdapat pada sirkuit
yang sama. Misalkan x dan y adalah dua vertex
di .ܩ Karena (ܩ)ߜ ≥ 1, terdapat suatu edge ଵ݁

yang incident dengan x. Demikian juga,
terdapat suatu edge ଶ݁ yang incident dengan y.
Dengan asumsi bahwa ଵ݁ dan ଶ݁ terdapat di
sirkuit yang sama. Jelas bahwa pernyataan c
adalah sirkuit yang melalui x dan y.

4. ܽǡܿ ฺ ݀ : Misalkan ܩ adalah suatu graf 2-
connected dengan (u,v) dan (x,y) adalah dua
edge dari .ܩ Ditambahkan vertex w ke ܩ yang
adjacent {u,v} dan z yang adjacent {x,y}.
Dengan Lemma sebelumnya, akan dihasilkan
graf G’ yang 2-connected. Oleh karena itu, w
dan z terdapat pada sirkuit yang sama sesuai
dengan pernyataan c di G’. Berdasarkan hal

tersebut, maka jelas bahwa ݀݁݃ (ݓ)′ீ =
݀݁݃ (ݖ)′ீ = 2.
Sirkuit tersebut berisi path 〈ݒǡݓǡݑ〉 dan
〈ݕǡݖǡݔ〉 tetapi bukan 〈ݒǡݑ〉 atau .〈ݕǡݔ〉 Ganti
path 〈ݒǡݓǡݑ〉 dan 〈ݕǡݖǡݔ〉 di c dengan edge
(u,v) dan (x,y) untuk memperoleh sirkuit yang
diinginkan di c.
Contoh :
Misalkan terdapat ܩ yang 2-connected.

GAMBAR 3 : Contoh Teorema 3.2

1. Berdasarkan pernyataan ܽ ൌ ,ܾ dua
internally disjoint path pada graf tersebut
adalah 〈ݕǡݔǡݑ〉 dan .〈ݕǡݒǡݑ〉

2. Berdasarkan penyataan ܾൌ ,ܿ lintasan
sirkuit dalam graf tersebut adalah ݑ ՜ ՜ݔ
ݕ ՜ ݒ ՜ .ݑ Sedangkan dua path yang
menghubungkan dua vertex tersebut adalah
〈ݕǡݔǡݑ〉 dan .〈ݑǡݒǡݕ〉

3. Berdasarkan pernyataan ݀ ֜ ,ܿ ଵ݁ adalah
edge yang incidence dengan vertex x dan u,
sedangkan ଶ݁ adalah edge yang incidence
dengan vertex y dan v. Dengan demikian,

ଵ݁ dan ଶ݁ akan terdapat pada sirkuit yang
sama.

4. Graf ܩ terdiri atas 4 vertex dan merupakan
graf 2-connected.

Sirkuit yang ada di ܩ adalah ݑ ՜ ՜ݔ ݕ ՜
ݒ ՜ ,ݑ sedangkan sirkuit di G’ adalah
ݑ ՜ ՜ݔ ՜ݖ ݕ ՜ ݒ ՜ ݓ ՜ .ݑ

Corollary 3.1 (Hsu and Lin, 2009)
Jika ܩ adalah graf 2-connected, maka graf G’
yang diperoleh melalui subdividing suatu edge
dari ܩ adalah 2-connected.

Bukti:
Misalkan G’ adalah bentuk dari ܩ yang

ditambahkan w untuk memisahkan edge (u,v).
Dengan menggunakan pernyataan d dari
teorema sebelumnya akan dibuktikan bahwa
G’ adalah graf 2-connected. Dengan demikian
diperlukan suatu sirkuit yang melewati secara
sembarang edge ݁dan ݂ di G’.

Jika e dan f adalah edge di ,ܩ dengan
menggunakan pernyataan d dari teorema
sebelumnya, maka terdapat sirkuit, seperti
pada pernyataan c, yang melewati edge e dan
f. Jika sirkuit ini menggunakan edge (u,v),
akan dimodifikasi sirkuit (u,v) agar dapat
melewati vertex w yang ada diantara u dan v.
Misalkan א݁ (ܩ)ܧ dan ݂ א ,(ݓǡݑ)} .{(ݒǡݓ)
Dengan memodifikasi sirkuit yang melewati ݁
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dan (u,v). Misalkan { ǡ݂݁ } = ,(ݓǡݑ)} {(ݒǡݓ) ,
maka sirkuit yang dimodifikasi akan melewati
(u,v).

Contoh:

GAMBAR 4: Contoh Corrolary 3.1

Teorema 3.3 (Teorema Menger)
Jika x,y adalah 2 vertex dari graf ܩ dengan
(x,y)∉ E(G), maka jumlah minimum dari x,y-
cut sama dengan jumlah maksimum dari
pasangan internally disjoint paths dari x ke y.

Bukti:
Hal ini mengamati bahwa setiap x,y-cut

harus berisi suatu internal vertex (vertex yang
ada di dalam path) dari setiap path dalam
suatu himpunan pasangan internally disjoint
paths dari x ke y. Vertex-vertex ini harus
berbeda antara yang satu dengan yang lainnya.
Dengan demikian, (ݕǡݔ)ߢ ൒ ,(ݕǡݔ)ߣ dengan
(ݕǡݔ)ߣ notasi dari jumlah pasangan internally
disjoint path dari x ke y.

Untuk membuktikan kesetaraan
digunakan induksi dari n(ܩ), dimana n(ܩ)
adalah notasi dari order suatu graf (yang
dihitung melalui jumlah vertex). Jika n = 2,
dengan (x,y)∉ E(ܩ) akibatnya (ݕǡݔ)ߢ =
(ݕǡݔ)ߣ = 0, sehingga teorema ini berlaku
untuk n = 2. Asumsikan bahwa teorema ini
juga berlaku untuk graf dengan jumlah n
vertex, dimana ݊ ൐ ʹ . Misalkan ܩ adalah
setiap graf yang mengandung 2 vertex yaitu x
dan y dengan ݇ ൌ ߢீ ,(ݕǡݔ) dengan ߢீ (ݕǡݔ)
adalah vertex-connectivity di ܩ dari vertex x ke
y, maka akan dikonstruksikan pasangan
internally disjoint path sebanyak k dari x ke y.

Kasus 1: ܩ memiliki minimum x,y-cut di S

sehingga ܵെ ൫ܰ (ݔ) ׫ ൯്(ݕ)ܰ .׎

S merupakan sebuah himpunan bagian V(ܩ) –
{x,y}. (ݔ)ܰ adalah vertex neighbour dari x,
sedangkan (ݕ)ܰ adalah vertev neighbour dari y.

Misalkan ଵܸ adalah himpunan vertex dari x ke
S dan misalkan ଶܸ adalah himpunan vertex dari S
ke y.

Dengan demikian dapat dinyatakan bahwa
ܵൌ ଵܸ ת ଶܸ. Dengan S adalah jumlah minimum
x,y-cut, sehingga setiap vertex dari S terletak pada
sebuah path dari x ke y. Oleh karena itu, كܵ

ଵܸځ ଶܸ.
Misalkan ଵܸ ת ଶܸ ് .ܵ
Akan ada suatu vertex ݒ א ( ଵܸ ת ଶܸ) െ ,ܵ

sehingga bagian dari x ke v untuk x,S-path yang
diikuti oleh bagian dari v ke y untuk S,y-path

menghasilkan sebuah path dari x ke y dengan tidak
melewati x,y-cut di S. Ini tidak dimungkinkan,
dengan demikian ܵൌ ( ଵܸ ת ଶܸ).

Klaim bahwa ଵܸ ∩ (ݕ)ܰ) െ )ܵ ≠ ∅.
Misalkan terdapat suatu vertex v א ଵܸ ∩

(ݕ)ܰ) െ )ܵ, sehingga bagian dari x ke v untuk x,S-
path yang diikuti oleh 〈ݕǡݒ〉 menghasilkan sebuah
path dari x ke y dengan tidak melewati x,y-cut S.
Ini tidak dimungkinkan, dengan demikian ଵܸ ∩
(ݕ)ܰ) െ )ܵ = ∅. Berlaku juga untuk ଶܸ ∩
(ݔ)ܰ) െ )ܵ = ∅.

Kemudian pisahkan graf ܩ menjadi ଵܪ dan .ଶܪ
ଵܪ dibentuk dengan menambahkan induksi subgraf
]ܩ ଵܸ] sebuah vertex y’ dengan setiap edge dari dari
S. ଶܪ dibentuk dengan menambahkan induksi
subgraf ]ܩ ଶܸ] sebuah vertex x’ dengan setiap edge
dari S.

Setiap path dari x ke y di ܩ akan dimulai
dengan suatu x,S-path yang terkandung .ଵܪ Dengan
demikian, x,y’-cut di ଵܪ adalah juga x,y-cut di .ܩ
Oleh karena itu, (Ԣݕǡݔ)ுభߢ ൌ .݇ Begitu juga

dengan (ݕԢǡݔ)ுమߢ ൌ .݇ Dengan ଵܸ ∩ (ݕ)ܰ) −

)ܵ = ∅ dan ଶܸ ∩ (ݔ)ܰ) െ )ܵ = ∅, maka ଵܪ dan ଶܪ
mempunyai lebih sedikit vertex dari pada .ܩ

Dengan induksi, (Ԣݕǡݔ)ுభߣ ൌ ݇ ൌ .(ݕԢǡݔ)ுమߣ

Karena ଵܸ ת ଶܸ ൌ ,ܵ menghilangkan y’ dari k-path
di ଵܪ dan menghilangkan x’ dari k-path di ଶܪ
menghasilkan x,S-path dan S,y-path di .ܩ
Penggabungan kedua path ini memperoleh k
pasangan internally disjoint path dari x ke y di .ܩ
Contoh Kasus 1:

GAMBAR 5: Contoh Kasus 1

Kasus 2: Setiap minimum x,y-cut S dari ܩ

memenuhi ܵെ ൫ܰ (ݔ) ׫ ൯ൌ(ݕ)ܰ .׎

Dengan demikian, كܵ ൫ܰ (ݔ) ׫ .൯(ݕ)ܰ Akan
dikonstruksikan pasangan internally disjoint path
sebanyak k dari x ke y di .ܩ

Jika ܩ mempunyai suatu vertex ݒ ב {ݕǡݔ} ∪
(ݔ)ܰ ׫ ,(ݕ)ܰ maka v bukan termasuk dalam
minimum x,y-cut. Oleh karena itu, vertex –
connectivity di v-ܩ dari x ke y sama dengan k,
ߢீ ି௩(ݔǡݕ) ൌ .݇ Dengan induksi, v-ܩ mengandung
k internally disjoint path dari x ke y.

Misal ൫ܰ (ݔ) ת ൯്(ݕ)ܰ .׎ Misal v adalah

suatu vertex di ൫ܰ (ݔ) ת .൯(ݕ)ܰ Jelas , v akan
muncul di setiap x,y-cut. Oleh karena itu,
ߢீ ି௩(ݔǡݕ) ൌ ݇െ ͳ. Dengan induksi, v-ܩ berisi
(݇െ ͳ) internally disjoint path dari x ke y.
Penambahan path ,〈ݕǡݒǡݔ〉 akan memperoleh
sebanyak k internally disjoint path dari x ke y di .ܩ
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Dengan demikian, asumsikan bahwa N(x) dan
N(y) adalah disjoint dan membuang (ܩ)ܸ − .{ݕǡݔ}
Misal G’ adalah sebuah graf bipartit dengan
bipartisi N(x), N(y) dan himpunan edge [N(x),
N(y)]. Setiap path dari x ke y di ܩ menggunakan
beberapa edge dari N(x) ke N(y). Oleh karena itu,
x,y-cut di ܩ adalah vertex cover di G’, yang
menghasilkan (Ԣܩ)ߚ ൌ ,݇ dimana (Ԣܩ)ߚ adalah
jumlah minimum vertex cover. Dengan teorema
Konig-Egerway, terdapat sebuah ukuran matching
k dari N(x) ke N(y). Edge ini menghasilkan k
pasangan internally disjoint path dari x ke y dengan
panjang 3.

Contoh Kasus 2:

GAMBAR 6: Contoh Kasus 2

Teorema 3.4 (Hsu and Lin, 2009)
Connectivity dari ܩ setara dengan jumlah
maksimum dari k, dimana jumlah k berasal
dari graf k-connected, sehingga jumlah
internally disjoint path lebih besar dari k,
(ݕǡݔ)ߣ ൒ ݇ untuk semua ݕǡݔ א .(ܩ)ܸ

Bukti:
Dengan menggunakan Teorema Menger,

(ݕǡݔ)ߢ ൌ (ݕǡݔ)ߣ ketika (ݕǡݔ) ف .(ܩ)ܧ Sesuai
dengan definisi, (ܩ)ߢ = min (ݕǡݔ)|(ݕǡݔ)ߢ} ∉
.{(ܩ)ܧ Dengan demikian, akan ditunjukkan bahwa
(ݕǡݔ)ߣ ൒ (ܩ)ߢ jika (ݕǡݔ) א .(ܩ)ܧ

Klaim pertama bahwa (ܩ)ߢ ൑ ܩ൫ߢ െ

+൯(ݕǡݔ) 1. Misalkan ܩ adalah graf lengkap .௡ܭ

Jelas bahwa ܩ൫ߢ െ ൯ൌ(ݕǡݔ) ݊െ ʹ ൌ (ܩ)ߢ − 1.

Jika graf ܩ adalah graf lengkap dan tidak clique,
maka (ܩ)ߢ ൑ ݊െ ʹ . Misalkan T adalah himpunan
pemisah dari ܩ െ .(ݕǡݔ) Jika T juga suatu
himpunan disconnecting di ,ܩ maka (ܩ)ߢ =

ܩ൫ߢ െ ൯ൌ(ݕǡݔ) |ܶ|. Asumsikan T bukan suatu

himpunan minimum separate dari .ܩ Karena
ܩ ് ,௡ܭ |ܶ| ൏ ݊െ ʹ , maka ܩ െ (ݕǡݔ) െ ܶ terdiri
dari 2 komponen, yang satu berisi x yang satu
berisi y. Maka, salah satu komponen mempunyai
paling sedikit 2 vertex. Akan diasumsikan bahwa x
adalah suatu komponen dengan paling sedikit 2
vertex. Jelas bahwa ׫ܶ {ݔ} adalah himpunan
pemisah dari .ܩ

Maka, (ܩ)ߢ ൏ ܩ൫ߢ െ ൯൅(ݕǡݔ) ͳ.

Dengan definisi ߣீ (ݕǡݔ) ൌ ͳ൅ ߣீ ି(௫ǡ௬)(ݔǡݕ).

Maka,
ߣீ (ݕǡݔ) ൌ ͳ൅ ߣீ ି(௫ǡ௬)(ݔǡݕ) =

ͳ൅ ߢீ ି(௫ǡ௬)(ݔǡݕ) ൒ ͳ൅ ܩ൫ߢ െ ൯൒(ݕǡݔ) .(ܩ)ߢ

Teorema 3.5 (Hsu and Lin, 2009)

Jika x dan y adalah dua vertex yang berbeda di
graf ,ܩ maka jumlah minimum dari suatu
himpunan x,y-disconnecting dari edge sama
dengan jumlah maksimum dari pasangan edge
disjoint path dari x ke y, yaitu (ݕǡݔ)Ԣߢ =
.(ݕǡݔ)Ԣߣ

Bukti:
Akan dimodifikasi graf ܩ dengan

menambahkan 2 vertex baru s,t dan 2 edge baru
(s,x) dan (y,t) untuk memperoleh G’. Akan terlihat
bahwa (ݕǡݔ)Ԣߢ ൌ Ԣீߢ (ݕǡݔ) dan (ݕǡݔ)Ԣߣ =
Ԣீߣ .(ݕǡݔ) Akan dilakukan perpanjangan pada
setiap path dari x ke y yang dimulai dari edge (s,x),
dan diakhiri edge (y,t). Himpunan edge dari x ke y
di ܩ akan disconnected , jika dan hanya jika vertex
di L(G’) berkorespondensi dengan suatu (s,x),(y,t)-
cut. Edge disjoint path dari x ke y di ܩ menjadi
internally disjoint path dari (s,x) ke (y,t) di L(G’)
begitu juga sebaliknya.

Karena ്ݔ ,ݕ ൫(ݏǡݔ), ב൯(ݐǡݕ) ൫ܮ(ܩԢ)൯.
Dengan teorema Menger,

Ԣீߢ (ݕǡݔ) ൌ ,(ݔǡݏ)௅(ீᇱ)൫ߢ ൯ൌ(ݐǡݕ)

,(ݔǡݏ)௅(ீᇱ)൫ߣ ൯ൌ(ݐǡݕ) Ԣீߣ .(ݕǡݔ)

Contoh :

GAMBAR 7: Contoh Teorema 3.5

Berdasarkan gambar, dapat diketahui bahwa

Ԣீߢ (ݕǡݔ) = 3, ,(ݔǡݏ)௅(ீᇱ)൫ߢ ൯ൌ(ݐǡݕ) ͵ ,

,(ݔǡݏ)௅(ீᇱ)൫ߣ ൯ൌ(ݐǡݕ) ͵ , Ԣீߣ (ݕǡݔ) = 3.

KESIMPULAN

Kesimpulan dari penelitian yang telah dilakukan
adalah graf G yang mempunyai paling sedikit 3
vertex adalah 2-connected jika dan hanya jika
setiap pasangan u dan v di V(G) terhubung oleh
sebuah pasangan internally disjoint path dari u ke v
di G. Dan untuk Graf G sembarang, jumlah
minimum dari vertex-connectivity sama dengan
jumlah maksimum dari pasangan internally disjoint
path dari x ke y.
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