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ABSTRAK

Misalkan n,m adalah jumlah titik merah dan biru pada bidang. Diberikan titik P pada
bidang untuk setiap bilangan bulat /< k < n, sehingga terdapat dua rays r; dan r, yang berasal
dari titik, dimana kedua rays tersebut diasumsikan sebagai dua buah garis paralel sedemikian
sehingga daerah yang terbentuk terdapat tepat £ titik merah dan L/U(J titik biru. Daerah yang

terbentuk akan menjadi sebuah daerah konveks. Kemudian, titik-titik yang ada akan disusun
untuk menentukan apakah ada interval seimbang dari suatu susunan # titik merah dan m titik
biru pada garis dalam posisi umum. Penyusunan titik merah dan biru pada garis dasari oleh
proyeksi orthogonal titik merah dan biru pada bidang kepada garis orthogonal.Untuk
memperoleh interval tersebut maka harus memenuhi syarat perlu dan cukupnya. Dari hasil
penelitian dan pembahasan syarat perlu dan cukup suatu susunan # titik merah dan m titik biru
pada garis untuk kasus m < n adalah kebalikan dari syarat perlu dan cukup untuk kasus m > n.

Kata kunci : interval seimbang, posisi umum, proyeksi ortogonal.

1. PENDAHULUAN
Diberikan himpuanan titik merah dan biru pada bidang. Jika diberikan sebuah
titik P dan rays £ maka titik dan rays tersebut akan membagi bidang tersebut menjadi

daerah-daerah yang seimbang maupun tak seimbang.

O =titk biru o = titik merah

Gambar 1. Daerah yang dibentuk oleh 2 buah ray dengan P finite
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Permasalahan ini didasari oleh sebuah teorema yaitu Teorema Ham Sandwich,
yang ide awalnya berasal dari sebuah kasus dengan 3 buah objek yang merupakan
bagian dari sandwich yaitu selembar keju , sebuah ham, dan 2 lembar roti yang
dianggap menjadi 1 objek. 2 dari 3 buah objek tersebut yang akan direpresentasikan
sebagai himpunan titik merah dan biru pada bidang yang kemudian dibagi menjadi
beberapa bagian dengan ukuran yang sama.

Dalam diskusi ini akan dibahas permasalahan apabila diberikan dua buah
himpunan titik yaitu sejumlah titik merah (n) dan titik biru (m) pada bidang, kemudian
diberikan titik P pada bidang untuk setiap bilangan bulat /< k <n, sehingga terdapat dua
rays r; dan r, yang berasal dari titik P sedemikian sehingga daerah yang terbentuk dari

r; dan r; terdapat tepat k titik merah dan |_/1kJ titik biru. Kemudian pilih sebuah titik P,

maka dua rays akan menjadi dua garis paralel dan dua buah daerah yang terbentuk akan
menjadi sebuah daerah konveks baik terhubung maupun yang tak terhubung

Untuk mempermudah dalam menentukan apakah ada atau tidaknya sebuah
daerah konveks terhubung yang telah diberikan oleh dua buah garis paralel pada bidang
jika diketahui terdapat tepat & titik merah dan \_ﬂkj titik biru, dan dengan didasari oleh

proyeksi orthogonal titik merah dan biru pada bidang kepada garis orthogonal, maka
ada atau tidaknya daerah konveks terhubung tersebut dapat di ketahui dengan
melakukan proses penentuan apakah ada interval seimbang dari suatu susunan # titik
merah dan m titik biru pada garis dalam posisi umum.

Berikut ini pada Bagian 2 akan diuraikan hasil-hasil yang telah ada pada
literature; pada Bagian 3 akan didiskusikan tentang Penentuan Nilai Rasio, Jumlah Titik
Merah, dan Titik Biru ( A, k, dan /#) pada Interval Seimbang, dan Syarat perlu dan
cukup agar interval seimbang tersebut ada, dan pada Bagian 4 akan diberikan

kesimpulan dari hasil penelitian ini.

2. HASIL DARI LITERATUR

Untuk sebuah susunan dari sejumlah titik merah dan biru pada sebuah garis akan
dilambangkan dengan R dan B, dimana R dan B adalah himpunan titik merah dan titik
biru . Sebuah susunan X dengan n titik merah dan m titik biru pada garis dapat ditulis

sebagai berikut:

{xl }U{xz }U U{xm+n}
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dimana setiap x, dimisalkan sebagai sebuah titik merah atau biru yang disusun dari kiri
ke kanan. Susunan X juga dapat di tulis sebagai berikut:

R(1)UB(1)U---UR(s)U B(s)
dimana susunan tersebut harus dalam posisi umum. Posisi umum adalah suatu posisi
dimana tidak ada dua buah titik atau lebih yang berada pada posisi yang sama secara
vertikal pada suatu bidang, sehingga ketika titik-titik tersebut diproyeksikan ke garis,

tidak ada dua buah titik atau lebih yang menempati posisi yang sama (Kaneko and

Kano, 2005).

(a) (b)

Gambar 2. (a) titik pada posisi umum, (b) titik tidak pada posisi umum

Definisi Interval Seimbang (Kaneko and Kano, 2005), Interval yang terdapat
sejumlah titik merah dan biru adalah interval seimbang dimana interval tersebut

memiliki tepat k titik merah dan 4 titik biru.

Untuk kasus n < m syarat penting dan cukup interval seimbangnya akan diberikan oleh

Teorema berikut:
Teorema 2.3 (Kaneko and Kano, 2005)

Misal n, m, k, h adalah bilangan bulat sedemikian sehingga 1<n<m,1<k <ndan
1<h<m. Misalkan n titik merah dan m titik biru pada sebuah garis dalam posisi

umum, maka terdapat sebuah interval yang terdapat tepat £ titik merah dan #4 titik biru

jika dan hanya jika
n n—1
— |+l |- <m< || —||[(h+1 2.1
@kHJ J( < @HD( ) =D
dimana untuk kondisi yang paling kanan hasilnya akan tak terbatas ketik k=1.
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Bukti:
Teorema tersebut akan dibuktikan dengan 5 Lemma berikut

Lemma 2.1 (Kaneko and Kano, 2005)

Jika
n

maka terdapat sebuah susunan dengan n titik merah dan m titik biru, sehingga susunan
tersebut tidak memiliki interval yang terdapat tepat £ titik merah dan 4 titik biru.
Bukti:

Misal ¢ = LﬁJ , maka m<(¢+1)h—1). Berdasarkan susunan titik merah dan biru
+

yang telah dijelaskan sebelumnya, maka dapat dibuat suatu susunan
B()UR(1)UBR)URQR)U...UB(t+1)UR(t+1)

dimana [B(i)<h-1 untuk V 1<i<t+1 dan [B(1)u...UB(t+1)=m. Sedangkan

R() <k +1 untuk vV 1<i<t dan R(z+1)] =n—(k+1) dengan

n—(k+1)>0 dan|R(1)u...0R(t+1)=n

Maka susunan ini pasti tidak memiliki interval yang terdapat tepat k titik merah dan 4
titik biru. Selama susunan ini terdapat suatu interval yang memiliki 4 titik biru pasti

terdapat R (j) untuk V 1< j<¢, sehingga secara tidak langsung interval tersebut

terdapat paling sedikit k+/ titik merah.

Lemma 2.2 (Kaneko and Kano, 2005)

Jika
n
m> QEJ + lj(h ~1) (2.3)

maka setiap susunan dengan n titik merah dan m titik biru memiliki sebuah interval

yang terdapat tepat k titik merah dan paling sedikit /-7 titik biru.

Bukti :

Misal ¢ = [ﬁJ dan dimisalkan X adalah sebuah susunan dengan » titik merah dan m
+

titik biru dengan mengkontradiksikan Lemma 2.2 yaitu X dibuat tidak memilliki
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interval seimbang dan diasumsikan bahwa setiap interval terdapat tepat k titik merah

dan memiliki paling banyak /-1 titik biru.

Misal 7, r,...,r, adalah titik merah pada X yang disusun dari kiri ke kanan. Untuk
1<i< j<n dengan i,j bilangan bulat, misal / (i,j) dinotasikan sebagai sebuah interval
terbuka (7; ;) dan misalkan B( i, j ) dinotasikan sebagai himpunan titik biru pada 7 (i,j).
Selanjutnya B(-o0, i) dinotasikan sebagai titik biru yang terdapat dalam interval terbuka
(-0, i) dan begitu pula dengan B( i,x0), sehingga untuk setiap bilangan bulat I <s <¢-1.
Maka, interval I(s (k+1), (s+1) (k+1)) terdapat tepat k titik merah dengan {7;| s (k+1)
+ I<j < (s +1) (k + 1) - 1}. Dengan demikian, dari asumsi awal diperoleh |B(s (k+1),
(s+1) (k+1))] < h — 1. Demikian pula dengan interval (-oo, r4+;) yang terdapat tepat k
titik merah, maka |B(-c0, k+1)| < h — 1. Selain itu, selaman < (¢t +1) (k+ 1), maka [l ( ¢
( k + 1),0) memiliki paling banyak £ titik merah dan |B(t ( k + 1), ©)| < h — 1.
Sehingga,
|B| < |B(-0, k+1)UB (k+1, 2 (k+1) U ... UB (t (k+1), )|
<(t+1)(h-1)

Hal ini kontradiksi dari Persamaan 2.3.
Lemma 2.3 (Kaneko and Kano, 2005)

Jika 2 < k dan

m> @Z—jﬂ(k +1) (2.4)

maka terdapat sebuah interval dengan # titik merah dan m titik biru, yang mana susunan
tersebut tidak memiliki interval yang terdapat tepat & titik merah dan # titik biru.
Bukti:

n—1

Misalkan t:Lk 1Jakibatnya tk+tl) + Isn<@t+1)(k—1)dan m>¢t (h + 1)

(diperoleh dari Persamaan 2.4), sehingga dapat dibuat susunan dengan » titik merah
dan m titik biru

R()UB(1)URQR)UBR)U...uUR(t+1)UB(t+1)
dimana |R(7)| < k —1 untuk setiap 1 <i <¢+ [/, maka [R(]) U ... UR (t+ 1) |=n.
Sedangkan |B(i)| = h + I untuk setiap 1 <i <t dan untuk |B(t + 1)|= m — (h+1)t dengan
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m— (h+1)t>0dan |B(l) U ... UB (t+ 1) |=m. Dengan demikian susunan ini pasti
tidak memiliki interval yang terdapat tepat £ titik merah dan # titik biru selama setiap

interval terdpat £ titik merah yang harus terdapat B(j) untuk 3 1< j <z.

Lemma 2.4 (Kaneko and Kano, 2005)

Jika 2 < k dan
n—1

maka setiap susunan dengan n titik merah dan m titik biru memiliki interval yang

terdapat tepat £ titik merah dan paling banyak # titik biru.

Bukti:

Misalkan ¢ = [Z—_” , kemudian ¢ (k— 1) + 1 <n. Misal X adalah susunan dengan n

titik merah dan m titik biru dan dimisalkan bahwa X dibuat tidak memiliki interval
seimbang, yakni dengan mengasumsikan bahwa setiap interval terdapat tepat £ titik

merah dan memiliki paling sedikit /# + 7 titik biru.

Misalkan r;, r,,...,r, adalah titik merah pada X yang di susun dari kiri ke kanan. Untuk
bilangan bulat yang terdapat pada 1<i< j < n, misalkan bahwa I[i, J ] adalah interval
tertutup [ R, R ], dan misalkan B'(i, j) dinotasikan sebagai himpunan titik biru yang

terdapat pada I[i, J ]

Jika terdapat bilangan bulat 0 < s < -2, maka 1[k +s(k —1), k + (s + 1)k —1)] terdapat
tepat k titik merah dengan {rj| k + s (k— 1) <j <k + (s +1) (k + 1)}. Dengan demikian
dari asumsi diperoleh |B’(s k + stk — 1), k + (s+1) (k— 1))| > h + 1. Begitu pula
apabila dengan |B’(1,k)| > h + 1. Sehingga,

B> 1B(1, ) UB’ (k k+ (k—1) U ...
OB’ (k+ (t—2)(k—1), k+ (t—D(k—1))
> t(h+1)
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Hal ini kontradiksi dari Persamaan 2.5.

Lemma 2.5 (Kaneko and Kano, 2005)

Dengan mempertimbangkan sebuah susunan dengan # titik merah dan m titik biru pada
sebuah garis. Maka andaikan jika terdapat dua buah interval / dan J sedemikian
sehingga / dan J secara berturut — turut terdapat tepat & titik merah, / terdapat paling
banyak 4 titik biru. Jika J terdapat paling sedikit /4 titik biru, maka terdapat sebuah

interval yang memiliki tepat £ titik merah dan # titik biru.

Bukti:

Jika himpunan titik merah yang terdapat dalam / dan J memiliki jumlah yang sama,
maka Lemma 2.5 akan disesuaikan. Asumsikan bahwa / N R # J N R, dimana R
dinotasikan sebagai himpunan # titik merah, dan asumsikan pula bahwa titik merah

yang paling kiri pada / berada pada kiri J.

Akan ditunjukkan bahwa / dapat dipindahkan ke J langkah per langkah sedemikian
sehingga jumlah titik merah tetap yaitu £ dan jumlah titik biru akan berubah berkurang
atau bertambah 1 pada setiap langkah. Berikut adalah langkah-langkah pemindahan 7 ke
J:

1. Hapus titik biru sebelah kiri dan yang berada paling kiri titik merah pada interval
I satu per satu.

2. Kemudian tambahkan dan susun secara berurutan titik biru yang dihapus tadi
satu per satu ke sebelah kanan titik merah dengan menghapus titik biru yang
berada paling kanan / dan notasikan hasil susunan tadi dengan /;.

3. Selanjutnya, secara bersamaan hapus titik merah yang paling kiri pada /;.

4. Tambahkan titik merah yang dihapus tadi ke sebelah kanan dari /;, dan diperoleh
1>, yang juga terdapat tepat k titik merah dan jumlah titik biru yang sama dengan
1

Dengan mengulang langkah-langkah ini, maka dapat diperoleh sebuah interval yang
himpunan titik merah yang sama dengan J. Untuk itu, pemindahan 7 ke J dapat
dilakukan pada cara yang diinginkan. Akibatnya, dapat ditemukan interval yang
dibutuhkan yang terdapat tepat £ titik merah dan # titik biru.
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3. Penentuan Nilai Rasio, Jumlah Titik Merah, dan Titik Biru ( A, k, dan h)

pada Interval Seimbang
Sesuai dengan definisi dan metodologi penelitian untuk menentukan interval seimbang
dari dua himpunan titik pada garis, maka akan terlebih dahulu dicari nilai A untuk
menentukan jumlah 4. 4 merupakan rasio atau perbandingan dari jumlah titik merah
(n) dan titik biru (m). Pada dasarnya, nilai4 untuk kasus m >n dan m<n adalah
sama, tetapi nilai A pada kasus m<n digunakan untuk menentukan jumlah k.

Sehingga, nilai dari 4 diperoleh dengan cara sebagai berikut:

suntuk m>n

Iz 3

suntuk m<n

Setelah nilai A diketahui maka nilai /# dapat diperoleh dengan cara berikut:

h=| k|
Tetapi hal ini tidak berlaku untuk kondisi m < n karena A = " dan yang akan diduga
m

terlebih dahulu adalah nilai 4, sehingga A digunakan untuk menentukan
nilai k. Maka cara untuk mencari nilai £ adalah

k=|Ah]
Setelah nilai £ dan 4 diperoleh maka kita dapat mengetahui apakah interval tersebut
merupakan interval seimbang atau bukan, dengan cara memeriksa apakah interval
tersebut terdapat tepat & titik merah dan # titik biru. Banyaknya susunan yang dapat

dibuat dapat diketahui dengan mengunakan kombinasi.

Dengan didasari pada Teorema 2.3 maka berikut ini di berikan syarat penting dan syarat
cukup untuk suatu interval seimbang bila diberikan » titik merah dan m titik biru pada

sebuah garis.

Contoh 1 (Kasus m > n)
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Diberikan sebuah susunan yang terdapat 10 titik merah dan 15 titik biru pada sebuah
garis dalam posisi umum. Apakah ada interval seimbang yang terdapat tepat k titik

merah dan 4 titik biru?
Penyelesaian:

Karena n < m, maka nilai A diperoleh dengan cara

=By
n 10

Setelah nilai A telah diperoleh, maka nilai # dapat diperoleh yaitu sebagai berikut:
k=1—>h=|1501)]=1

k=2—h=[1502)]=3
k=3->h=[153)]=4

k=10 — h=]1,5(10)]=15

Susunan ini akan memiliki interval yang terdapat tepat k£ titik merah dan # titik biru jika
k= {1, 2,3, 4, 5,10}, sedangkan untuk yang lainnya ({k = 6, 7, 8, 9}) tidak memiliki
interval yang terdapat tepat k titik merah dan 4 titik biru. Hasil ini diperoleh

berdasarkan Teorema 2.3.
Berikut adalah sebuah susunan yang memilki interval yang terdapat tepat k titik merah

dan /4 titik biru berdasarkan hasil di atas:

@l JOIel I Jelelelel 1 I Jelelel 1ol 1 Ielel JOl0
Gambar 3. Salah satu contoh interval yang terdapat tepat 3 titik merah

dan 4 titik biru
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Gambar 4. Daerah konveks yang terhubung yang terdapat 3 titik merah
dan 4 titik biru

Contoh 2 (Kasus m = n)

Diberikan suatu susunan titik merah dan biru pada posisi umum, dengan 10 titik merah
dan 10 titik biru. Apakah ada interval seimbang yang terdapat tepat £ titik merah dan 4

titik biru?

Penyelesaian:
Karena n < m, maka nilai A diperoleh dengan cara
n 10
Setelah nilai A telah diperoleh, maka nilai 4 dapat diperoleh yaitu sebagai berikut:
k=1 —>h=[1(1)]=1

k=2-h=[1(2)]=2

k=3—-h=|13)]=3

k=4—>h=|1(4)]=4

k=10 - h=|1(10)]=10

Susunan ini akan memi2[][][] interval yang terdapat tepat £ titik merah dan # titik biru
jika k£ = {1, 2, 3, 4, 5,10}, sedangkan untuk yang lainnya ({k = 6, 7, 8, 9}) tidak
memiliki interval yang terdapat tepat £ titik merah dan 4 titik biru. Hasil ini diperoleh

berdasarkan Teorema 2.3.
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Berikut adalah sebuah susunan yang memilki interval yang terdapat tepat k titik merah

dan /4 titik biru berdasarkan hasil di atas:

0000000000 0000000000

Gambar 5. Salah satu contoh interval yang terdapat tepat 2 titik merah

dan 4 titik biru

Gambar 6. Daerah konveks yang terhubung dengan 4 titik merah dan 2 titik biru

Contoh 3 (Kasus m<n)

Syarat Cukup dan Perlu
Untuk kondisi m < n yang merupakan keterbalikan dari kondisi 1, maka syarat lengkap

dan cukupnya adalah berikut:

(oo e

Karena kondisi ini keterbalikan dari kondisi 1 maka syarat lengkap dan cukupnya pun
merupakan keterbalikan dari kondisi 1. Hal ini dapat diperkuat dengan ketika mencari

nilai A dan penggunaan nilai A . Pada kondisi 1 digunakan untuk mencari nilai 2 dan

ditentukan dengan persamaan A = e sedangkan pada kondisi 2 digunakan untuk
m

menentukan nilai & dan ditentukan dengan persamaan 4 =—.
n

Contoh Untuk Kasus m<n
Contoh :
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Misalkan diberikan sebuah susunan yang terdapat 20 titik merah dan 10 titik biru pada
sebuah garis dalam posisi umum. Apakah ada interval seimbang yang terdapat tepat k

titik merah dan £ titik biru?

Penyelesaian:
Karena n > m, maka nilai A diperoleh dengan cara
n 20

A=—=""=2
m 10

Setelah nilai A telah diperoleh, maka nilai & dapat diperoleh yaitu sebagai berikut:

h=10—k=[2(10)]=20

Maka, susunan ini akan memiliki interval yang terdapat tepat £ titik merah dan 4 titik
biru jika £ = {1, 2, 3, 5, 10}, sedangkan untuk yang lainnya ({# = 4,6,7,8,9}) tidak
memiliki interval yang terdapat tepat k titik merah dan 4 titik biru. Hal ini diperoleh
karena untuk kasus n >m syarat lengkap dan cukupnya merupakan kebalikan dari

syarat lengkap dan cukup untuk kasus n <m.

Berikut adalah sebuah susunan yang memilki interval yang terdapat tepat & titik merah

dan 4 titik biru berdasarkan hasil tersebut:

1 JOX IO X JOX X 1 JOI J 1Ol 1 Jol I X JoI eIl X I JOI J

Gambar 7. Salah satu contoh interval seimbang yang terdapat tepat 2 titik merah

dan 4 titik biru
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Gambar 8. Suatu daerah konveks yang terhubung dengan 4 titik merah dan 2 titik biru

3. KESIMPULAN

Jika syarat cukup dan perlu untuk sebuah interval yang terdapat » titik merah dan m
titik biru dipenuhi, maka akan terdapat interval seimbang yang memiliki tepat k titik
merah dan h titik biru, yang berarti bila terdapat interval seimbang pada garis maka

akan terdapat daerah terhubung yang konveks pada R”.
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