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Abstrak
Ruang barisan dengan merupakan ruang banach. Setiap operator

dengan menentukan suatu matriks tak hingga dengan syarat-syarat

tertentu, dan sebaliknya juga berlaku. Karena setiap pemetaan yang diwakili matriks tak
hingga bersifat linier maka operator dengan bersifat linier. Karena

dan terkait dengan matriks tak hingga maka A kontinu. Oleh karena itu setiap operator

A dari ke dengan bersifat linier kontinu.

Kata kunci: ruang barisan, operator linear, , ruang banach

I. PENDAHULUAN
Salah satu bahasan tentang ruang barisan adalah
teori transformasi matriks. Dalam pembahasan ini
lebih difokuskan menganalisa matriks tak hingga,
matriks dan masalah kekonvergenan. Teorema
Banach-Steinhauss dan teorema-teorema yang
berkaitan banyak dimanfaatkan untuk mengkaji
transformasi matriks tersebut. Sebagian besar
operator linear pada suatu ruang barisan ke ruang
barisan lainnya, dapat diwakili oleh suatu matriks
tak hingga, oleh sebab itu digunakan tranformasi
yang diberikan oleh matriks tak hingga, bukan
operator linear umum.

II. LANDASAN TEORI
Definisi 2.1 Ruang Banach
Suatu ruang vektor bernorm dinamakan ruang

banach jika lengkap. Kelengkapan berarti

bahwa setiap barisan Cauchy dalam konvergen

jika

maka terdapat sehingga

[5].

Definisi 2.2 Ruang Barisan
Diberikan yaitu koleksi semua barisan bilangan

real, jadi:

a. Untuk setiap bilangan real p dengan
didefinisikan

dan norm pada yaitu

b. Untuk didefinisikan

dan norm pada yaitu

[3].

Definisi 2.3 Operator
Diberikan dan masing-masing

ruang bernorm.
a. Operator dikatakan terbatas

jika ada bilangan dengan

sehingga untuk setiap berlaku

.

b. Operator dikatakan kontinu di

jika diberikan bilangan ada

bilangan sehingga untuk setiap

dengan berlaku

.

c. Jika kontinu di setiap , disebut

kontinu pada . [4]

Teorema 2.1
Jika Y ruang banach maka ruang

banach.
Bukti :
Diambil sebarang barisan Cauchy

.



Jadi untuk setiap bilangan terdapat n0 ∈ N

sehingga jika m, n ∈ N dengan berlaku

.

Misal untuk setiap x ∈ X dan 

diperoleh

Jelas untuk setiap bilangan (dapat dipilih

bilangan sehingga ) ada n0 ∈ N

sehingga untuk setiap m, n ∈ N dengan

berlaku .

Dengan demikian diperoleh barisan Cauchy
dan Y lengkap, dengan kata lain

konvergen, katakan ke .

Jadi dan x menentukan suatu

operator A sehingga .

Proses di atas dapat diulang untuk z ∈ X tetap,
dengan z ≠ x.
Jadi diperoleh dan z

menentukan suatu operator A sehingga .

Untuk setiap skalar a dan b, diperoleh ax+ bz ∈ X.

dan ax+ bz

menentukan suatu operator A sehingga A(ax+
bz) = .

Jadi

Jadi operator A bersifat linear.
Untuk diperoleh

Jadi operator dengan bersifat

linear terbatas.

Karena Am dan masing-masing

terbatas, serta maka A

terbatas (kontinu).
Jadi dengan kata lain

ruang Banach. [5]

Teorema 2.2
Misal X dan Y ruang BK (Banach Lengkap). Jika
A matriks tak hingga yang memetakan X ke Y
maka A kontinu.
Bukti :
Misal

dapat dinyatakan

Mendefinisikan suatu fungsi linear kontinu pada
X. jelas bahwa setiap :

Misal   dan α ∈ R

Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti merupakan fungsi
linear pada X.
Selanjutnya akan ditunjukkan kontinu pada

X.
Hal ini sama saja membuktikan terbatas pada

X.
Diketahui X ruang BK maka terdapat M > 0
sehingga

Oleh karena itu :



Berdasarkan pembuktian di atas,

mendefinisikan fungsi linear kontinu pada x

Maka f juga kontinu pada x.
Karena y ruang BK diperoleh

Atau

= f (x)

Jika y = Ax maka bukti lengkap. [6]

III. HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 3.1
Jika bilangan real dengan maka

merupakan ruang Banach.

Bukti :
Telah dibuktikan bahwa (lp, ‖.‖p) merupakan
ruang Bernorm. Jadi tinggal membuktikan bahwa
ruang Bernorm itu lengkap.
Dibuktikan dahulu untuk , diambil

sebarang barisan Cauchy

dengan

a)

Untuk sebarang terdapat bilangan

asli n0 sehingga untuk setiap dua bilangan
asli berlaku

b) atau

. Hal ini

berakibat untuk setiap dua bilangan asli

m, n > 0 diperoleh

untuk setiap k. dengan kata lain diperoleh
barisan Cauchy untuk setiap k. Jadi

terdapat bilangan xk sehungga
atau

. Berdasarkan (b)

diperoleh untuk berlaku

. Selanjutnya dibentuk barisan .

Menurut ketidaksamaan Minkowski.

c)

=

Yang berarti . Berdasarkan

(a) diperoleh untuk berlaku

d)

maka barisan konvergen ke .

Berdasarkan hasil (c) dan (d), terbukti

bahwa barisan Cauchy

konvergen ke atau terbukti

bahwa ,

merupakan ruang Banach. [3]

Teorema 3.2
Operator A : dengan dan q

konjugat p bersifat linear kontinu jika dan hanya



jika ada matriks tak hingga dengan

dan

untuk setiap .

Bukti :
Diambil sebarang dengan .

Karena dan (q konjugat p dan )

masing-masing ruang barisan maka operator
linear kontinu A menentukan suatu matriks tak
hingga dan

Berdasarkan pertidaksamaan Holder diperoleh

Jika dengan q konjugat q

dan .

Jadi terbukti ada matriks tak hingga dengan

dan

untuk setiap dengan dan q

konjugat p.

Diambil sebarang barisan . Maka x

dapat ditulis sebagai vektor kolom dan menurut
yang diketahui diperoleh

Karena dengan

dan q konjugat p maka

Jadi untuk setiap dengan

dan q konjugat p serta matriks tak

hingga dengan

menentukan suatu operator, katakan A, dari ke

. Dengan menggunakan sifat linear suatu

matriks, jelas jika diambil sebarang skalar a,b
maka untuk setiap diperoleh

Jadi operator A bersifat linear. Karena dan

dengan dan q konjugat p masing-

masing ruang BK, maka A operator kontinu. Jadi
terbukti A operator linear kontinu dari ke

( dan q konjugat p). [8]

Teorema 3.3
Operator A : dengan

bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada
matriks tak hingga

dengan dan q

konjugat p serta untuk

setiap .

Bukti :



Diambil sebarang dengan dengan

. Karena dan

masing-masing ruang barisan maka operator
linear kontinu A menentukan suatu matriks tak
hingga dan

Berdasarkan pertidaksamaan Holder diperoleh

Jika dengan

dan q konjugat p. Jadi terbukti ada

matriks tak hingga dengan

dan

untuk setiap

dengan dan q konjugat p.

Diambil sebarang barisan dengan

. Maka x dapat ditulis sebagai vektor

kolom dan menurut yang diketahui diperoleh

Karena dengan

dan q konjugat p maka

Jadi untuk setiap dan matriks

tak hingga dengan

menentukan suatu

operator, katakan A dari ke dengan

dan q konjugat p. Dengan

menggunakan sifat linear yang dimiliki suatu
matriks, jelas jika diambil sebarang skalar a,b
maka untuk setiap diperoleh

Jadi diperoleh A bersifat linear. Karena dan

dengan masing-masing ruang BK,

maka A operator kontinu.
Jadi terbukti A operator linear kontinu dari ke

dengan . [8]

IV. KESIMPULAN DAN SARAN
Ruang barisan dengan merupakan

ruang Banach. Setiap operator A: dengan

menentukan suatu matriks tak

hingga dengan syarat-syarat tertentu, dan

sebaliknya juga berlaku. Karena setiap matriks
pemetaan bersifat linear maka operator A:

dengan bersifat linear. Karena

dan terkait dengan matriks tak hingga maka A

kontinu. Oleh karena itu setiap operator A dari

ke dengan bersifat linear



kontinu.Syarat suatu matriks tak hingga

sehingga terkait suatu operator linear kontinu A
dari ke dengan adalah

Saran untuk penelitian selanjutnya, yaitu untuk
mencari transformasi matriks tak hingga dari
ruang barisan ke ruang barisan yang lainnya.
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