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TRANSFORMASI MATRIKS PADA RUANG BARISAN 1*

Nur Rohmah, Muslim Ansori & Amanto

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Universitas Lampung

Abstrak

Ruang barisan I¥ dengan 1 = p <I ¢ merupakan ruang banach. Setiap operator A:I¥ — [9

dengan 1 =p,q <X @ menentukan suatu matriks tak hingga {ai_,-J dengan syarat-syarat

tertentu, dan sebaliknya juga berlaku. Karena setiap pemetaan yang diwakili matriks tak
hingga bersifat linier maka operator A:I¥ = [9 dengan 1 = p,g <X oo bersifat linier. Karena

I? dan 17 terkait dengan matriks tak hingga maka A4 kontinu. Oleh karena itu setiap operator
A dari 1# ke 19 dengan 1 = p,q < oo bersifat linier kontinu.

Kata kunci: ruang barisan, operator linear,!” (1 = p < « ), ruang banach

I. PENDAHULUAN

Salah satu bahasan tentang ruang barisan adalah
teori transformasi matriks. Dalam pembahasan ini
lebih difokuskan menganalisa matriks tak hingga,
matriks dan masalah kekonvergenan. Teorema
Banach-Steinhauss dan teorema-teorema yang
berkaitan banyak dimanfaatkan untuk mengkaji
transformasi matriks tersebut. Sebagian besar
operator linear pada suatu ruang barisan ke ruang
barisan lainnya, dapat diwakili oleh suatu matriks
tak hingga, oleh sebab itu digunakan tranformasi
yang diberikan oleh matriks tak hingga, bukan
operator linear umum.

II. LANDASAN TEORI
Definisi 2.1 Ruang Banach
Suatu ruang vektor bernorm X dinamakan ruang

banach jika X lengkap. Kelengkapan berarti
bahwa setiap barisan Cauchy dalam X konvergen
jika {x,+ xp)ll 20 (n,m = =), x,, Ex
maka terdapat x € X schingga

1, — 2l = 0 (n = w) [5].

Definisi 2.2 Ruang Barisan
Diberikan w yaitu koleksi semua barisan bilangan

real, jadi:
w=1{% = {x, 51, € R}
a. Untuk setiap bilangan real p dengan
1 = p < o didefinisikan

I = {x £ {x}} £ w: Ef=1|x}-|p < 3:}

dan norm pada I¥ yaitu

1
= n
Ixlly = | D l;l”
=1

b. Untuk p = co didefinisikan
== {x E {x}} (= m:2f=1|x}-| < m]
dan norm pada [ ™ yaitu

%l = sup;=q|x;| [31.

Definisi 2.3 Operator
Diberikan (X, [l.|) dan (¥, |l.]]) masing-masing
ruang bernorm.

a. Operator A :X =Y dikatakan terbatas

jika ada bilangan M € R dengan M =0
sehingga untuk setiap x € X berlaku
llAx|l = MllxIl.

b. Operator A dikatakan kontinu di x € X
jika diberikan bilangan £>0 ada
bilangan & > 0 sehingga untuk setiap
vEX dengan |lx—yll =& berlaku
| Ax — Ayl < .

c. Jika A kontinu di setiap x € X, A disebut
kontinu pada X. [4]

Teorema 2.1

Jika Y ruang banach maka LG{EX, ¥, 1. II} ruang
banach.

Bukti :

Diambil sebarang barisan Cauchy

{H:} - LC{(XJ Y}J ”' ”}



Jadi untuk setiap bilangan =; terdapat n, € N
sehingga jika m, n € N dengan m,n = ng berlaku
l4m — Anll < 2.

Misal untuk setiap x € X dan m,n =g

diperoleh

= | Am — Anllllxll < ollx|l
Jelas untuk setiap bilangan £ = 0 (dapat dipilih
bilangan &5 > (0 sehingga g l|x|| < £) ada ny EN
sehingga untuk setiap m, n € N dengan m,n = n,
berlaku |4, x— A, x| < gllxll < &

Dengan demikian diperoleh barisan Cauchy
{A;x} © ¥ dan Y lengkap, dengan kata lain {4;x}

konvergen, katakan ke v, €Y.

Jadi lim,, ... A, x =¥, dan x menentukan suatu
operator 4 sehingga Ax = V.

Proses di atas dapat diulang untuk z € X tetap,
dengan z # x.

Jadi diperoleh limy yp 2= Vs dan =z
menentukan suatu operator 4 sehingga Az = ¥,
Untuk setiap skalar a dan b, diperoleh ax+ bz € X.

lim, .. A, (ax+ bz) = ¥ .+ dan ax+ bz
menentukan suatu operator A sehingga A(ax+
bz) = Yax+pa
Jadi A{ax + bz) = lim,.. Ay (ax + bz)

= limy_e(ad,x + b4, 2)

lim, ..ad4, x +
lim,, .. bA, =

a limy, o Ay x +
blim, ,.4,7

= ay, +by:

=nd. + b4,
Jadi operator A bersifat linear.
Untuk n — 2= diperoleh

”(Am - Hn}x” = ”Amx - A:—:x”
= [|Apx— Ax||
= [[{4,, — A)x|| < =qllxl
Jadi operator (4,, — A) dengan m = n, bersifat
linear terbatas.

Karena Am dan (A,,— A) masing-masing
terbatas, serta A=A, —(A4,,—A) maka 4

terbatas (kontinu).
Jadi A€ (Y, I.1)

LG{EX, ¥ II} ruang Banach. [5]

dengan kata lain

Teorema 2.2
Misal X dan Y ruang BK (Banach Lengkap). Jika
A matriks tak hingga yang memetakan X ke Y
maka A4 kontinu.
Bukti :
Misal A4 = {ﬂi}-}

X=(x)€ex

v = (y;) € ¥ dapat dinyatakan

V; = Z ﬂ_i}.x}

i=1
Mendefinisikan suatu fungsi linear kontinu pada
X. jelas bahwa setiap :
m

fnlx) = Z}:l @ X;

Misal 5 = {.5'}-}, t= {t}-: dana €R
fm(sj = E;‘J;laijs_;l fm(tj = E_?;lﬂi_;l't'

D@+ MO=) aysty ayt

™m

:Z_ a{a,;x)
=1
m

QZ 25 X5
=1 ¥ B |

= a{fm(-'x-'})
Berdasarkan (i) dan (ii) terbukti merupakan fungsi
linear pada X.
Selanjutnya akan ditunjukkan f,, kontinu pada
X.
Hal ini sama saja membuktikan f,, terbatas pada
X.
Diketahui X ruang BK maka terdapat M > 0
sehingga |P(x)| = x| = M
Oleh karena itu :



M
| ()| = |Z i X

J=1
1

<), _layllx]
i

=) laylm
=1

Berdasarkan ~ pembuktian di atas, T

mendefinisikan fungsi linear kontinu pada x
fm(x} = limm—>:=:.f;"rl.(-'x"}I

Maka f juga kontinu pada x.

Karena y ruang BK diperoleh

o — T3 a0 (n)
¥i = llmn_mzj:lat-}-x}- L

Atau
49 17 @13 "X‘-:I.L?‘!::I
¢ Aay Qaz fag .. im)
A:Xfl‘n} — 2 22 2 Xo
a:.il ﬂ-?z ﬂ-?a v xgl:n}

oo
/Z ®ii¥1 ™
=1
o0

(n)
=

¥
—|¥=

. — 1 w0 in
¥i= hmn—ncE_;.':j_ai_;fx_;f )

= lim,, .. F(x™)

=f(x)
= A(x);, Vi

Jika y = Ax maka bukti lengkap. [6]
II1. HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 3.1

Jika bilangan real p dengan 1 =p = o2 maka

(I7,]]. II?,} merupakan ruang Banach.

Bukti :

Telah dibuktikan bahwa (7, ||.||,) merupakan

ruang Bernorm. Jadi tinggal membuktikan bahwa

ruang Bernorm itu lengkap.

Dibuktikan dahulu untuk 1 =p < =, diambil

sebarang barisan Cauchy

{x™} c I* dengan

D 7 = [F) = (5 0,1,0,05,..)

Untuk sebarang £ = 0 terdapat bilangan

asli ny sehingga untuk setiap dua bilangan
asli m,n = ng berlaku

b) ||x':mj'— x':”}”?: {i atau
= 1o m _y @17 = (Y Halini
Ek:1|xk Xy | < (4:] . Hal ini
berakibat untuk setiap dua bilangan asli
m, n> 0 diperoleh |x; ™ — x, ':;“3'|?J = f;
untuk setiap k. dengan kata lain diperoleh

barisan Cauchy xk':”j' untuk setiap k. Jadi

terdapat bilangan x; sehungga
limn_mxk'ﬂ:' = x, atau

limn_mlxk':”} — xk| = 0. Berdasarkan (b)
diperoleh untuk n = ny berlaku

|xk':“3I - xk| = 1im,2_>.:,C|J|ck':”"jl - xk':”}| <

e | e

. Selanjutnya dibentuk barisan ¥ = (x).
Menurut ketidaksamaan Minkowski.

{EEC:ilxklﬂ}; = {Efzﬂxk— X ) 4

xk':n}F}

i |r

c)

r

2, 4 x, @)

A
?Lr::
=
pr——t—
|MH
|
= o
g &
"::III

o P
+ {Z|xk':”}|p] <o
k=1

Yang berarti ¥ = {x,} € I?. Berdasarkan
(a) diperoleh untuk n = ng berlaku

& -0 = (S x—nF P
= it e { i s — 2, < 2
maka barisan {:E':”:'] konvergen ke .

Berdasarkan hasil (c) dan (d), terbukti
bahwa barisan Cauchy {f'~”}} c P

konvergen ke ¥ = {x,} € IP atau terbukti
bahwa (E?JJ ” ”-p}: (1 = P = :‘:l

merupakan ruang Banach. [3]

Teorema 3.2
Operator 4 : I¥ —[9dengan 1 < p,g < @2 dan ¢

konjugat p bersifat linear kontinu jika dan hanya



jika ada matriks tak hingga {ai }-J dengan

N :L|ﬂu| < oo dan

Ax = {E}:lau }}E {7untuk setiap x € I¥.
Bukti :

(=) Diambil sebarang ¥ € IF dengan 1 < p < o0,
Karena I” dan 19 (g konjugat p dan 1 < p,q = )

masing-masing ruang barisan maka operator
linear kontinu 4 menentukan suatu matriks tak
hingga {ai}-;l dan

@11 Qg3 Q13 -] [H
Ay = Qg1 Qzz Qdaz | |%x2
31 @37 @33 oo | X3
a0
E Qy;%;
=1
— a0
/1

Berdasarkan pertidaksamaan Holder diperoleh

Y el =Y (Y Jausl)
= ;{uaénquxnﬂ}

_ (“x“ﬂ}q Z::l (Z;JQUF)
SCEDWD I

Jika 2;12F1|ﬂi}'|q < oo, dengan ¢ konjugat ¢q
dan 1 <p,g < oo,

Jadi terbukti ada matriks tak hingga {a; _,-J dengan
2z 12 1|a:}| = oo dan Ax = {E}‘:lai}-x}-}E id
untuk setiap x € IFdengan 1 < p,q = @2 dang

O |

konjugat p.

(<) Diambil sebarang barisan x € I¥. Maka x

dapat ditulis sebagai vektor kolom dan menurut
yang diketahui diperoleh

@11 a;p; %3 ) [¥1
Qg1 Gzz Qa3 o |Xg
(ﬂi}'}x =

@31 @3z 3z | |¥3

Karena E:’ilETlei}-P < omodengan 1 < g < oo
dan ¢ konjugat p maka

YIS e = Y, (O Jeusl)

= Z{nafuqnxnﬂ}q
=(||x||,,,,}qu1 (Z;Iaaqu
=) Y Y e

Jadi {ai_,-}x € [9untuk setiap x € [¥ dengan

1 < p,q < oo dan g konjugat p serta matriks tak
hingga {ai}-;l dengan 32,
menentukan suatu operator, katakan A4, dari I¥ ke
9, Dengan menggunakan sifat linear suatu

matriks, jelas jika diambil sebarang skalar a,b
maka untuk setiap &, ¥ € [¥ diperoleh

(a;)(ax +by) = ala;; )x + bla;)x &
Alax+by) =a Ax +b Ay

Tilagl < e

Jadi operator A bersifat linear. Karena ¥ dan 19
dengan 1 =0 p,g <X @z dan ¢ konjugat p masing-
masing ruang BK, maka A4 operator kontinu. Jadi
terbukti 4 operator linear kontinu dari I¥ ke 19
(1 < p,q = oo dan g konjugat p). [8]

Teorema 3.3
Operator 4 : I[F = [9dengan 1 < p,g < oo

bersifat linear kontinu jika dan hanya jika ada
matriks tak hingga (@; }-J

1y q
dengan E?’;l(( ;c:1|ai}-|q)q) < w dan g

konjugat p serta 4x = {E;’C: 1@; }-x}-} € |9 untuk
setiap x € IF,
Bukti :



(=) Diambil sebarang dengan x € I¥ dengan
1 < p < co. Karena I¥ dan 19(1 < g < co)

masing-masing ruang barisan maka operator
linear kontinu 4 menentukan suatu matriks tak
hingga {ai}-J dan

@11 Qg3 @13 -] [*2
B2z Q23 | |%3

=

fzg .| |¥3

-1

Berdasarkan pertidaksamaan Holder diperoleh

==} ==} q
Zf:j_ Z_;.‘:j_|ﬂi}.:xzj| =

o
g
EZ{uafnqnxnﬁ}
i=1
E g

={||x||ﬂj‘fz; (Zx|a,|) <o

Jika 302 ((E 1| @ :lq) < 00 dengan

1 < p,g <0 oo dan ¢ konjugat p. Jadi terbukti ada

matriks tak hingga {ai }-J dengan

1, q
?ii((E}iilaalq)“) <0 0 dan

Ax ={ZZ,a;;x;} € 19 untuk setiap x € I?
dengan 1 < p,q <0 o= dan g konjugat p.

(=) Diambil sebarang barisan x € IF dengan
1 <X p <l o0, Maka x dapat ditulis sebagai vektor
kolom dan menurut yang diketahui diperoleh

A1 @y 13 ][
31 @32 Qg .| |X,
(ai}'}x: -

@31 @3z O3z -||*3

)

nq
Karenazﬁl(( ;C=1|ﬂf}-|q)q) < o dengan

1 = p,g < codan g konjugat p maka

oo oo q oo oo
Zz’:l Z}_Jﬂi} _i'| Zi:l (Z}_q'ﬂi}'xjo

= a)

= Z{nainqnxllﬂf

i=1

={||x||p}*z; (Zm|a|) qm

Jadi {ai}-}x € 19 untuk setiap x € I* dan matriks
tak hingga {ai}-] dengan

= 1((2;': Ja; }| )q) < oz menentukan suatu

operator, katakan A dari I¥ ke 19 dengan

1 < p,g < =2 dan g konjugat p. Dengan
menggunakan sifat linear yang dimiliki suatu
matriks, jelas jika diambil sebarang skalar a,b
maka untuk setiap x, ¥ € I¥ diperoleh

{ﬂi}-J(ax + b}’} = ﬂ{ﬂi}'}x + b{ﬂi}'}x =
Alax+ by) =aAx +b Ay

Jadi diperoleh A4 bersifat linear. Karena I¥ dan 19

dengan 1 < p,g < ©£ masing-masing ruang BK,

maka A operator kontinu.

Jadi terbukti 4 operator linear kontinu dari I¥ ke

[9dengan 1 - p,q << oo, [8]

Iv. KESIMPULAN DAN SARAN
Ruang barisan [¥ dengan 1 = p < o merupakan

ruang Banach. Setiap operator 4:1¥ — 9 dengan
1 = p,g = % menentukan suatu matriks tak
hingga {ai }-J dengan syarat-syarat tertentu, dan
sebaliknya juga berlaku. Karena setiap matriks
pemetaan bersifat linear maka operator 4:1% — 19
dengan 1 = p,q = = bersifat linear. Karena ¥
dan [ terkait dengan matriks tak hingga maka A
kontinu. Oleh karena itu setiap operator A dari I?
ke 19dengan 1 = p,q < = bersifat linear

g



kontinu.Syarat suatu matriks tak hingga {:15 }-}

sehingga terkait suatu operator linear kontinu 4
dari IP ke 19 dengan 1 =< p,q = o0 adalah

© oo
Z. Z'ai_.fF < 00
L=1_l|.=:l

Saran untuk penelitian selanjutnya, yaitu untuk
mencari transformasi matriks tak hingga dari
ruang barisan ke ruang barisan yang lainnya.
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