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Abstrak. Misalkan fungsi a: E" — E" adalah isometri, jika untuk semua titik P dan Q berada di E".
Isometri merupakan suatu transformasi atas refleksi (pencerminan) apabilaa(P) =P, a(Q) = Q' sehingga
jarak PQ = P'Q" untuk setiap pasang titik P dan Q. Misakan o, refleksi pada garis g, maka akan
dibuktikan bahwa o, adalah suatu isometri. Dengan menggunakan metode studi literatur, maka akan
dibuktikan bahwa o4 adalah suatu isometri. Dengan memisalkan bahwa terdapat tiga titik segaris yang
berurutan A, B, dan C direfleksikan terhadap garis g. Karena o refleksi pada garis g, maka og(A) = A’,
04(B) =B’, dan (C) = C". Sehingga jarak ABC = A'B'C'. Karena o, dapat mempertahankan jarak, maka

o4 adalah suatu isometri.

Kata kunci : Geometri Insidensi, Geometri Insidensi Terurut, Geometri Transformasi, |sometri, Refleksi.

PENDAHULUAN

Geometri  Euclides adalah geometri yang
mempelgjari  tentang bidang datar yang
didasarkan pada definisi, teorema, aksioma dan
asumsi-asumsi. Geometri insidensi merupakan
geometri yang mendasari geometri Euclides.
Geometri insidenss adalah geometri yang
didasari oleh aksioma insidensi. Menurut David
Hilbert, geometri Euclides didasarkan pada lima
kelompok aksioma, yaitu: kelompok aksioma
insidensi, kelompok aksioma urutan, kelompok
aksioma kekongruenan, aksioma kesgjgjaran
Euclides, dan aksioma kekontinuan. Jadi dapat
dikatakan bahwa geometri Euclides adalah
sebuah geometri insidensi yang dilengkapi
dengan kelompok aksioma-aksioma tersebut.
Sedangkan geometri insidenss yang telah
diperkaya dengan aksioma urutan disebut
geometri insidens terurut.

LANDASAN TEORI

Suatu geometri dibentuk berdasarkan aksioma
yang berlaku dalam geometri-geometri tersebut.
Geometri insidensi didasari oleh aksioma
insidensi. Di dalam sebuah geometri selain
aksioma diperlukan juga unsur-unsur tak
terdefinisi. Untuk membangun suatu geometri
diperlukan unsur tak terdefinisi sebagai berikut :
1. Titik.

Titik hanya mempunyai posis, tetapi titik
tidak mempunya panjang, lebar, maupun
ketebalan.

2. Himpunan titik-titik yang dinamakan garis.
Garis mempunyai panjang tapi tidak
mempunyai |ebar maupun ketebalan.

3. Himpunan titik-titik yang dinamakan bidang.
Bidang mempunyai panjang dan lebar tapi
tidak mempunyai ketebalan.

Geometri Insidens

Pada geometri insidensi sistem aksioma yang
digunakan adalah sistem aksioma insidensi yang
terdiri dari enam aksioma, yaitu :

1.1 Garis adalah himpunan titik-titik yang
mengandung paling sedikit duatitik.

1.2 Duattitik yang berlainan terkandung dalam
tepat satu garis (satu dan tidak lebih dari
satu garis).

1.3 Bidang adalah himpunan titik-titik yang
mengandung paling sedikit tiga titik yang
tidak terkandung dalam satu garis (tiga titik
tak segaris atau tiga titik yang tak kolinear).

1.4 Tiga titik berlainan yang tak segaris
terkandung dalam satu dan tidak lebih dari
satu bidang.

1.5 Apabila sebuah bidang memuat dua titik
berlainan dari sebuah garis, maka bidang itu
akan memuat setiap titik pada garis tersebut
(garis terkandung dalam bidang itu, atau
garisterletak pada bidang itu).
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1.6 Apabila dua bidang bersekutu pada sebuah
titik maka kedua bidang itu akan bersekutu
pada titik kedua yang lain (ada titik lain
dimana bidang tersebut juga bersekutu).

Geometri Insidens Terurut

Geometri insidens terurut adalah geometri
insidensi yang telah diperkaya dengan aksioma
urutan [6].

Urutan Pada Garis

Urutan adalah salah satu pengertian yang amat

mendasar dalam matematika. Secara matematika

diperkenalkan pengertian urutan tersebut dalam

bentuk suatu aksioma yang selanjutnya akan

dinamakan sistem Aksioma Terurut. Sistem

aksioma tersebut adalah sebagai berikut:

U; : (ABC) mengakibatkan (CBA), (ABC) dibaca
“titik B antaratitik A dan titik C".

U, : (ABC) mengakibatkan ~(BCA) dan ~(BAC),
~(BCA) dibaca “tidak (BCA)".

Us : Titik-titik A, B, C berlainan dan segaris jika
dan hanyajika (ABC), (BCA), atau (CAB).

U, : Jika P segaris dan berbedadengan A, B, C
maka (APB) mengakibatkan (BPC) atau
(APC) tetapi tidak sekaligus dua-duanya.

Us: Jikad # B makaada X, Y, Z sehingga (XAB),
(AYB), (ABZ).

Ruas Garis

Ruas garis |urus dilambangkan dengan AB. Ruas

garis adalah bagian dari garis lurus yang berada

di antara dua titik pada garis lurus tersebut,

termasuk keduatitik tersebut [7].

Jika suatu ruas garis dibagi menjadi bagian-

bagian:

1. Panjang keseluruhan ruas garis sama dengan
jumlah dari panjang semua bagiannya.

2. Panjang keseluruhan ruas garis lebih besar
dari panjang bagiannya yang manapun.

3. Dua ruas garis yang mempunya panjang
sama dikatakan kongruen. Jadi, jika AB =
CD maka AB kongruen dengan €D, sehingga

ditulisAB = CD.

Jika suatu ruas garis dibagi menjadi dua bagian

yang sama:

1. Titik bagiannya adalah titik tengah ruas garis
tersebut.

2. Garis yang memotong pada titik tengah
dikatakan membagi dua ruas garis tersebut.

3. Jikatigatitik A, B, dan C terletak pada satu
garis, maka ketiganya disebut kolinear. Jika

A, B, dan C kolinear dan AB + BC = AC,
maka B terletak di antara A dan C.

A B C
® L L

Gambar 1. Tigatitik A, B, dan C yang kolinear.

Apabila A # B, maka himpunan H = {X|(AXB)}
disebut ruas garis AB atau disingkat AB. Titik A
dan B disebut ujung-ujung ruas. Sehingga
mengakibatkan AB = {X|(AXB)} [6].

Urutan Pada Bidang

Pada garis berlaku aksioma U; sampai Us, tapi
aksioma tersebut kurang mencukupi untuk
bidang, sehingga untuk bidang dilengkapi
dengan aksioma Ug yang biasa disebut dengan
Aksioma Pasch. Aksiomanya berbunyi sebagai
berikut:
Us : Misakan g sebuah garis yang sebidang
dengan titik A, B, C tetapi g tidak melalui
A, B, atau C. apabila g memotong AB maka
g memotong BC atau AC tetapi tidak dua-
duanya.

Us juga berlaku apabila A, B, C berlainan dan
segaris atau apabilaC = A atau C=B[6].

Jika A & g, himpunan semua titik X hingga XA
memotong g dinamakan setengah bidang yang
dilambangkan dengan g/A (dibaca “g atas A”)
garis g disebut tepi setengah bidang tersebut.

Setengah bidang dengan tepi g disebut sebuah
sis dari g. Dua setengah bidang yang berhadapan
dengan sis g dinamakan sis yang berhadapan.
Dua titik atau dua himpunan titik dikatakan
terletak pada sis g yang sama apabila mereka
terletak pada setengah bidang bertepi g yang
sama, mereka terletak pada sis g yang
berhadapan apabila mereka terletak pada dua
setengah bidang bertepi g yang berhadapan.

Oleh karena setiap titik yang tidak pada g

terletak pada tepat satu setengah bidang bertepi g

sedangkan setiap setengah bidang bertepi g

memiliki  setengah bidang tunggal yang

berhadapan, sehingga dapat ditarik kesimpulan
sfat-sifat berikut berdasarkan dari Aksioma

Pash, yaitu:

1. Misalkan titik A dan B terletak pada sis g
yang sama dan B dan C pada sisi g yang sama
maka, A dan C juga padasisi g yang sama.

2. Misalkan A dan B pada sis g yang sama dan
B dan C pada sisi g yang berhadapan, maka A
dan C terletak padasisi g yang berhadapan.
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3. Misakan A dan B terletak pada sis g yang
berhadapan dan B dan C terletak pada sisi g
yang berhadapan maka A dan C terletak pada
sisi g yang sama.

Urutan sinar

Cs

Gambar 2. Kedudukan antar sinar

Misalkan 0A, OB, dan OC tiga sinar yang
berpangkalan sama di titik O. Misalkan pula 0A
dan OC berlainan dan tidak berlawanan. Jika ada
titik A4, By, C sehi ngga A€ m, B, € ﬁ, C e
0C dan (A, By, C,) maka dikatakan bahwa sinar
OB terletak antara 0A dan OC , ditulis (0A OB
0C) [8].

Sudut

Sudut adalah suatu gambar yang terbentuk oleh
dua sinar yang mempunyai titik akhir yang sama.
Sinar-sinar tersebut merupakan sisi-sisi sudut,
sementara titik akhirnya merupakan titik
sudutnya. Simbol untuk sudut adalah 2 atau %

[7].

A C

Gambar 3. Sudut

Pengertian sudut menyangkut berbagai konsep,

yaitu:

1. Sebuah gambar yang terdiri atas dua garis.

2. Daerah pada bidang yang dibatas oleh dua
garis yang berpotongan.

3. Sebuah ukuran yang dinyatakan dengan
bilangan real yang menggambarkan sdlisih
arah dua garis yang berpotongan.

Misalkan ada tiga titik O, A, B yang berlainan
dan tidak segaris himpunan titk 0A U OB U
{O} disebut sudut dan ditulis sebagai 2AOB.
Jadi £AOB = 0A U OB U {O}. Sinar 0A dan
OB dinamakan sisi sudut dan O dinamakan titik
sudut.

Daerah dalam sebuah £AOB, yang dilambangkan
dengan D(£AOB) adalah himpunan titik X
sehingga OX antara OA dan OB atau dengan
katalain D(<AOB) = {X|(0A 0X 0B)}.

Daerah luar £AOB, adalah himpunan titik X yang
tidak dalam daerah dalam maupun pada sudut
tersebut. Daerah luar £AOB ditulis sebagai
L(2£AOB). Jadi adalah

L(2AOB) = {X|X € AOB nX & D(2AOB) n
X ¢ £AOB}.

Dua buah sudut yang bertitik ujung sama
membentuk sepasang sudut yang bertolak
belakang apabila kedua kaki sudut yang satu
berlawanan arah dengan kedua kaki sudut yang
lain.

Dua garis | dan m dikatakan membentuk sebuah
sudut, apabila titik sudutnya berimpit dengan
titik potong kedua garis itu dan apabila kedua
kakinya termuat dalam dua garis tersebut [6].

| sometri

Fungs : E" — E" adalah isometri, jika untuk
semuatitik P dan Q berada di E"[5].

a(P) a(Q) =PQ

P a(P)

Q a(Q)

Gambar 4. |sometri

Transformas a dinamakan suatu isometri
apabila a(P) = P’, a(Q) = Q sehingga jarak PQ
= P'Q’ untuk setiap pasang titik P dan Q.

Jadi, suatu isometri adalah suatu transformasi
titik yang mempertahankan jarak antara tiap
pasang titik.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil dari penelitian ini adalah menentukan
isometri terhadap geometri insidensi terurut dan
memperoleh sifat-sifat khusus dari suatu i sometri
terhadap geometri insidensi terurut. lsometri
merupakan suatu transformasi atas refleksi,
trandasi, dan rotas pada sebuah garis yang
mempertahankan jarak, yaitu panjang dari suatu
ruas garis. Pada pembahasan ini akan dibahas
hanya tentang refleksi (pencerminan).

Refleksi

Refleksi atau pencerrninan adalah transformasi
yang memindahkan titik-titik dari suatu objek
dengan menggunakan sifat bayangan, yaitu:

1. Garis yang menghubungkan setiap titik
dengan bayangannya tegak lurus dengan
sumbu pencerminan.

2. Jarak antara setiap titik dan cermin sama
dengan jarak bayangan ke cermin.

3. Bangun dan bayangannya adal ah kongruen.

Sebuah refleksi dari titik P, yang hasil refleks
ditulis sebagai o4(P) dengan g garis yang
dinamakan sumbu refleksi ditentukan sebagai
berikut

_(P, jikaP€eg
7o(P) _{Q,jikaP ¢g

Dan g adalah sumbu ruas PQ

Q

Gambar 5. Refleksi titik P terhadap garis g

Teorema
Jika g sebuah garis dan misalkan o refleksi pada
0, maka o4 adalah suatu isometri.

Bukti:

Misalkan, diketahui tiga titik berurutan yang
segaris A, B, dan C yang terletak pada sis yang
sama terhadap garis g. Titik B terletak di antara A
dan C, dapat ditulis A — B — C. jika o4 adalah
refleksi pada g dan jika a4(A) = A', o4(B) = B,
dan o4(C) = C'. Akan dibuktikan bahwa ABC =
ABC.

Misakan, jikaAA _Lg BB _lgdanC &

Diketahui AA’ memotong g di titik P, BB
memotong g di titik Q, dan CC’' memotong g di
titik R.

Karena o4 adalah refleksi pada g, maka PA =
PA', QB = QB’, dan RC = RC'. Sehingga
diperoleh APAQ = APA'Q, dan AQBR = AQB'R
yang mengakibatkan QA = QA’ danRB = RB'.
Jadi, £AQB =2A'QB'’ dan £BRC = 2B'RC'.
Sehingga terbukti bahwa ABC = A'B’'C’ dan g
merupakan suatu isometri.

Cy

Gambar 6. Refleksi tigatitik berurutan A, B, dan
C terhadap garis g

Berdasarkan bukti dari teorema, maka diperoleh
lima sifat isometri, yaitu:
1. Suatu isometri mempertahankan sebuah ruas
garis
Bukti:
Dapat dilihat pada gambar 6
Misalkan, diketahui A # B, maka himpunan
AB = {X| AXB}, dan o4 adalah refleks pada g
dan merupakan suatu i sometri.
Misalkan X € AB maka X' € A'B’ dengan X'
= 04(X), A =04(A),dan B =04(B).
Sehingga,
o4(AB) ={X|A"-X -B'}
={ aglaq(A) - o4(X) - o4 (B)}
Jadi, terbukti bahwa suatu isometri
mempertahankan sebuah ruas garis.

2. Suatu isometri mempertahankan keantaraan

Bukti:

Dapat dilihat pada gambar 6

Misalkan, diketahui titik A, B, dan C yang
segaris dan titik B terletak antara titik A dan
titik C, dapat ditulis A — B — C. o4 adalah
refleksi pada g dan merupakan suatu isometri.
Jika o4(A) = A, 04(B) = B', dan g((C) = C
maka dari AB + BC = AC diperoleh A'B’ =
AB, BC = BC, dn AC = AC,
mengakibatkan A'B' + B'C' = A'C'. Dari A-
B—C diperoleh bahwa jika titik B letaknya di
antara titik A dan titik C maka titik B’ juga
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letaknya di antara titik A’ dan titik C,
sehinggaA' —-B' - C'.

Jadi, terbukti bahwa suatu
mempertahankan keantaraan.

isometri

3. Suatu isometri mempertahankan titik tengah
Bukti:
Dapat dilihat pada gambar 6
Misalkan, diketahui AB = BC, jadi B
merupakan titik tengah AC. o4 adalah refleksi
pada g dan merupakan suatu isometri.
Jika o4(A) = A, 04(B) = B', dan g4(C) = C
sehingga o4(AB) = A'B’, dan g(BC) = B'C,
maka A'B' = B'C' yang mengakibatkan B’
merupakan titik tengah antara A’ dan C'.

Jedi, terbukti bahwa suatu isometri
mempertahankan titik tengah.

4. Suatu i sometri mempertahankan
kesebangunan
Bukti:

Dapat dilihat pada gambar 6

Misalkan, diketahui titik-tittk P, A dan Q
tidak segaris, maka PA + AQ > PQ. Jika oy
adalah refleksi pada g dan merupakan suatu
isometri, maka PA" + A'Q > PQ, yang
berarti bahwa P, A’, dan Q jugatidak segaris.

APAQ merupakan gabungan dari ruas-ruas
PA, AQ, dan PQ sehingga o (APAQ) adalah
APA'Q.

APA'Q merupakan gabungan dari ruas-ruas
PA’, A'Q, dan PQ, sedemikian rupa sehingga
APAQ = APA'Q.

Jadi, terbukti bahwa
mempertahankan kesebangunan.

isometri

5. Suatu isometri mempertahankan sudut
Bukti:
Dapat dilihat pada gambar 6
Misalkan, diketahui ada tiga titik berlainan
dan tidak segaris yaitu A, B, dan C.
“JAQB merupakan himpunan titik AQ U QB
u{Q}.
Jika o4 adalah refleksi pada g dan merupakan
suatu isometri, maka o (JAQB) adaah
NA'QB'.
TJA’0OB’ merupakan himpunan titik dari A'Q
U QB' U {Q}, sedemikian rupa sehingga
2AQB=+£A'QB'.
Jadi, terbukti bahwa
mempertahankan sudut.

isometri

KESIMPULAN

Dari pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa
pada suatu refleksi (pencerminan) diperoleh
bahwa bentuk bayangan sama dan sebangun

dengan bentuk adlinya. Suatu isometri atas
refleks memiliki sifat-sifat sebagai  berikut:
mempertahankan sebuah ruas garis dengan tiga
titik segaris yang berurutan dengan jarak dan
panjang yang sama, mempertahankan keantaraan
pada tiga titik segaris yang berurutan,
mempertahankan titik tengah terhadap tiga titik

segaris  yang berurutan, mempertahankan
kesebangunan, mempertahankan sudut antara
dua garis.
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