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Abstrak. Waktu kelangsungan hidup adalah data yang mengukur waktu untuk kejadian tertentu. Distribusi dari waktu
kelangsungan hidup biasanya digambarkan atau digolongkan oleh tiga fungsi yaitu : fungsi kelangsungan hidup(Survival
Function), fungsi kepekatan peluang (fkp) dan fungsi Hazard. Laju kegagalan (hazard rate) mempunyai bentuk-bentuk kurva
yang telah diketahui, yaitu Increasing (I), Decreasing (D), Bathtub (∪),Upside-down Bathtub (∩) dan konstan. Dengan demikian
tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji karakteristik laju kegagalan (hazard rate) pada distribusi Gamma dengan menggunakan
Teorema Glaser. Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahwa pola atau bentuk laju hazard dapat diduga oleh (ݐ)′ߟ = 0 dan tanda
dari koefisien-koefisiennya dan karakteristik hazard rate distribusi gamma adalah konstan, Increasing, dan Decreasing.

Kata kunci: Distribusi Gamma, Survival Function, Hazard Rate.

1. PENDAHULUAN
Analisis data kelangsungan hidup merupakan salah
satu teknik statistika yang berguna untuk melakukan
pengujian tentang kelangsungan hidup. Analisis
terhadap data waktu hidup yang salah satunya adalah
laju kegagalan (hazard rate) diperlukan untuk
mengetahui apakah distribusi dari data dalam fungsi
kelangsungan hidup yang diasumsikan telah
menggambarkan keadaan yang sesungguhnya. Laju
kegagalan adalah perbandingan antara fungsi
kepekatan peluang (fkp) dengan fungsi kelangsungan
hidup (S(t)). Laju kegagalan mempunyai bentuk-
bentuk kurva yang telah diketahui, yaitu Increasing
(I), Decreasing (D), Bathtub (∪),Upside-down
Bathtub (∩) dan konstan. Tujuan dari penelitian ini
adalah mengkaji karakteristik laju kegagalan (Hazard
Rate) distribusi Gamma

2. Distribusi Gamma dan Fungsi
Hazard

Menurut Hogg and Tanis [2] Distribusi Gamma
merupakan salah satu dari keluarga distribusi
eksponensial dengan dua parameter ߙ dan .ߚ Dimana
ߙ merupakan parameter bentuk (shape) dan ߚ
parameter skala (scale). Peubah acak X dikatakan

berdistribusi Gamma dengan parameter ߙ dan ߚ jika
dan hanya jika fungsi densitasnya berbentuk :

(ݔ݂) =
ଵ

ఉഀ .Γሺఈሻ
ఈିଵǤ݁ݔ�

షೣ

ഁ ������Ǣߙ�ǡߚǡݔ Ͳ

Fungsi Gamma yang dinotasikan Γ(n) untuk setiap n
> 0 , didefinisikan :

Γ( )݊ = ∫ ିଵǤ݁ݕ ି௬�݀ݕ���ǡ݊�݇ݑݐ݊ݑ  Ͳ
∞



Menurut Elisa T. Lee [3] waktu kelangsungan hidup
adalah data yang mengukur waktu untuk kejadian
tertentu. Distribusi dari waktu kelangsungan hidup
biasanya digambarkan atau digolongkan oleh tiga
fungsi:

1. Fungsi Kelangsungan Hidup
2. Fungsi Kepekatan Peluang (fkp)
3. Fungsi Hazard

Fungsi kelangsungan hidup (Survival Function)
dinotasikan dengan ,(ݐܵ) didefinisikan sebagai
peluang suatu individu yang bertahan lebih dari t:

(ݐܵ) ൌ ܲሺܶ  =ሻݐ ∫ ݐ݀(ݐ݂)
∞

௧

Dari definisi fungsi distribusi kumulatif (ݐ)ܨ dari T,
maka

(ݐܵ) ൌ ͳെ ሻݐሺܨ

Seperti beberapa peubah acak kontinu lainnya, waktu
kelangsungan hidup T mempunyai fungsi kepekatan
peluang (fkp) yang didefinisikan sebagai limit dari
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peluang suatu individu yang gagal dalam interval
pendek t ke t + ∆t per satuan lebar ∆t, atau peluang 
kegagalan dalam interval kecil per satuan waktu. Hal
itu dapat dijelaskan sebagai:

(ݐ݂) =

limο୲՜
ሺ௦௨௧௨�ௗ௩ௗ௨� ௧�ௗ �௧௩�ሺ௧ǡ௧ାο௧ሻ

ο௧

Fungsi hazard didefinisikan sebagai peluang gagal
selama interval waktu yang sangat kecil, diasumsikan
bahwa individu memiliki hidup yang lebih lama
untuk awal dari interval, atau sebagai limit dari
peluang individu gagal dalam interval yang sangat
kecil, t ke t + ∆t per satuan waktu. Fungsi hazard
dapat juga didefinisikan dalam bentuk dari fungsi
distribusi kumulatif (ݐ)ܨ dan fungsi kepekatan
peluang :(ݐ݂)

ℎ(ݐ) =
ሺ௧ሻ

ଵିிሺ௧ሻ

3. Teorema Glaser untuk Identifikasi
Karakteristik Hazard Rate
Distribusi Gamma

Untuk mengidentifikasikan karakteristik fungsi
hazard yang dipengaruhi oleh kombinasi dari nilai-
nilai parameter , Glaser [1] membuat teorema sebagai
berikut :
1. Jika (ݐ)′ߟ > 0 untuk semua t>0, maka Increasing

(I)
2. Jika (ݐ)′ߟ < 0 untuk semua t>0, maka

Decreasing (D)
3. Misal terdapat ݐ > 0 sehingga (ݐ)′ߟ < 0 untuk

semua (ݐ�ሺͲǡ߳�ݐ , (ݐ)′ߟ = 0 , (ݐ)′ߟ > 0 untuk
semua ݐ ݐ , dan
 Jika lim௧՜ ݂݇ (ݐ) = 0, maka Increasing
(I)
 Jika lim௧՜ ݂݇ (ݐ) → ∞, maka Bathtub (∪)

4. Misalkan terdapat ݐ > 0 sehingga (ݐ)′ߟ > 0
untuk semua ,(ݐ�ሺͲǡ߳�ݐ (ݐ)′ߟ < 0 untuk semua
ݐ ݐ dan
 Jika lim௧՜ ݂݇ (ݐ) = 0, maka Upside-

down Bathtub (∩)
 Jika �݈� ௧՜ ݂݇ (ݐ) → ∞, maka Decreasing

(D)
Dimana :

(ݐ)′݂ =
ௗ

ௗ௧
(ݐ݂)

(ݐ)ߟ = −
′(௧)

(௧)

(ݐ)′ߟ� =
݀

ݐ݀
ሻݐሺߟ�

Selain itu, untuk mengidentifikasi karakteristik fungsi
hazard digunakan teknik grafis yang dibuat dengan
menggunakan bahasa R.

4. Analisis Karakteristik Hazard Rate
Distribusi Gamma

Langkah awal yang harus dilakukan untuk melakukan
analisis laju hazard adalah mencari turunan pertama
dari fungsi kepekatan peluang distribusi Gamma.
Fungsi kepekatan peluang distribusi Gamma adalah
sebagai berikut:

(ݐ݂) =
ଵ

Γ(ఈ)ఉഀ
ఈିଵݐ�

ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௨

��݁
ି


ഁต
௩

Rumus turunan untuk perkalian fungsi adalah:
(ݐ)′݂ ൌ ݒ′ݑ ݑ′ݒ
Maka diperoleh :

����ൌ(ݐ)′݂ ቂ
(ఈିଵ)

௧
−

ଵ

ఉ
ቃǤ݂ ሺݐሻ

Menurut Glaser (1980) nilai (ݐ)ߟ dapat digunakan
untuk melihat karakteristik fungsi hazard suatu
distribusi. Oleh karena itu langkah selanjutnya adalah
mencari nilai dari .(ݐ)ߟ

(ݐ)ߟ =  −
݂′ሺݐሻ

݂ሺݐሻ

=
ቀ
ഀషభ


ି�
భ

ഁ
ቁ
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ఈିଵ

௧
−  

ଵ

ఉ
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௧
+

ଵ

ఉ

Menurut McDonald dan Richard [4] pola laju hazard
dapat diduga oleh (ݐ)′ߟ = 0 dan tanda dari koefisien-
koefisiennya. Oleh karena itu langkah selanjutnya
adalah mencari turunan pertama dari .(ݐ)ߟ Turunan
pertama dari (ݐ)ߟ pada distribusi Gamma adalah:

(ݐ)′ߟ =
݀

ݐ݀
(ሻݐሺߟ)

=
ௗ

ௗ௧
�ቀ–

(ఈିଵ)

௧
+

ଵ

ఉ
ቁ

=
ሺఈିଵሻ

௧మ

Sehingga diperoleh nilai (ݐ)′ߟ adalah
ሺఈିଵሻ

௧మ
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Fungsi kelangsungan hidup dari distribusi gamma
dapat ditentukan dengan terlebih dahulu mencari
fungsi distribusi kumulatif. Fungsi distribusi
kumulatif distribusi Gamma adalah:

(ݐ)ܨ = ∫ ݔ݀(ݔ݂)
௧



= ∫
ଵ

ሺఈሻఉഀ
ఈିଵ݁ݔ

ି
ೣ

ഁ
௧


ݔ݀�

(ݐ)ܨ ൌ �ሺܫ�
௧

ఉ
ǡߙሻ

Dimana adalahܫ fungsi gamma yang tidak lengkap.

Setelah mendapatkan fungsi distribusi kumulatif
distribusi Gamma, maka langkah selanjutnya adalah
mencari fungsi kelangsungan hidup dari distribusi
Gamma, yang dituliskan sebagai berikut:

(ݐܵ) ൌ ͳെ (ݐ)ܨ

ൌ ͳെ �ሺܫ�
௧

ఉ
ǡߙሻ

Langkah selanjutnya adalah mencari fungsi hazard
dari distribusi Gamma.

ℎ(ݐ) =
ሺ௧ሻ

ௌሺ௧ሻ

=

భ

ሺഀ ሻഁ ഀ�௧ഀ
షభషȀഁ

ଵି�ூ�ሺ


ഁ
ǡఈሻ

ℎ(ݐ) =
௧ഀ షభ

ఉഀቆ(ఈ) ∑ ቀ


ഁ
ቁ
ೖ
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Titik kritis suatu fungsi dapat diketahui dengan cara
menurunkan suatu fungsi dan membuat fungsi
tersebut sama dengan nol, sehingga dapat dilihat
bentuk dari kurvanya. Berdasarkan persamaan

ሻൌݐᇱሺߟ
ሺఈିଵሻ

௧మ
, maka:

(ݐ)ᇱߟ =
(ఈିଵ)

௧మ
= 0

ߙ) െ ͳ) = 0

 Untuk ߙ ൌ ͳmaka .ሻkonstanݐᇱሺߟ
 Untuk ߙ  Ͳ maka ሻݐᇱሺߟ Increasing atau

naik.
 Untuk Ͳ൏ ߙ ൏ ͳ maka ሻݐᇱሺߟ Decreasing

atau turun.

Berdasarkan uraian sebelumnya, maka analisa dari
laju hazard untuk distibusi gamma adalah sebagai
berikut :

1. Jika (ݐ)ᇱߟ > 0 untuk semua ݐ Ͳ maka
Increasing
ߙ  Ͳ, maka (ݐ)ᇱߟ > 0 untuk semua ݐ Ͳ

ߙ ൌ ͳ maka (ݐ)ᇱߟ = 0
ߙ ൌ ʹ maka (ݐ)ᇱߟ = 1
ߙ ൌ ͵ maka (ݐ)ᇱߟ = 2
ߙ ൌ Ͷ maka (ݐ)ᇱߟ = 3

Karena (ݐ)ᇱߟ bernilai (+) atau (ݐ)ᇱߟ > 0 maka
Increasing

2. Jika (ݐ)ᇱߟ < 0 untuk semua ݐ Ͳ maka
Decreasing
Ͳ൏ ߙ  ͳ, maka (ݐ)ᇱߟ < 0 untuk semua
ݐ Ͳ
ߙ ൌ Ͳǡͳ maka (ݐ)ᇱߟ = −0,9
ߙ ൌ Ͳǡʹ maka (ݐ)ᇱߟ = −0,8
ߙ ൌ Ͳǡ͵ maka (ݐ)ᇱߟ = −0,7
ߙ ൌ ͲǡͶ maka (ݐ)ᇱߟ = −0,6

Karena (ݐ)ᇱߟ bernilai (-) atau (ݐ)ᇱߟ < 0 maka
Decreasing

3. Misalkan terdapat ݐ > 0 sehingga (ݐ)ᇱߟ < 0
untuk semua אݐ (Ͳǡݐ)�ǡߟᇱ(ݐ) ൌ Ͳǡߟᇱ(ݐ) > 0
untuk semua ݐ ݐ dan
Jika lim௧՜ ݀ (ݐ)�݂ ൌ Ͳǡ݉ ܽ݇ ܫ݊�ܽ ݎܿ݁ ݃݊ݏܽ݅

݀ (ݐ)�݂ =
ଵ

ሺఈሻఉഀ
ఈିଵ�݁ݐ�

ି


ഁ

lim௧՜
ଵ

ሺఈሻఉഀ
ఈିଵ�݁ݐ�

ି


ഁ =
ଵ

ሺఈሻఉഀ
lim௧՜ݐ

ఈିଵ�݁
ି


ഁ

=
ଵ

ሺఈሻఉഀ
[lim௧՜ݐ]

ఈିଵቂ��� ௧՜݁
ି௧

ఉൗ ቃ

=
ଵ

ሺఈሻఉഀ
.0 .1

ൌ Ͳǡ݉ ܽ݇ ܫ݊�ܽ ݎܿ݁ ݃݊ݏܽ݅

Tahap selanjutnya adalah membuat grafik antara
fungsi hazard h(t) terhadap waktu t. Grafik fungsi
hazard dibuat menggunakan software R yang
bertujuan untuk melihat karakteristik fungsi hazard
dari distribusi gamma.

Gambar 4.1 Fungsi Hazard Rate Distribusi Gamma
untuk nilai 0<α<1,  β = 1 
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Pada Gambar 4.1 grafik fungsi hazard rate distribusi
gamma untuk α = 0.5,  β = 1 dan α = 0.1,  β = 1 
bentuk grafiknya adalah menurun (Decreasing).
Artinya semakin meningkat waktu dari suatu sistem
atau individu maka laju kegagalannya (hazard rate-
nya) akan semakin menurun. Selain itu dapat
disimpulkan juga untuk 0< α <1 dan β = 1 grafik 
fungsi hazardnya akan selalu turun (Decreasing).

Gambar 4.2 Fungsi Hazard Rate Distribusi Gamma
untuk nilai α=1,  β = 1 

Gambar 4.2 adalah grafik fungsi hazard rate untuk α 
= 1 dan β = 1. Berdasarkan grafik di atas dapat dilihat 
bahwa  untuk α = 1 dan β = 1 grafik laju hazard rate
akan berbentuk konstan. Artinya, semakin meningkat
waktu dari suatu sistem atau individu maka laju
kegagalannya (hazard rate-nya) akan selalu sama
atau konstan.

Gambar 4.3 Fungsi Hazard Rate Distribusi Gamma
untuk nilai α>1,  β = 1 

Selanjutnya untuk grafik fungsi hazard rate distribusi
gamma pada Gambar 4.3 dapat dilihat pada saat α = 
2, β = 1 , α = 3, β = 1 dan α = 4, β = 1 grafik fungsi 
hazard akan meningkat naik (Increasing) , artinya

semakin tinggi waktu dari suatu sistem atau individu
maka laju kegagalannya (hazard rate-nya) akan
semakin meningkat.

5. KESIMPULAN
Dari hasil penelitian dan pembahasan yang telah
dilakukan maka dapat diambil beberapa kesimpulan,
yaitu :

1. Hazard Rate berbentuk konstan untuk
ߙ ൌ ͳ, ߚ ൌ ͳ untuk semua ݐ Ͳ.

2. Hazard Rate berbentuk Increasing atau naik
untuk ߙ  ͳ, ߚ ൌ ͳ untuk semua ݐ Ͳ.

3. Hazard Rate berbentuk Decreasing atau
turun untuk Ͳ൏ ߙ ൏ ͳ, ߚ ൌ ͳ untuk semua
ݐ Ͳ.

4. Hasil analisis dengan menggunakan teorema
Glaser [2] ternyata sebanding dengan
bentuk grafik dari hazard function dengan
menggunakan software R.

5. Pola atau bentuk laju hazard dapat diduga
oleh (ݐ)′ߟ = 0 dan tanda dari koefisien-
koefisiennya.
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