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Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2017 diselenggarakan oleh Jurusan Matematika Fakultas Matematika
dan llmu Pengetahuan Alam (FMIPA) Universitas Lampung yang dilaksanakan pada tanggal 24 — 25
November 2017. Seminar terselenggara atas kerja sama Jurusan Matematika FMIPA, Lembaga Penelitian
dan Pengabdian Masyarakat (LPPM) Unila, dan Badan Pusat Statistik (BPS).

Peserta dari Seminar dihadiri lebih dari 160 peserta dari 11 institusi di Indonesia, diantaranya : Kementrian
Pendidikan dan Kebudayaan, Badan Pusat Statistik, Universitas Indonesia, Institut Teknologi Bandung,
Universitas Sriwijaya, Universitas Jember, Universitas Islam Negeri Sunan Gunung Djati, Universitas
Cendrawasih, Universitas Teknokrat Indonesia, Universitas Malahayati, dan Universitas Lampung. Dengan
jumlah artikel yang disajikan ada sebanyak 48 artikel hal ini merefleksikan pentingnya seminar nasional
metode kuantitatif dengan tema “pengunaan matematika, statistika dan computer dalam berbagai disiplin
ilmu untuk mewujudkan kemakmuran bangsa”.

Kami berharap seminar ini menjadi tempat untuk para dosen dan mahasiswa untuk berbagi pengalaman dan
membangun kerjasama antar ilmuan. Seminar semacam ini tentu mempunyai pengaruh yang positif pada
iklim akademik khususnya di Unila.

Atas nama panitia, kami mengucapkan banyak terima kasih kepada Rektor, ketua LPPM Unila, dan Dekan
FMIPA Unila serta ketua jurusan matematika FMIPA Unila dan semua panitia yang telah bekerja keras untuk
suksesnya penyelenggaraan seminar ini.

Dan semoga seminar ini dapat menjadi agenda tahunan bagi jurusan matematika FMIPA Unila®

Bandar Lampung, Desember 2017

Prof. Mustofa Usman,Ph.D

Ketua Pelaksana
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METODE ANALISIS HOMOTOPI PADA SISTEM PERSAMAAN
DIFERENSIAL PARSIAL LINEAR NON HOMOGEN ORDE SATU

Atika Faradilla, Suharsono S.
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Lampung, Bandar Lampung
JI. Prof. Dr. Sumantri Brojonegoro No. 1 Bandar Lampung. Telp 0721701609. Fax 0721702767
E-mail: atika.faradila@yahoo.com

ABSTRAK

Pada tahun 1992, Liao mengusulkan sebuah metode analisis untuk memecahkan masalah — masalah persamaan
maupun sistem persamaan, bernama metode analisis homotopi. Metode ini digunakan untuk memecahkan
masalah dengan langkah yang sesuai dan memudahkan penentuan konvergensi deret. Dalam beberapa tahun
belakangan ini, metode ini telah dengan sukses dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan berbagai persamaan
yang linear maupun tak linear dan yang homogen maupun non homogen. Untuk memahami lebih dalam
mengenai metode ini, maka penulis mencoba menerapkan metode analisis homotopi pada sistem persamaan
diferensial linear non homogen orde satu. Dengan menerapkan metode analisis homotopi ke dalam sistem
persamaan diferensial parsial linear non homogen u,— v, —(u—v) =-2, v,+u,—(u—v)=-2
dengan syarat awal u(x,0) = 1 + e* dan v(x,0) = —1 + €%, didapatkan solusi homotopi yang konvergen ke
solusi u(x,t) = 1 + e**t dan v(x,t) = —1 + e*t apabila nilai h = —1.

Kata kunci: metode analisis homotopi, persamaan linear non homogen, sistem persamaan diferensial
parsial

1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial parsial dapat dijumpai dalam kaitan dengan berbagai masalah fisik dan geometris bila
fungsi yang terlibat tergantung pada dua atau lebih peubah bebas. Tidak berlebihan jika dikatakan bahwa hanya
sistem fisik yang paling sederhana yang dapat dimodelkan dengan persamaan diferensial biasa, sedangkan
masalah-masalah yang lebih rumit, seperti topik-topik dalam fisika lanjut, harus dimodelkan dengan persamaan

diferensial parsial.

Kenyataannya, persamaan — persamaan tersebut sulit untuk dipecahkan dengan penyelesaian persamaan
diferensial parsial analitik biasa. Sehingga dikembangkan berbagai metode yang dapat menyelesaikan
persamaan diferensial parsial ini, seperti metode pemisahan variabel, metode transformasi Laplace, metode

transformasi Fourier, metode beda hingga, metode garis, dan sebagainya.

Pada tahun 1992, Liao mengusulkan sebuah metode dalam disertasi PhD-nya, bernama metode analisis
homotopi. Metode ini kemudian dimodifikasi lebih lanjut pada tahun 1997 untuk memperkenalkan parameter
untuk membangun homotopi pada sistem diferensial dalam bentuk umum. Dalam beberapa tahun belakangan
ini, metode ini telah dengan sukses dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan berbagai persamaan maupun

sistem persamaan linear maupun tak linear dan yang homogen maupun non homogen.

Metode analisis homotopi ini digunakan untuk memecahkan masalah dengan langkah yang sesuai dan
memudahkan penentuan konvergensi deret. Selain itu, metode analisis homotopi tidak bergantung pada besar
kecilnya parameter. Kenyataannya adalah metode homotopi lebih mudah digunakan dalam menyelesaikan
masalah yang sulit. Berdasarkan hal- hal tersebut, maka penulis mencoba menerapkan metode analisis homotopi

pada sistem persamaan diferensial linear non homogen.
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Misalkan diberikan suatu sistem persamaan linear non homogen u;— v, — (U —v) = =2, Uy — U, —
(u — v) = —2. Dengan kondisi awal u(x,0) =1+ e* dan v(x,0) = —1 + e*. Untuk menyelesaikan sistem

persamaan tersebut, maka akan digunakan metode analisis homotopi.

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menjelaskan tentang metode analisis homotopi.

2. Menerapkan metode analisis homotopi pada sistem persamaan diferensial parsial linear non homogenu, —
vn—(Uu—v)==-2,v,—u, — (u—v) =-2.

3. Menyelesaikan sistem persamaan diferensial parsial linear non homogen

u; — v — (u—v) =-2,v, —u, — (u—v) = —2 hingga diperoleh solusinya.

2. LANDASAN TEORI

Konsep Dasar Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang memuat turunan terhadap satu atau lebih dari variabel-
variabel bebas. Berdasarkan jumlah variabel bebasnya persamaan differensial dibagi dalam dua kelas, yaitu
persamaan differensial biasa (PDB) dan persamaan differensial parsial (PDP). Jika turunan fungsi itu hanya
tergantung pada satu variabel bebas, maka disebut persamaan differensial biasa. Sedangkan, jika turunan fungsi

itu tergantung pada lebih dari satu variabel bebasdisebut persamaan differensial parsial[1].

2.2 Deformasi

Deformasi adalah perubahan bentuk sebuah benda dari kondisi semula ke kondisi terkini.Makna dari "kondisi"
dapat diartikan sebagai serangkaian posisi dari semua partikel yang ada di dalam benda tersebut.Sebagai contoh
sebuah lingkaran dapat dideformasikan secara kontinu menjadi elips, dan bentuk dari cangkir kopi dapat

dideformasikan secara kontinu menjadi bentuk donat.

Gambar 1. Deformasi kontinu dari solusi y(x; q) dari persamaan (1)
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Keterangan
iq =
q=1/4
q=1/2 _—— =
gq=1 _——

Misalkan terdapat suatu persamaan

e(q): (1+3q)x% + v 1, q € [0,1] 1)

(143q)
Dengan g € [0,1] adalah parameter homotopi.
Jika g = 0, maka akan didapat persamaan lingkaran
g x2+yt=1 )
Yang solusinya merupakan lingkaran y = + V1 — x2 . Jika ¢ = 1, maka didapat persamaan elips
g 4x?P+y?/4a=1 3)

Yang solusinya merupakan elips y = + 2v1 — 4x2.

Sehingga, seiring dengan bertambahnya parameter homotopi g dari 0 ke 1, persamaan (1) berubah secara

kontinu dari persamaan lingkaran g, menjadi persamaan elips &;, sementara solusinya ydeformasi secara
kontinu dari lingkaran y = + V1 — x? menjadi elips y = + 2v1 — 4x?, seperti dapat dilihat dalam Gambar 1.

Maka, solusi y dari (1) tidak hanya bergantung kepada x tapi juga bergantung kepada q € [0,1], sehingga

persamaan (1) dapat ditulis dengan lebih tepat sebagai

2(,.
e(@): (L+3qx? + 50 =1, qeo1] (4)

Yang mendefinisikan dua homotopi: pertama, homotopi dari persamaan

e(q@): g~ & (5)
Dimana €, dan &, secara berturut — turut dinotasikan dalam (2) dan (3). Yang kedua adalah homotopi dari fungsi
Yt q) = + VI— 22~ + 2V1—4x? (6)

Dengan kata lain, solusi y(x; q) dari (4) juga merupakan homotopi. Deformasi kontinu secara lengkap telah
dinotasikan dalam (4). Untuk lebih sederhananya, (4) dapat disebut sebagai deformasi orde — nol. Konsep yang
sama dapat diterapkan kedalam berbagai jenis persamaan lainnya, seperti persamaan diferensial, persamaan

integral, dan lain — lain [2].

2.3Metode Analisis Homotopi
Misalkan terdapat persamaan differensial berikut,

Ni[z;(x, )] =0 ;i=12,..,n @)
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denganh; adalah operator nonlinear yang mewakili seluruh persamaan, x dan t adalah variabel bebas dan
z;(x,t) adalah fungsi yang tidak diketahui. Dengan cara mengeneralisasi metode homotopi sederhana, Liao

menyusun persamaan deformasi orde nol.

(1 —q) L[piCx, t;q) — zo(x, t)] = q BiN; [¢i(x, £ @)] (8)
Untukq € [0,1] adalah parameter homotopi, h; adalah fungsi taknol tambahan, L adalah operator linear
tambahan, z; ,(x, t) adalah syarat awal dari z;(x,t) dan ¢(x,t; q) adalah fungsi yang tidak diketahui. Penting
untuk diingat bahwa, bebas untuk memilih objek tambahan seperti h;dan L pada metode analisis homotopi.

Terlihat jelas bahwa saat ¢ = 0 dan g = 1, keduanya menghasilkan

¢i(x,t;0) = z;o(x, t) dan ¢;(x, t;1) = z(x,t) 9)

Maka, seiring dengan bertambahnya nilaiq dari 0 ke 1, solusi ¢;(x, t; g)berubah dari syarat awal z; ,(x,t) ke

solusiz; (x, t). Mengekspansikang; (x, t; g)ke dalam deret Taylor terhadap g, akan menghasilkan

¢i(x,t;q) = 206, t) + X321 Zim(x, )™ (10)
dengan
1 6M¢i(x,t;q)
ZL,m m! 6qm q=0 ( )

Jika operator linear tambahan, syarat awal, parameter tambahan h;, dan fungsi tambahan dipilih dengan benar,
maka deret pada persamaan (10) konvergen keq = 1 dan
P, ;1) = z0(, ) + Xh21zim(x, 1) (12)
Yang merupakan salah satu dari solusi — solusi persamaan nonlinear, seperti yang telah dibuktikan oleh Liao.
Jika h; = —1, persamaan (8) menjadi
(1= q) L[, t59) — 2o (x, )] + g N; [pi(x,t;9)] = 0 (13)

Yang merupakan persamaan yang paling sering digunakan dalam metode analisis homotopi.

Berdasarkan (11), persamaan tersebut dapat di deduksi dari persamaan deformasi orde nol (8). Didefinisikan
vektor

ZT; = {Zi,O(xl t)lzi,l(xl t)' ---:Zi,n(x' t) } (14)
Mendiferensialkan (8) sebanyak m kali terhadap parameter homotopiq dan substitusikang = 0 dan akhirnya

membaginya dengan m!, maka diperoleh persamaan deformasi orde ke- m.

L [Zi,m(x' t) — szi,m—l(x: t)] = hiRi,m( Zym-1 ) (15)
untuk
——\ _ 1 §MINi[¢i(xtiq)]
Ri,m(zl,m—l) - (m-1)! Sqm_l q=0 (16)
dan

_{0, m<1
Im=11, m>1
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Perhatikan bahwa z; ,,, (x, t)(m = 1)berdasarkan persamaan linear (15) dengan kondisi batas linear yang didapat

dari masalah awalnya [3].

3. METODOLOGI PENELITIAN

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan operator linear L dan mengkontruksikan persamaan deformasi orde ke-nol.

2. Menentukan rangkaian solusi dari komponen yang telah diperoleh melalui perkiraan awal jika q=0, dan
g=1.

3. Mengkontruksikan persamaan deformasi orde-m.

4. Menentukan solusi persamaan deformasi pada persamaan yang diperoleh dari langkah ke (3) untuk setiap m
=1,2,...1n

5. Mensubtitusikan hasil ini ke dalam deret homotopi, sehingga diperoleh solusi homotopi.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Diberikan suatu sistem persamaan linear tak homogen

U— v, —(U—v)=-2 @an
Vet u, —(u—v)=-2 (18)

dengan syarat awal
u(x,0) =1+e* danv(x,0) = -1+ e* (19)

Untuk menyelesaikan sistem (1) — (3) dengan metode analisis homotopi, maka dipilih

Up(x,0) =1+ e* dan vy(x,0) = -1+ e”~.

Didefinisikan operator linear sebagai berikut

LIy (x, t; )] = 224 (20)
untuk

Dan c;(i = 1,2) merupakan konstanta integral.

Selanjutnya, berdasarkan sistem (1) dan (2) didefinisikan sistem operator nonlinear sebagai berikut.

6(1)1(xl t’ Q) _ 6(1)2 (xl tl Q)

Nl [(l)i(x’ tl Q)] = - (bl(xl tl Q) + cl)z(x; tl Q) +2

ot Ox
a0, (x, t; 0d,(x, t;
Mol ety ) = 2220 ED | INEED g+ pantia) +2

Dengan menggunakan definisi diatas, dikonstruksikan persamaan deformasi orde ke-0.
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(1 - (I) L[¢i(xf t; (I) - Zi,O(x! t)] =4q hiNi [¢i(x! G CI)] ’ i= 1:2 (22)

Sehingga, saat g = 0 dangq =1,
(l)l(x! t! 0) = Zl,O(x! t) = uO(x! t)! d)l(x; t; 1) = u(x! t);

d)Z(xv tv 0) = ZZ,O(x! t) = Vo(xv t)! Cl)z(x, t: 1) = U(x! t)!

Maka, seiring dengan bertambahnya nilai g dari 0 ke 1, solusi ¢;(x, t; q) berubah dari syarat awal z; ,(x, t) ke

solusiz; (x, t). Kemudian jika ¢;(x, t; q) diekspansikan ke dalam deret Taylor terhadap g, akan menghasilkan

+00
i, 60) = Zip(6 ) + ) Zim(x O™

m=1
untuk

16Mpi(x,t;q)
Am =T sqm

q=0

Jika, syarat awal dan parameter tambahan h;, dipilih dengan benar, maka deret diatas akan konvergen ke q = 1,

sehingga

+00
U0 = 2O+ ) )

m=1

+o0
V) = 20000 + ) Zpm(0)
m=1

Yang mana merupakan salah satu dari solusi — solusi persamaan nonlinear, seperti yang telah dibuktikan oleh

Liao. Sekarang didefinisikan vektor

m = { Zi,O(xl t), Zi,l(x) t), ey Zi,n(xl t) }

Sehingga, persamaan deformasi ke-m adalah

L[zim(x, ) = XmZim-1(6 )] = hiRim(Zims) (23)
Dengan syarat awal
Zim(x,0) =0 (25)
dan
Rl,m(m) = (Z1,m—1)t - (Zz,m—1)x = Zym-1t Zome1 +2—2xp
Rz,m(m) = (Zz,m—1)t + (Zl,m—l)x = Zim-1t Zomo1+2—2xp,
untuk

_{0, m<1
Im=11, m>1
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Sekarang, solusi dari persamaan deformasi orde ke-m (23) untuk m > 1 menjadi
Zi,m(x' t) = szi,m—l(x: t) + hi f(: Ri,m(zl,m—l) dr + Ci (26)

Dimana konstanta integral c;(i = 1,2) ditentukan oleh syarat awal (25).

Sehingga untuk h; = h didapatkan

Rl,l(m) = —e*
Zl’l(x, t) = _htex

Ry1(720) = €*
Z,1(x,t) = hte*
Rl,z(ﬁ,o}) = htex - hex

X

2

Rzlz(z_zlz) = htex + hex

z,(x,t) = — [2 —h(t—2)]

X

Z22(x,8) = —— [2+ h(t +2)]
242,%
R1,3(m) = —he* 4+ 2h*te* — h%e* — + hte*

X

6

z3(x,t) = — [6 —6h(t —2) + h%(t? — 6t + 6)]

242 ,x

> + hte*

R2,3(Z_2,;) = he* + 2h%te* + h%e* +

X

Zy5(x,t) = . [6 + 6h(t + 2) + h2(t? + 6t + 6)]
3t2e% RBt3e*
Ri4(7Z13) = —he* + 4h%te* — 2h%e* — + 3h3te® — h3e® — h%t2e* — h3t%e® + hte* +
X
Zy4(x,8) = — 57 [24 — 36h(t —2) + 12h?(t? — 6t + 6) — h3(t3 — 12t + 36t — 24)]
3+2,% 3t3ex
Ry 4(Zz3) = he® + 4h’te* + 2h%e™ + —+ 3h3te* + h3e* + h2t%e* + h3t%e* + hte* + -

X

Zy4(x,t) = o [24 + 36h(t +2) + 12R2(t? + 6t + 6) + h3(£3 + 12t + 36t + 24)]
. 9h3t2e*
Ri5(71s) = —he™ + 6h’te™ — 3h%e* — + 9h3te* — 3h3e* — 3h*t%e* + 4h*te® — h*e*
2h*t3e” + hte* 3h%t2e* hitte* N h3t3e*
€ 2 24 2

X

120
+ h*(t* — 203 + 120t% — 240t + 120)]

z5(x,t) = — [120 — 240h(t — 2) + 120h%(t%> — 6t + 6) — 20h3(t3 — 12t + 36t — 24)
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9h3t2e* 2h*t3e*
Ry5(z2,) = he* + 6h*te™ + 3h%e™ + —+ 9h3te* + 3h3e* + 3h*t%e* + 4h*te* + h*e™ + —

3h%t%e* h*tte* N h3t3e*
24 2

+ hte* +

X

170 [120 + 240h(t + 2) + 120h2?(t? + 6t + 6) + 20h3(t3 + 12t% + 36t + 24)

ZZ,S (X, t) =

+ h*(t* + 20t3 + 120t2 + 240t + 120)]

Selanjutnya, deret solusi dengan menggunakan metode HAM dapat dituliskan dalam bentuk
u(x, t) = Zl’o(x, t) + Zl‘l(x, t) + lez(x, t) + Z1’3(x, t) + 21‘4(x, t) + Zl‘s(x, t) + cey

v(x, t) = ZZ’O(X, t) + Zzll(x, t) + ZZ‘Z(X, t) + Zz‘g(x, t) + 22’4()(, t) + Zzls(x, t) + °y

Dalam kasus h = —1,

Zig(x,t) =1+e*

z14(x,t) = te
t2e*  tle*
Zl,Z(xit) = 2 = 21
t3e* t3e*
z13(x,t) = 3 = 30
tte*  tte*
z14(x,t) = o4 4l
Sex tsex
Zl,S(x' t) = 120 = 5]

Zzlo(x, t) = _1 + ex

Zy,(x,t) = —te®
t?e®  t2e*
Zy,(x,t) = 2 T T
t3e* t3e*
Zy3(x,t) = — 6 - T a
tte®  tte*
Z24(08) = 3=
tSe* t5e*
256D = o5 = 50

Sehingga, deret solusinya dapat dituliskan sebagai

2 3 4 5
u(x,t) =1+e* t+t—+t—+t—+t—+'-~
’ 21 3! 4! 5! ’

t2 3 ottt ¢
ZTRETIAT] )

v(x,t)=—1+ex(—t+—— _§+...

51



Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2017
ISBN No. 978-602-98559-3-7

t?2  t3 ottt t2  t3  t* ¢S .

Karenae! =t+—+—+—+—+-- dan e"t* = —t + — ——+ — — — + ---, maka solusi tersebut konvergen
2! 3! 4! 5! 2! 3! 4! 5!

ke solusi eksak-nya, yaitu

u(x,t) =1+ e*tdanv(x,t) = -1+ e**

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa solusi tersebut memenuhi persamaan (17) dan (18).
Untuk persamaan (17),

U— v —(uU—v)=-2

ettt — g¥t 1 — ¥t — 1 4 ¥t =2

—2 = —2 (Terbukti)

Untuk persamaan (18),

vetu, —(u—v)=-2

—e¥ Tt ¥t ] — ¥t 1 ¥t =2

—2 = —2 (Terbukti)

Sehingga, terbukti bahwa solusi u(x,t) = 1 + e**t dan v(x,t) = —1 + e*~* telah memenuhi sistem

persamaan tersebut.

5. SIMPULAN

Dengan menerapkan metode analisis homotopi ke dalam sistem persamaan diferensial parsial linear non
homogen u; — v, — (u —v) = -2, v; + u, — (u — v) = —2dengan syarat awalu(x, 0) = 1 + e*danv(x,0) =
—1 + e*, didapatkan solusi homotopi yang konvergen ke solusi u(x,t) = 1+ e**t dan v(x,t) = —1+e*t

apabila nilai h = —1.

Dalam karya tulis ini, metode analisis homotopi hanya diterapkan ke dalam sistem persamaan diferensial parsial
linear non homogen orde satu. Oleh karena itu, karya tulis ini diharapkan dapat digunakan sebagai referensi
dalam menerapkan metode analisis homotopi ke dalam sistem persamaan diferensial parsial lainnya yang lebih

rumit.
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