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Abstrak

Bilangan kromatik lokasi graf merupakan pengembangan dari konsep dimensi partisi

dan pewarnaan titik suatu graf. Banyaknya warna minimum pada pewarnaan lokasi

dari graf G disebut bilangan kromatik lokasi graf G. Pada paper ini dibahas tentang

bilangan kromatik lokasi graf split lintasan dan graf barbel split lintasan. Metode

yang digunakan untuk mendapatkan bilangan kromatik lokasi dari graf tersebut

adalah dengan menentukan batas atas dan batas bawahnya. Hasil yang diperoleh

bahwa bilangan kromatik lokasi dari graf split lintasan dan barbelnya adalah sama

yaitu 4.

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi, graf split lintasan, graf barbel split lintasan.

Abstract

The locating chromatic number of a graph extends the partition dimen-
sion and vertex coloring of a graph. The minimum number of locating
coloring of graph G is called the locating chromatic number of graph
G. This paper will discuss the locating chromatic number of path split
graph and barbell path split graph. The method used to obtain the locat-
ing chromatic number of the graph is to determine the upper and lower
bound. The results obtained are that the path split graph’s locating chro-
matic number and the barbell are the same, namely 4.

Keywords: locating-chromatic number of graph, path split graph, barbell path split
graph

1. Pendahuluan

Konsep pewarnaan graf muncul sebagai model dalam menyelesaikan permasalahan pe-
warnaan peta. Pada tahun 1852, Frederick Guthri (1833-1886), mahasiswa di University Col-
lege London, mengunjungi professor matematika, Augustus De Morgan (1806-1871), untuk
menyampaikan penemuan matematika dari kakak lelakinya, Francis Guthrie (1831-1899). Be-
liau mendapatkan konjektur empat warna (The Four Color Conjecture) yang menyatakan: Se-
mua negara di peta dapat diwarnai dengan menggunakan maksimal empat warna sedemikian
sehingga dua negara yang berbatasan mempunyai warna berbeda. Keinginan yang kuat dari
para matematikawan untuk menyelesaikan permasalahan empat warna tersebut menginspirasi
munculnya konsep pewarnaan daerah, titik, sisi, dan graf planar. Konsep inilah yang digunakan
untuk mewarnai graf secara umum.
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Bilangan kromatik lokasi graf yang diperkenalkan oleh Chartrand dkk. [2], pada tahun
2002 merupakan penggabungan dari konsep dimensi partisi graf [3] dan pewarnaan graf. Di-
mensi partisi graf merupakan pengembangan dari konsep dimensi metrik graf yang pertama
kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter [4] pada tahun 1976. Bayak aplikasi yang dapat
diterapkan menggunakan konsep dimensi metrik graf diantaranya adalah navigasi robotik [5],
optimisasi penempatan sensor kebakaran [6], dan klasifikasi data senyawa kimia [7]. Bilangan
kromatik lokasi suatu graf merupakan pengelompokan titik berdasarkan warnanya yang dise-
but kelas-kelas warna dengan syarat setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna
berbeda.

Berikut ini diberikan denisi bilangan kromatik lokasi graf yang diambil dari Chartrand
dkk. [2]. MisalkanG graf terhubung dan berhingga. Misalkan c suatu pewarnaan titik pada graf
G dengan c(u) 6= c(v) untuk setiap u, v bertetangga di G. Partisi Π = C1, C2, ..., Ck adalah
himpunan yang terdiri dari kelas - kelas warna Ci, 1 ≤ i ≤ k dari V (G) yang menginduksi
pewarnaan titik c. Jarak suatu titi v ke titik x dinotasikan dengan d(v, x) adalah panjang
lintasan terpendek dari kedua titik tersebut. Kode warna, cΠ(v) dari v adalah k-ordinat terurut
(d(v, C1), d(v, C2), ..., d(v, Ck)) dengan d(v, Ci) = min{d(v, x)|x ∈ Ci} untuk 1 ≤ i ≤ k. Jika
setiap titik di V (G) mempunyai kode warna yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi
dari graf G. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan lokasi disebut
bilangan kromatik lokasi dari G, dan dinotasikan dengan χL(G).

Kajian tentang bilangan kromatik lokasi pada suatu graf masih menarik hingga saat ini
karena belum terdapatnya suatu teorema yang dapat digunakan untuk menentukan bilangan
kromatik lokasi sebarang graf. Chartrand dkk. [2] telah berhasil menentukan bilangan kromatik
lokasi beberapa kelas graf, diantaranya pada graf lengkap, siklus, lintasan, dan pohon. Setahun
setelahnya Chartrand dkk. [8] telah mendapatkan graf berorde n berbilangan kromatik lokasi
(n − 1). Asmiati dkk. [9] telah berhasil mendapatkan bilangan kromatik lokasi amalgamasi
bintang. Kemudian Behtoei dkk. [10] berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi graf
kneser. Welyyanti dkk. [11] telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf dengan titik
dominan. Selanjutnya, Asmiati [12] telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi pada graf ulat
dan kembang api yang tidak seragam. Setahun kemudian, Asmiati [13] memperoleh bilangan
kromatik lokasi n amalgamasi bintang yang dihubungkan oleh suatu lintasan.

Hal menarik lainnya adalah karakterisasi graf berbilangan kromatik lokasi tertentu yang
telah dikaji oleh Chartrand dkk. [8]. Mereka telah mengkarakterisasi graf berbilangan kromatik
lokasi (n − 1) dan mengklasifikasi graf dengan batas atas bilangan kromatik lokasinya adalah
(n−2). Selanjunya Asmiati dan Baskoro [14] tahun 2012, telah berhasil mengkarakterisasi graf
memuat siklus berbilangan kromatik lokasi tiga. Baskoro dan Asmiati [15] telah menentukan
karakterisasi graf pohon berbilangan kromatik lokasi 3. Pada tahun 2017, Asmiati dkk. [16]
telah memperoleh karakterisasi graf Petersen berbilangan kromatik lokasi 4 atau 5.

Kajian bilangan kromatik lokasi dan variannya juga terus berkembang sampai saat ini.
Pada tahun 2018, Asmiati dkk. [17] telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi dari graf bar-
bel dengan graf pembentuknya adalah graf lengkap atau graf Petersen diperumum. Kemudian
Asmiati dkk. [18] juga telah berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi untuk subdivisi
dari graf barbel memuat graf Petersen diperumum. Pada graf origami, Irawan dkk. [19] telah
berhasil menentukan bilangan kromatik lokasinya dan menganalisis graf barbelnya. Irawan
dkk. [16] telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi dari subdivisi graf barbel yang memuat
graf origami. Selanjutnya, pada tahun 2021, Asmiati dkk. [20] telah berhasil menganalisis
bilangan kromatik lokasi graf shadow lintasan dan graf barbelnya. Prawinasti dkk. [21] telah
menentukan bilangan kromatik lokasi graf split siklus dan Damayanti dkk. [22] untuk bilangan
kromatik lokasi dari beberapa modifikasi graf lintasan dengan siklus.

Sejauh penelusuran literatur belum terdapat kajian tentang bilangan kromatik lokasi
dari graf split lintasan. Berdasarkan hal tersebut, maka pada paper ini didiskusikan tentang
bilangan kromatik lokasi dari graf split lintasan dan graf barbel split lintasan.
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Graf split lintasan yang dinotasikan dengan spl(Pn) adalah graf dengan himpunan titik
V (spl (pn)) = {ui, vi; 1 ≤ i ≤ n}, dan himpunan sisi E(spl(Pn)) = {uini+1; i ∈ [1, n − 1]} ∪
{viui+1; i ∈ [1, n−1]}. Graf barbel split lintasan Bspl(Pn) adalah graf sederhana yang diperoleh

dari tiruan graf split lintasan yang dihubungkan oleh suatu jembatan, yaitu sisi
(un+1

2
u′n+1

2

)
untuk n ganjil dan

(
un

2
u′n
2

)
untuk n genap, dengan himpunan titik tiruan graf splitnya adalah

{u′i, v′i ; 1 ≤ i ≤ n}.
Teorema berikut merupakan batas bawah dari bilangan kromatik lokasi graf yang telah

dibuktikan oleh Chartrand, dkk. [2].

Teorema 1.1 (Chartrand, dkk. [2]). Untuk setiap graf terhubung G berorde n ≥ 3 memenuhi
3 ≤ χL (G) ≤ n.

2. Hasil dan Pembahasan

Pada bab ini dibahas bilangan kromatik lokasi pada graf split lintasan yang dinotasikan
dengan spl(Pn) dan graf barbel dari graf split lintasan yang dinotasikan dengan Bspl(Pn).

2.1. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Split Lintasan. Pada bagian ini didiskusikan ten-
tang bilangan kromatik lokasi graf split lintasan, namun akan diberikan beberapa contoh pe-
nentuan bilangan kromatik lokasi pada graf split lintasan. Berikut ini diberikan contoh pe-
nentuan bilangan kromatik lokasi graf split lintasan spl (P6). Pertama, ditentukan terlebih
dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf split lintasan spl (P6). Karena graf
split lintasan spl(P6) berorde n ≥ 3, maka berdasarkan Teorema 1.1 membutuhkan sekurang-
kurangnya 3 warna. Andaikan c pewarnaan lokasi pada spl(P7) menggunakan 3 warna. Tanpa
mengurangi perumuman, misalkan c (u1) = c (v1) = 1 maka, {c (u2) , c (v2)} = {2, 3}. Aki-
batnya c (u3) = 1 dan cπ (u1) = cπ (u3), suatu kontradiksi. Oleh karena itu χL(spl(p6)) ≥ 4.
Selanjutnya, menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf split lintasan spl (P6).

Gambar 1. Pewarnaan lokasi minimum Spl(P6)

Misalkan c pewarnaan titik pada graf split lintasan spl (P6) menggunakan 4 warna den-
gan kelas-kelas warnanya adalah : C1 = {u1, v1}, C2 = {u2, u4, u6}, C3 = {u3, u5}, C4 =
{v2, v3, v4, v5, v6}. Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: cπ (u1) = (0, 1, 2, 1); cπ (u2) =
(1, 0, 1, 1); cπ (u3) = (2, 1, 0, 1); cπ (u4) = (3, 0, 1, 1); cπ (u5) = (4, 1, 0, 1); cπ (u6) = (5, 0, 1, 1);
cπ (v1) = (0, 1, 2, 2); cπ (v2) = (1, 2, 1, 0); cπ (v3) = (2, 1, 2, 0); cπ (v4) = (3, 2, 1, 0); cπ (v5) =
(4, 1, 2, 0); cπ (v6) = (5, 2, 1, 0). Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode
warna yang berbeda, maka c adalah pewarnaan lokasi. Akibatnya χL (Spl (P6)) ≤ 4. Jadi
χL (Spl (P6)) = 4.

Berikut ini diberikan contoh penentuan bilangan kromatik lokasi graf spl(P7). Karena
graf split lintasan spl(P7) berorde n ≥ 3, maka berdasarkan Teorema 1.1 membutuhkan
sekurang-kurangnya 3 warna. Andaikan c pewarnaan lokasi pada spl(P7). menggunakan 3
warna. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan c (u1) = c (v1) = 1 maka, {c (u2) , c (v2)} =
{2, 3}. Akibatnya c (u3) = 1 dan cπ (u1) = cπ (u3), suatu kontradiksi. Oleh karena itu
χL(spl(p6)) ≥ 4. Selanjutnya, menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf split
lintasan spl (P7).
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Gambar 2. Pewarnaan lokasi minimum Spl(P7)

Misalkan c pewarnaan titik yang diberikan dengan menggunakan 4 warna dengan kelas-
kelas warnanya yaitu: C1 = {u1, v1}, C2 = {u2, u4, u6}, C3 = {u3, u5, u7}, C4 = {v2, v3, v4, v5, v6, v7}.
Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: cπ (u1) = (0, 1, 2, 1); cπ (u2) = (1, 0, 1, 1); cπ (u3) =
(2, 1, 0, 1); cπ (u4) = (3, 0, 1, 1); cπ (u5) = (4, 1, 0, 1); cπ (u6) = (5, 0, 1, 1); cπ (u7) = (6, 1, 0, 1);
cπ (v1) = (0, 1, 2, 2); cπ (v2) = (1, 2, 1, 0); cπ (v3) = (2, 1, 2, 0); cπ (v4) = (3, 2, 1, 0); cπ (v5) =
(4, 1, 2, 0); cπ (v6) = (5, 2, 1, 0), dan cπ (v7) = (6, 1, 2, 0). Karena setiap titik pada graf terse-
but mempunyai kode warna yang berbeda, maka c adalah pewarnaan lokasi. Akibatnya
χL (Spl (P7)) ≤ 4. Jadi χL (Spl (P7)) = 4.

Teorema 2.1. Bilangan kromatik lokasi graf split lintasan spl(Pn) untuk n ≥ 3 adalah 4.

Bukti. Pertama-tama ditentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf spl(Pn).
Berdasarkan Teorema 1.1 χL (spl (Pn)) ≥ 3. Andaikan c pewarnaan lokasi pada spl(Pn)
menggunakan 3 warna. Tanpa mengurangi perumuman, misalkan c (u1) = c (v1) = 1 maka,
{c (u2) , c (v2)} = {2, 3}. Akibatnya c (u3) = 1 dan cπ (u1) = cπ (u3), suatu kontradiksi. Jadi,
χL (spl (Pn)) ≥ 4.

Selanjutnya, untuk menetukan batas atas dari graf spl(Pn). Misalkan c pewarnaan titik meng-
gunakan 4 warna sebagai berikut :

c(ui) =


1, untuk i = 1;

2, untuk i = 2n, n ≥ 1;

3, untuk i = 2n+ 1, n ≥ 1.

c(vi) =

{
1, untuk i = 1;

4, untuk i > 1.

Kode warna dari (Spl (Pn)) adalah:

cπ(ui) =



i− 1, ordinat ke-1, untuk i ≥ 1;

0, ordinat ke-2, untuk i genap, 2 ≤ i ≤ n;

0, ordinat ke-3, untuk i ganjil, 3 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-3, untuk i = 1;

1, lainnya.

cπ(vi) =



i− 1, ordinat ke-1, untuk i ≥ 1;

0, ordinat ke-4, untuk i ≥ 2;

2, ordinat ke-2, untuk i genap, 2 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-3, untuk i ganjil, 3 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-4, untuk i =;

1, lainnya.
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Karena semua titik di V (Spl (Pn)) untuk n ≥ 3 memiliki kode warna yang berbeda,
maka c merupakan pewarnaan lokasi menggunakan 4 warna. Akibatnya χL (Spl (Pn)) ≤ 4.
Oleh karena itu χL (Spl (Pn)) = 4. �

2.2. Bilangan Kromatik Lokasidari Graf Barbel yang memuat Split Lintasan. Berikut
ini diberikan contoh penentuan bilangan kromatik lokasi graf Bspl(P6) akan ditentukan ter-
lebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf. Karena graf barbel split lin-
tasan Bspl(P6) memuat graf split lintasan spl(Pn), maka berdasarkan Teorema 2.1 jelas bahwa

χL
(
Bspl(P6)

)
≥ 4. Selanjutnya, menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Bspl(P6)

sebagai berikut:

Gambar 3. Pewarnaan lokasi minimum Bspl(P6)

Misalkan c pewarnaan titik yang diberikan dengan menggunakan 4 warna dengan kelas-
kelas warnanya adalah: C1 = {u1, u

′
1, v1, v

′
1}, C2 = {u2, u4, u6, u

′
3, u

′
5}, C3 = {u3, u5, v

′
2, v

′
3, v

′
4, v

′
5, v

′
6},

C4 = {v2, v3, v4, v5, v6, u
′
2, u

′
4, u

′
6}. Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: cπ (u1) =

(0, 1, 2, 1); cπ (u2) = (1, 0, 1, 1); cπ (u3) = (2, 1, 0, 1); cπ (u4) = (3, 0, 1, 1); cπ (u5) = (4, 1, 0, 1);
cπ (u6) = (5, 0, 1, 1); cπ (v1) = (0, 1, 2, 2); cπ (v2) = (1, 2, 1, 0); cπ (v3) = (2, 1, 2, 0); cπ (v4) =
(3, 2, 1, 0); cπ (v5) = (4, 1, 2, 0); cπ (v6) = (5, 2, 1, 0); cπ (u′1) = (0, 2, 1, 1); cπ (u′2) = (1, 1, 1, 0);
cπ (u′3) = (2, 0, 1, 1); cπ (u′4) = (3, 1, 1, 0); cπ (u′5) = (4, 0, 1, 1); cπ (u′6) = (5, 1, 1, 0); cπ (v′1) =
(0, 2, 2, 1); cπ (v′2) = (1, 1, 0, 2); cπ (v′3) = (2, 2, 0, 1); cπ (v′4) = (3, 1, 0, 2); cπ (v′5) = (4, 2, 0, 1);
cπ (v′6) = (5, 1, 0, 2). Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna yang
berbeda, maka c adalah pewarnaan lokasi. Akibatnya χL

(
Bspl(P6)

)
≤ 4. Jadi χL

(
Bspl(P6)

)
=

4.

Selanjutnya, diberikan contoh penentuan bilangan kromatik lokasi graf Bspl(P7) akan
ditentukan terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf Bspl(P7). Karena graf
barbel split lintasan Bspl(P7) memuat graf split lintasan spl(Pn), maka berdasarkan Teorema 2.1

membutuhkan sekurang-kurangnya 4 warna. Oleh karena itu χL
(
Bspl(P7)

)
≥ 4. Selanjutnya,

menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Bspl(P7) seperti pada Gambar 4.

Misalkan c pewarnaan titik menggunakan 4 warna dan kelas-kelas warnanya adalah:
C1 = {u1, u

′
1, v1, v

′
1}, C2 = {u2, u4, u6, u

′
3, u

′
5, u

′
7}, C3 = {u3, u5, u7, v

′
2, v

′
3, v

′
4, v

′
5, v

′
6, v

′
7}, C4 =

{v2, v3, v4, v5, v6, v7, u
′
2, u

′
4, u

′
6}.Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: cπ (u1) = (0, 1, 2, 1);

cπ (u2) = (1, 0, 1, 1); cπ (u3) = (2, 1, 0, 1); cπ (u4) = (3, 0, 1, 1); cπ (u5) = (4, 1, 0, 1); cπ (u6) =
(5, 0, 1, 1); cπ (u7) = (6, 1, 0, 1); cπ (v1) = (0, 1, 2, 2); cπ (v2) = (1, 2, 1, 0); cπ (v3) = (2, 1, 2, 0);
cπ (v4) = (3, 2, 1, 0); cπ (v5) = (4, 1, 2, 0); cπ (v6) = (5, 2, 1, 0); cπ (v7) = (6, 1, 2, 0); cπ (u′1) =
(0, 2, 1, 1); cπ (u′2) = (1, 1, 1, 0); cπ (u′3) = (2, 0, 1, 1); cπ (u′4) = (3, 1, 1, 0); cπ (u′5) = (4, 0, 1, 1);
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Gambar 4. Pewarnaan lokasi minimum Bspl(P7)

cπ (u′6) = (5, 1, 1, 0); cπ (u′7) = (6, 0, 1, 1); cπ (v′1) = (0, 2, 2, 1); cπ (v′2) = (1, 1, 0, 2); cπ (v′3) =
(2, 2, 0, 1); cπ (v′4) = (3, 1, 0, 2); cπ (v′5) = (4, 2, 0, 1); cπ (v′6) = (5, 1, 0, 2); cπ (v′7) = (6, 2, 0, 1).
Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna yang berbeda, maka c adalah
pewarnaan lokasi. Akibatnya χL

(
Bspl(P7)

)
≤ 4. Jadi χL

(
Bspl(P7)

)
= 4.

Teorema 2.2. Bilangan kromatik lokasi graf barbel split lintasan, Bspl(Pn) untuk n ≥ 3 adalah
4.

Bukti. GrafBspl(Pn) memuat graf spl (Pn), maka berdasarkan Teorema 2.1 diperoleh χL(Bspl(Pn)) ≥
4.

Misalkan c adalah pewarnaan titik pada Bspl(Pn) mengunakan 4 warna sebagai berikut:

c(ui) =


1, untuk i = 1;

2, untuk i = 2n, n ≥ 1;

3, untuk i = 2n+ 1, n ≥ 1.

c(u′i) =


1, untuk i = 2n+ 1;

2, untuk i = 2n+ 1;

4, untuk i = 2n.

c(vi) =

{
1, untuk i = 1;

4, untuk i > 1.

c(vi) =

{
1, untuk i = 1;

3, untuk i > 1.

Kode warna titik-titik dari Bspl(Pn) adalah:

cπ(ui) =



i− 1, ordinat ke-1, untuk i ≥ 1;

0, ordinat ke-2, untuk i genap, 2 ≤ i ≤ n;

0, ordinat ke-3, untuk i ganjil, 3 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-3, untuk i = 1;

1, lainnya.

4

6
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cπ(u′i) =



i− 1, ordinat ke-1, untuk i ≥ 1;

0, ordinat ke-2, untuk i genap, 3 ≤ i ≤ n;

0, ordinat ke-4, untuk i ganjil, 2 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-2, untuk i = 1;

1, lainnya.

cπ(vi) =



i− 1, ordinat ke-1, untuk i ≥ 1;

0, ordinat ke-4, untuk i > 2;

2, ordinat ke-2, untuk i genap, 2 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-3, untuk i ganjil, 3 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-4, untuk i = 1;

1, lainnya.

c(vi) =



i− 1, ordinat ke-1, untuk i ≥ 1;

0, ordinat ke-3, untuk i > 1;

2, ordinat ke-2, untuk i genap, 3 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-3, untuk i ganjil, 2 ≤ i ≤ n;

2, ordinat ke-4, untuk i = 1;

1, lainnya.

Karena semua titik di V
(
Bspl(Pn)

)
untuk n ≥ 3 mempunyai kode warna yang berbeda,

maka c merupakan pewarnaan lokasi menggunakan 4 warna. Akibatnya χL
(
Bspl(Pn)

)
≤ 4.

Oleh karena itu χL
(
Bspl(Pn)

)
= 4. �

3. Simpulan

Pada penelitian telah diperoleh bahwa bilangan kromatik lokasi untuk graf split lintasan
dan graf barbel split lintasan adalah sama, yaitu 4. Penelitian lanjutan yang dapat dilakukan
adalah menentukan operasi lain pada graf split lintasan yang mempertahankan bilangan kro-
matik lokasinya.
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