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Abstrak

Diberikan sebarang ring R dan semigrup S. Ring semigrup R[S] adalah himpunan semua fungsi f
dari S ke R dengan supp(f) berhingga yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan pergandaan
yang sama pada ring polinomial R[X]. Di sisi lain, ring matriks M, (R) adalah himpunan semua matriks
atas ring R berukuran n X n yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian matriks. Di
dalam penelitian ini, didefinisikan ring matriks M,,(R;[S;]) dan M,,(R,[S;]) dengan R{, R, ring dan S, S,
semigrup. Selain itu, didefinisikan pemetaan 7 dari M,,(R,[S;]) ke M,(R,[S,]) dengan menggunakan
homomorfisma semigrup 6:S; — S, dan homomorfisma ring u: R; = R,. Selanjutnya, dibuktikan t
merupakan homomorfisma ring. Lebih lanjut, diberikan syarat cukup agar T merupakan monomorfisma.

Kata Kunci: ring semigrup, homomorfisma semigrup, homomorfisma ring, matriks atas ring, ring
matriks.

Abstract

Let R be a ring, and S be a semigroup. The semigroup ring R[S] is the set of all functions f from S
to R with finite supp(f), which is completed with the same addition and multiplication operations on the
polynomial ring R[X]. On the other hand, the matrix ring M, (R) is the set of all matrices on the ring R of
size n X n equipped with addition and matrix multiplication operations. In this research, the matrix rings
M, (R{[S1]) and M, (R,[S,]) are constructed with Ry, R, are rings, and S,S, semigroups. In addition, a
mapping T from M, (R,[S1]) to M,,(R,[S,]) is defined using semigroup homomorphism §:S; - S, and
ring homomorphism u: Ry = R,. Furthermore, it is proved that T is a ring homomorphism. Moreover,
sufficient conditions are given for T to be a monomorphism.

Keywords: semigroup rings, semigroup homomorphisms, ring homomorphisms, a matrix over rings,
matrix rings.

1 Pendahuluan

Di dalam [1] telah dijelaskan bahwa matriks adalah susunan objek-objek matematika
dalam baris dan kolom yang berbentuk persegi panjang yang diapit oleh kurung siku atau kurung
biasa. Objek-objek matematika ini biasa disebut entri-entri. Jika entri-entri matriks merupakan
anggota dari suatu ring, maka matriks tersebut disebut matriks atas ring [2]. Beberapa penelitian
terkait matriks atas ring dapat dilihat pada [3-6]. Suatu ring didefinisikan sebagai himpunan tak
kosong yang dilengkapi dua operasi biner dan memenuhi beberapa aksioma [7]. Contoh ring

yang sudah dikenal diantaranya ring polinomial R[X] dan ring deret pangkat R[[X]] [8]. Ring
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polinomial R[X] dapat dipandang sebagai himpunan semua fungsi f dari semigrup NU{0} ke
ring R dengan supp(f) = {s € NU{0}|f(s) # 0} berhingga yang dilengkapi dengan operasi
penjumlahan fungsi dan pergandaan konvolusi. Selanjutnya, Gilmer [9] memperumum ring
polinomial R[X] dengan cara mengeneralisasi semigrup NU{0} menjadi sebarang semigrup S.
Ring ini selanjutnya disebut ring semigrup dan dinotasikan dengan R[S]. Beberapa penelitian
terkait ring semigrup dapat dilihat pada [10-12].

Himpunan semua matriks berukuran n X n atas ring R yang dinotasikan dengan M, (R)
merupakan suatu ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian matriks. Ring ini selanjutnya
disebut ring matriks. Salah satu konsep penting di dalam struktur ring adalah homomorfisma
ring, yaitu suatu pemetaan dari ring ke ring yang mempertahankan operasi biner pada ring-ring
tersebut. Di dalam [13], telah dikaji tentang homomorfisma ring matriks ¢ dari M, (R,) ke
M, (R,) yang didefinisikan oleh a([aij]) = [u(aij)] untuk setiap a;; € R; dengan u:R; - R,
merupakan homomorfisma ring. Dalam perkembangannya, beberapa penelitian terkait
homomorfisma ring matriks dapat dilihat pada [14-16]. Konstruksi homomorfisma ring matriks
ini, memberikan motivasi untuk mengkaji homomorfisma ring pada ring matriks atas ring
semigrup. Oleh karena itu, pada penelitian ini dikonstruksi ring matriks atas ring semigrup
M, (R,[S;1]) dan M,,(R,[S,]) dengan R, R, adalah ring dan S;, S, adalah semigrup. Selanjutnya,
didefinisikan suatu pemetaan t dari M,(R,[S;]) ke M,(R,[S;]) dengan menggunakan
homomorfisma semigrup §:S5; = S, dan homomorfisma ring u:R; = R,.  Kemudian
ditunjukkan T merupakan homomorfisma ring matriks. Selain itu, diberikan syarat perlu dan

cukup agar T merupakan monomorfisma.

2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan di dalam penelitian ini adalah studi literatur berupa buku-buku dan
jurnal-jurnal imiah, khususnya terkait teori semigrup, teori ring, teori homomorfisma semigrup,
teori homomorfisma ring, teori ring polinomial, teori ring semigrup, teori matriks atas ring, dan
teori homomorfisma matriks atas ring.

Penelitian ini dilakukan dengan langkah-langkah sebagai berikut:
1) Menentukan ring R, dan R, serta semigrup S; dan S,.
2) Mendefinisikan ring semigrup R,[S;] dan R,[S,].
3) Mendefinisikan ring matriks atas ring semigrup M,,(R;[S;]) dan M,,(R,[S]).
4) Mengkonstruksi homomorfisma semigrup §:S; — S, dan homomorfisma ring u: Ry = R,.

5) Mendefinisikan pemetaan t: M,,(R,[S;]) = M,,(R,[S,]) dengan T([fl-j]) = [uo fij° 5§71
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untuk setiap f;; € M, (R{[S]).
6) Membuktikan pemetaan T merupakan homomorfisma ring

7) Menentukan syarat cukup T merupakan monomorfisma.

3  Hasil dan Pembahasan
Diberikan ring R; dan R, serta semigrup S; dan S, terhadap operasi penjumlahan,
sehingga dapat dikonstruksi ring semigrup R;[S;] dan R, [S,], yaitu himpunan
Ry[S1] = {f:S1 = Ry|supp(f) berhingga} (1)
dan
R[S;] = {a:S; = R,|supp(a) berhingga} (2)
dengan supp(f) = {s € S;|f(s) # 0} dan supp(a) = {t € S,|a(t) # 0}, yang dilengkapi operasi
penjumlahan fungsi
F+p6)=f()+g9(s) dan  (a+p)@) =al®)+p() 3)

dan operasi perkalian fungsi

(f9)(s) = Lxty=s f(x)g(y) dan  (aB)(t) = Zlﬂgt fwg ), (4)

X,Y€Sy

untuk setiap s € Sy, f,g € R1[S;] dant € S,, a, B € R,[S,].

Selanjutnya dikonstruksi ring matriks M, (R,[S;]) dan M,,(R,[S,]), yaitu himpunan

semua matriks berukuran n X n atas ring semigrup R;[S;] dan R,[S;]:

M, (Ri[S1D) = {[fij]|f;j € RalS:1;0) = 1,2,-++,n} (5)
dan
My (Ry[S,D) = {[ai;]|aij € Ra[S2);0,) = 1,2,-++,m} (6)
yang dilengkapi operasi penjumlahan matriks
[fis] + [94] = [fyy + 9] dan  [ay] + [By] = o + Bij] (7)
dan operasi perkalian matriks
[fillgis] = [hyj] dan  [ay[By] = [vi]. (8)

dengan h; =Zﬁ=1fikgkj dan vy, =y, ayf,; , untuk setiap [£ij] [9:7] € Mn(R1[S1]) dan

[aij], [Bi;] € Mn(R,[S,D).

Selanjutnya, diberikan homomorfisma semigrup 4:S5; = S, dan homomorfisma ring

U: Ry = R,. Sebelum membuktikan hasil utama penelitian ini, diperlukan dua lema berikut.
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Lema 1  Diberikan ring semigrup R{[S;] dan R,[S,]. Jika diberikan isomorfisma semigrup
5:5; = S, dan homomorfisma ring p:Ry = Ry, maka po (f +g)ed 1= (uofod™ )+
(wogoddanpo(fg)ed™ = (uofod )(uogod™) untuk setiap f,g € Ry[S1].

Bukti Untuk setiap t € S,, uo (f+g) o6 () =u ((f + g)(5"1(t))). Berdasarkan operasi
penjumlahan (3) didapat pu ((f + g)(5"1(t))) =pu (f(&‘l(t)) + g(5"1(t))). Karena u

homomorfisma ring, diperoleh u (f(&‘l(t)) + g(5"1(t))) =pu (f(&‘l(t))) +u (g(&‘l(t))).
Oleh karena itu, o (f + g) o867 1(t) = (uo fo 8 1)(t) + (uo f o571)(t). Dengan kata lain
terbuktipgo (f+ g)od t=(uofod D)+ (uogeds™).

Selanjutnya, untuk setiap t € Sy, uo (fg) o 6 1(t) = u ((fg)(5"1(t))). Berdasarkan operasi

perkalian (4) didapat u ((f (6 _1(t))) =u (Zx+y=5—1(t) f(x) g(y)). Karena yu homomorfisma

X,Y€Sy

ring, diperoleh
U(Zxry=s-10 F)ID)) = Tay=s-10 K(F (D GD)) = Zray=s-100 (f ())u(9 ().

X,YES1 X,YES,1
Karena § isomorfisma semigrup, terdapat u,v € S, sehingga § 1(u) = x dan §71(v) = y.

Akibatnya,
Yrry=s-10) K(FO))(9 () = Ts-10uy+8-1)=5-16) ¥ (f(5_1(u))) I (g (5_1(17)))-

X,YES1

Oleh karena itu,

o (fg)od () = ysp=t(uo fod™ W (uogoed™ W) = (uofod )(uogeds ().
Dengan kata lain terbukti o (fg) o8 = (uo fo 8 H(uogos™). [

Selanjutnya, eksistensi a € R,[S,] dengan a@ = p o f o §71, diberikan pada lema berikut.

Lema 2  Diberikan ring semigrup R{[S1] dan R,[S,|. Jika diberikan isomorfisma semigrup
6:S, = S, dan homomorfisma ring u:Ry = R,, maka untuk setiap f € R,[S;] terdapat a €
R,[S;] dengan a = po f o871

Bukti Untuk membuktikan terdapat @ € R,[S,] dengan a = po f o §71, cukup ditunjukkan
supp(a) berhingga. Jika himpunan tak kosong Y berhingga, maka jelas sebarang X C Y juga
berhingga. Karena f € Ry [S;], jelas supp(f) berhingga. Akibatnya, §(supp(f)) juga berhingga
karena 6 merupakan isomorfisma semigrup. Berdasarkan fakta-fakta ini, untuk menunjukkan

supp(a) berhingga cukup dengan menunjukkan supp(a) € §(supp(f)). Untuk sebarang t €
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supp(a), jelas a(t) # 0. Akibatnya, p o f o §~1(t) # 0. Dengan kata lain, p (f((S_l(t))) * 0.
Karena u homomorfisma ring, maka didapat f (6 ‘1(t)) # 0. Oleh karena itu, terdapat s €
supp(f) sehingga t = §(s). Dengan kata lain, t € §(supp(f)). Jadi, terbukti supp(a) S
§(supp(f)) yang berakibat supp(a) berhingga. [ ]
Teorema 3 Misalkan R{[S;], R;[S;] adalah ring semigrup, dan M, (R{[S.]), M,(R;[S2])
adalah ring matriks atas ring semigrup. Jika diberikan isomorfisma semigrup §:S; = S, dan
homomorfisma ring u:Ry = R,, maka pemetaan t:M,(R,[S1]) = M,,(R,[S,]) dengan
T([fl]]) = [ai]-] = [u °fijo 87| untuk setiap [fl]] € M,,(R{[S,]), merupakan homomorfisma
ring.
Bukti Berdasarkan Lema 2, untuk i,j = 1,2,--,n, didapat a;; = po fj o 671 € R,[S,] untuk
setiap f;; € Ry[S;]. Oleh karena itu, T([f;;]) = [ai;] = [ © fij o 6] well-defined. Selanjutnya,
akan dibuktikan 7([f;] + [95]) = ©([fy]) + 7([gi;]) dan 2([fi]lg:]) = =([£i;])=([9:])
untuk setiap [fl-j], [gi]-] € M, (R{[S1]).
(i) Dari definisi pemetaan 7 dan operasi penjumlahan matriks pada (7), didapat T([fij] +
l9]) = 2([fyy + gu]) = [ o (fij + 9i;) ° 6] Berdasarkan Lema 1, [uo (f;; +gy) °
57 = [(uefyoo )+ (kogyed )] =uefyoo™!]+|negyeo87]=
T([fl-j]) + T([gi]-]). Dengan kata lain terbukti T([fi]-] + [gi]-]) = T([fi]-]) + T([gi]-]).
(il) Berdasarkan definisi pemetaan 7T dan operasi perkalian matriks pada (8), didapat
([fiillgui]) = o([Zk=1 fegis]) = [ o (Tk=a fixgies) e 677
Berdasarkan Lema 1, [u ° (Zﬁzlfikgkj) ° 5‘1] = [Zﬁzly ° (fikgkj) ° 5"1] =
[XRoi(ue fuco 67 (1o gijo871)] = (e fueo 67 [po gij o 671 = w([f5])=([94])-
Dengan kata lain terbukti T([fi]-] [gi]-]) = T([fl-j])r([gl-j]).

Dari (i) dan (ii), terbukti pemetaan T merupakan homomorfisma ring. |

Syarat cukup pemetaan 7: M, (R,[S;]) » M, (R;[S,]) merupakan monomorfisma, diberikan

pada proposisi berikut.

Proposisi 4 Diberikan ring matriks atas ring semigrup M, (R{[S1]), M,,(R,[S,]). Jika 6:5; —
S, isomorfisma dan u:R; — R, monomorfisma, maka pemetaan T: M,,(R{[S1]) = M, (R,[S;])
dengan t([fy;]) = |ai;] = [po fij o 67 untuk setiap [f;;] € My(Ry[S1]), merupakan

monomorfisma.
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Bukti Akan ditunjukkan 7 injektif.  Jika T([fi]-]) = T([gij]), maka [,u °fijo 6‘1] =
[u °©gij°d ‘1]. Berdasarkan definisi kesamaan dua matriks, diperoleh po fjjo 8™t = po g;;o

&§~1 untuk setiap i,j = 1,2,---,n. Dengan kata lain, untuk setiap t € S, dan i,j =1,2,---,n
berlaku u (ﬁ i (5 ‘1(t))) =U (gi j(5 ‘1(t))). Karena diketahui g monomorfisma, diperoleh
fij(67*(®) = g;j(67*(t)) untuk setiap i,j =1,2,--,n. Karena & isomorfisma, berlaku
fij(s) = gij(s) untuk setiap s € S; dan i,j = 1, 2,---,n. Dengan kata lain, f;; = g;; untuk setiap
i,j =1,2,-+,n yang berakibat [fi]-] = [gi]-]. Jadi terbukti jika T([fi]-]) = T([gi]-]), maka [fi]-] =
[gl- j]. Dengan kata lain t injektif. Berdasarkan Teorema 3, T merupakan homomorfisma ring.

Jadi, terbukti T merupakan monomorfisma. [

4  Simpulan

Dari sebarang ring R; dan R, serta semigrup S; dan S,, dapat dikonstruksi ring semigrup
R;[S;] dan R,[S,] serta ring matriks M,,(R;[S;]) dan M, (R,[S,]). Jika diberikan isomorfisma
semigrup 8:S; — S, dan homomorfisma ring u: R; = R,, maka terdapat & € R,[S,] dengan a =
pofod 1l untuk setiap f € R,[S;]. Hal ini yang mengakibatkan dapat didefinisikannya
pemetaan T: My, (Ry[S;]) = My, (R3[S,]) dengan t([f;;]) = [ai;] = [we fij e 67], untuk setiap
[ fi j] € M, (R{[S1]). Selanjutnya, telah ditunjukkan pemetaan T merupakan homomorfisma ring.

Selain itu, T merupakan monomorfisma jika § isomorfisma dan gy monomorfisma.
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