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I. Pendahuluan 

Informasi tentang sebaran data maupun fungsi kepekatannya sangat penting dalam berbagai 

analisis statistika. Misalnya dalam analisis regresi, analisis diskriminan, analisis klaster, dan 

lain sebagaianya.  Jika informasi tentang fungsi kepekatan data tidak diketahui, maka kita 

perlu melakukan pendugaan terhadap fungsi kepekatan data. Pendugaan fungsi kepekatan 

bertujuan untuk mendapatkan kurva fungsi kepekatan yang merupakan kurva mulus dengan 

varians sampling sekecil mungkin dan informasi penting yang terkandung dari data tidak 

hilang. Histogram merupakan salah satu cara pendugaan sederhana dari fungsi kepekatan 

yang sudah cukup dikenal, namun histogram mempunyai kelemahan pada bentuknya yang 

dipengaruhi oleh pemilihan titik awal dan lebar interval kelas. Dengan titik awal yang berbeda 

akan didapat bentuk histogram yang berbeda, begitu pula dengan lebar interval kelas yang 

berbeda akan menghasilkan bentuk histogram yang berbeda.  

Metode kernel merupakan salah satu metode yang dapat digunakan untuk pendugaan fungsi 

kepekatan dalam bentuk suatu fungsi kontinu. Metode kernel dapat menyajikan sebuah fungsi 

kepekatan dari data untuk menemukan informasi yang terkandung dalam data. Menurut 

Silverman (1986) bagian terpenting pada pendugaan fungsi kepekatan ini adalah pada 

pemilihan fungsi kernel dan pemilihan lebar jendela. Lebar jendela merupakan faktor skala 

yang mengontrol seberapa besar luas peluang pada penyebaran titik di kurva. Lebih lanjut, 

diterangkan bahwa pemilihan lebar jendela akan menentukan apakah kurva fungsi kepekatan 

yang diperoleh termasuk undersmoothing atau oversmoothing.  Nilai lebar jendela yang 

terlalu kecil akan menghasilkan kurva fungsi kepekatan yang undersmoothing, dan 

sebaliknya, jika nilai lebar jendela terlalu besar akan menghasilkan kurva fungsi kepekatan 

yang oversmoothing. Contoh fungsi kepekatan yang undersmoothing dan oversmoothing 

dapat dilihat pada Gambar 1 di bawah. Untuk itu diperlukan lebar jendela yang optimal agar 

memperoleh kurva fungsi kepekatan yang sesuai dengan sebaran data yang sebenarnya.  



 

 Gambar 1. Undersmoothing dan Oversmoothing 

Terdapat berbagai metode yang cukup dikenal untuk memperoleh lebar jendela yang optimal, 

yaitu lebar jendela yang diperoleh dengan menggunakan metode Unbiased Cross 

Validation(UCV), lebar jendela yang diperoleh dengan metode Biased Cross validation (BCV 

), lebar jendela dengan menggunakan Silvermans rule of thumb, lebar jendela untuk long-

tailed distribution (Silverman, 1986),  lebar jendela Scott, dan lebar jendela Sheater-Jones.  

Masing-masing metode ini dikenal sebagai lebar jendela yang optimal namun menghasilkan 

nilai  lebar jendela yan berbeda-beda. Sehingga memilih manakah metode yang terbaik  

merupakan suatu kajian yang menarik untuk diteliti.   

Dalam tulisan ini dikaji penerapan metode kernel untuk menduga fungsi kepekatan data waktu 

bertahan (survival time) pasien kanker paru-paru yang diukur dalam hari,  yaitu waktu 

bertahan pasien mulai dari 100 hari sebelum diberi treatment sampai pasien tersebut 

meninggal. Data terdiri dari 62 pasien yang diambil dari dataset perangakat lunak SAS dan 

merupakan sebagian dari data penelitian Veteran Administration USA (Prentice, 1973).  

Pendugaan kepekatan kernel dilakukan dengan menggunakan semua jenis lebar jendela di 

atas terhadap data waktu bertahan pasien kanker paru-paru. Untuk memilih lebar jendela yang 

terbaik pada kasus data pasien kanker paru-paru ini, dilakukan simulasi dengan menggunakan 

data yang dibangkitkan dari beberapa sebaran yang menyerupai bentuk sebaran data waktu 

bertahan pasien kanker.    

 

II. Tinjauan Teoritis 

2.1.Fungsi Kepekatan   



Fungsi kepekatan peluang atau fungsi kepekatan suatu peubah acak adalah fungsi f yang 

menerangkan suatu selang dengan syarat : 

(a). 0)( xf  untuk setiap x. 

(b). 




1)( dxxf  

Untuk peubah acak X kontinu, fungsi kepekatan f adalah peluang  dXcP  , berlaku : 
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Untuk sembarang h yang diberikan, kita dapat menduga )( hxXhxP   oleh proporsi 

dari sampel yang terdapat pada selang ),( hxhx  . Dengan demikian penduga natural  f̂  

dari kepekatan diberikan dengan memilih h terkecil dan dinyatakan sebagai: 
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    (Silverman, 1986) 

 

2.3.    Penduga Kernel 



Penduga kernel merupakan suatu suatu metode yang dapat digunakan untuk menduga fungsi 

kepekatan. Misalkan terdapat peubah acak X yang akan diduga kepekatannya, maka 

penduga  kernel didefinisikan dalam fungsi  
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Dengan x adalah suatu nilai tertentu, iX  merupakan peubah acak yang independen dan 

berdistribusi identik, n adalah besar sampel, K(.) sebagai fungsi kernel yang memenuhi 

 1)( dxxK  dan h adalah bilangan positif yang biasa disebut lebar jendela. Menurut 

Silverman penduga kernel bergantung pada dua parameter yaitu fungsi kernel K dan lebar 

jendela h. Terdapat beberapa macam fungsi kernel K(.) yang dapat digunakan untuk menduga 

fungsi densias, namun menurut Silverman (1986)  pemilihan fungsi kernel K(.) yang 

digunakan untuk pendugaan fungsi kepekatan tidak terlalu berpengaruh pada keakuratan hasil 

dugaan.   

Tabel 1.  Beberapa fungsi kernel dan tingkat efisiensinya 

No Kernel K(t) Efisiensi 

1. Epanechikov 

5/
5

1
1

4

3 2








 t  untuk t < 5  

0                           untuk selainnya 

1 

2. Biweight 

 221
16

15
t           untuk t <1 

0                            untuk selainnya 

0.9939 

3. Triangular 

t1                    untuk t <1 

0                            untuk selainnya 

0.9859 

4. Gaussian 
  22/1

2

1 te


 0.9512 

5. Rectangular 2

1
                              untuk t <1 

0                          untuk selainnya 

0.9295 

Sumber : Silverman (1986) 



Selanjutnya, Silverman menerangkan bahwa bias pada pendugaan fungsi kepekatan 

menggunakan penduga kernel tidak bergantung secara langsung pada ukuran sampel, tetapi 

pada lebar jendela h.  

Berikut ini disajikan ringkasan rumus-rumus lebar jendela yang digunakan dalam pendugaan 

fungsi kepekatan kernel pada software R. 

1. Lebar jendela Scott (Nrd) 

Lebar jendela yang mengoptimumkan IMSE (Integrated Mean Square Error) dberikan 

oleh Scott pada rumus berikut :  

 

5/1  06.1  nh       

     dengan        = Simpangan baku populasi (diduga dengan simpangan baku contoh) 

n     = banyaknya data 

Lebar jendela ini digunakan untuk data normal, simetrik dan unimodal. 

(Rizzo,2008) 

2. Lebar jendela Silvermans rule of thumb (Nrd0) 

Jika data tidak simetrik dan unimodal, maka lebar jendela yang mengoptimalkan IMSE 

diberikan oleh Silverman seperti pada rumus berikut :  

 

5/1}34.1/,min{9.0  nIQRShopt     

     dengan   S     = Simpangan baku contoh 

IQR = Inter Quartil Range (jangkauan antar quartil = Q3 - Q1) 

n     = banyaknya data 

(Rizzo,2008) 

 

3. Lebar jendela untuk long-tailed distribution  

Silverman memberikan lebar jendela untuk data melenceng dan long-tailed dengan rumus 

berikut: 

5/1 (IQR) 79.0  nh      

     dengan   IQR = Inter Quartil Range (simpangan antar quartil = Q3 - Q1) 

n     = banyaknya data 



(Silverman, 1986) 

 

4. Lebar jendela Unbiased Cross Validation(UCV) 

    Lebar jendela UCV  (hUCV ) adalah nilai h yang meminimumkan fungsi berikut: 

 

Nilai hUCV diperoleh secara iteratif.                

(Vrahimis, 2010) 

5. Lebar jendela Biased Cross validation (BCV ) 

    Lebar jendela UCV  (hBCV ) adalah nilai h yang meminimumkan fungsi berikut: 

 

Nilai hBCV  juga diperoleh secara iteratif.                 

(Vrahimis, 2010) 

 

6. Lebar jendela Sheater-Jones (SJ) 

Lebar jendela Sheater-Jones (1991) adalah nilai h yang merupakan penyelesaian dari 

persamaan berikut :    

 

Dengan    7/5

12
ˆ hca   , c merupakan suatu konstanta yang sesuai.           

 (Vrahimis, 2010) 
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Penyusunan program R untuk 

analisis data  

      

4. Simulasi       

5. Analisis hasil simulasi       

6. Penyusunan laporan hasil penelitian        

8. Perbaikan laporan       

9. Dokumentasi dan penggandaan       
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BAB VI. RINCIAN USULAN BIAYA 

No Jenis Kegiatan Volume Biaya (Rp) Total (Rp) 

1. Bahan & Peralatan Penelitian 

- Cartridge tinta printer 

- Flashdisk 4GB 

- Alat Tulis Kantor (ATK) 

- Akses internet 

- Pengadaan referensi (jurnal dan 

buku) 

 

1 buah 

2 buah 

- 

60 jam 

1 set 

 

300.000 

 200.000 

1.000.000 

5.000 

1.000.000 

 

300.000 

400.000 

1.000.000 

300.000 

1.000.000 

2. Laporan Penelitian 

- Pengetikan dan penyusunan 

laporan 

- Penggandaan dan penjilidan 

laporan 

- CD laporan 

 

1 buku 

5 buku 

 

2 keping 

 

800.000 

20.000 

 

10.000 

 

800.000 

100.000 

 

20.000 

3. Seminar dan Publikasi 

- Registrasi Seminar Nasional 

- Sewa Laptop untuk seminar 

- Publikasi di jurnal terakreditasi 

- Transportasi dan akomodasi 

selama seminar di Jakarta 

 

1 kali 

2 hari 

1 kali 

2 orang 

 

300.000 

250.000 

400.000 

1.200.000 

 

300.000 

500.000 

400.000 

2.400.000 

 Total (Rp) 7.520.000 
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LAMPIRAN 

 

1. Program R untuk analisis data waktu bertahan pasien kanker paru-paru 



  

dataku <-scan(file="I:/pasien.CSV", what=list(waktu=0), sep=" ", skip=1, flush=T, 

fill=T) 

    waktu <-dataku$waktu 

 

    par(mfrow = c(1, 1)) 

    n <- length(waktu) 

    # freq poly bin width using normal ref rule 

    h <- 2.15 * sqrt(var(waktu)) * n^(-1/5) 

 

    # calculate the sequence of breaks and histogram 

    br <- pretty(waktu, diff(range(waktu)) / h) 

    brplus <- c(min(br)-h, max(br+h)) 

    histg <- hist(waktu, breaks = br, freq = FALSE, 

        main = "", xlim = brplus) 

 

    vx <- histg$mids     #density est at vertices of polygon 

    vy <- histg$density 

    delta <- diff(vx)[1] # h after pretty is applied 

    k <- length(vx) 

    vx <- vx + delta     # the bins on the ends 

    vx <- c(vx[1] - 1.5 * delta, vx[1] - delta, vx) 

    vy <- c(0, vy, 0) 

 

    # add the polygon to the histogram 

    polygon(vx, vy) 

   

 

############ 

 

    par(mfrow = c(1, 1)) 

    h1 <- 1.06 * sd(waktu) * n^(-1/5) 

    h2 <- .9 * min(c(IQR(waktu)/1.34, sd(waktu))) * n^(-1/5) 

    for (h in c(h2)) { 



        x <- seq(0, 1100, 5) 

        fhat <- rep(0, length(x)) 

        # set up the plot window first 

        plot(x, fhat, type="n", xlab="", ylab="", 

            main=paste("h=",h), xlim=c(0,1100), ylim=c(0, .005)) 

        for (i in 1:n) { 

            # plot a normal density at each sample pt 

            z <- (x - waktu[i]) / h 

            f <- dnorm(z) 

            lines(x, f / (n * h)) 

            # sum the densities to get the estimates 

            fhat <- fhat + f / (n * h) 

        } 

        lines(x, fhat, lwd=2) # add density estimate to plot 

    } 

 

  

    par(mfrow = c(1, 2)) 

    plot(density(waktu,kernel="gausian", bw=bw.nrd0(waktu))) 

    plot(density(waktu,kernel="triangular", bw=bw.nrd0(waktu))) 

    plot(density(waktu,kernel="biweight", bw=bw.nrd(waktu))) 

    plot(density(waktu,kernel="epanechnikov", bw=bw.nrd0(waktu))) 

   

par(mfrow = c(1, 2)) 

plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.nrd0(waktu))) 

      plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.ucv(waktu))) 

     

par(mfrow = c(1, 2)) 

plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.nrd(waktu))) 

      plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.bcv(waktu))) 

 

 

par(mfrow = c(2, 3)) 

hsilverman=0.79*IQR(waktu)*n^(-1/5) 



plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.nrd0(waktu))) 

plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.nrd(waktu))) 

plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.ucv(waktu))) 

plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.bcv(waktu)))   

plot(density(waktu,kernel="gaussian", bw=bw.SJ(waktu))) 

plot(density(waktu,bw=hsilverman)) 

       

 

2. Program R untuk simulasi 

 

n <- 100 

exponensial<- rexp(n,1) 

y<-exponensial 

 

h=0.79*IQR(y)*n^(-1/5) 

     

z <- seq(-1, 10, .01) 

     

par(mfrow = c(2, 3)) 

 

    plot(density(y, bw=bw.nrd0(y))) 

lines(z, dexp(z, 1), lty = 2) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd(y))) 

lines(z, dexp(z, 1), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

lines(z, dexp(z, 1), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.bcv(y))) 

lines(z, dexp(z, 1), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.SJ(y))) 

lines(z, dexp(z, 1), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=h)) 

lines(z, dexp(z, 1), lty = 2) 

 

     



par(mfrow = c(1, 1)) 

 

require(graphics) 

plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

rug(y) 

lines(density(y, bw="nrd0"), col = 2) 

lines(density(y, bw="nrd"), col = 3) 

lines(density(y, bw="bcv"), col = 4) 

lines(density(y, bw="SJ-ste"), col = 5) 

lines(density(y, bw=h), col = 6) 

lines(z, dexp(z,1), lty = 1, lwd=3, col=7) 

legend(3, .5, 

       legend = c("ucv", "nrd0", "nrd", "bcv", "SJ", "Silverman", "Sebaran-

exponensial"), 

       col = 1:7, lty = 1)  

 

 

##################################### 

n <- 100 

    exponensial<- rexp(n,5) 

    y<-exponensial 

 

h=0.79*IQR(y)*n^(-1/5) 

     

z <- seq(-.2, 1.2, .01) 

     

par(mfrow = c(2, 3)) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd0(y))) 

lines(z, dexp(z, 5), lty = 2) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd(y))) 

lines(z, dexp(z, 5), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

lines(z, dexp(z, 5), lty = 2) 

      plot(density(y,bw=bw.bcv(y))) 



lines(z, dexp(z, 5), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.SJ(y))) 

lines(z, dexp(z, 5), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=h)) 

lines(z, dexp(z, 5), lty = 2) 

 

par(mfrow = c(1, 1)) 

 

require(graphics) 

plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

rug(y) 

lines(density(y, bw="nrd0"), col = 2) 

lines(density(y, bw="nrd"), col = 3) 

lines(density(y, bw="bcv"), col = 4) 

lines(density(y, bw="SJ-ste"), col = 5) 

lines(density(y, bw=h), col = 6) 

lines(z, dexp(z, 5), lty = 1, lwd=3, col=7) 

legend(.5, 5, 

       legend = c("ucv", "nrd0", "nrd", "bcv", "SJ", "Silverman", "Sebaran-

exponensial"), 

       col = 1:7, lty = 1)  

 

#################################### 

 

n <- 100 

    gamma <-rgamma(n,1,6) 

    y<-gamma 

 

h=0.79*IQR(y)*n^(-1/5) 

     

z <- seq(-.2, 1, .01) 

     

par(mfrow = c(2, 3)) 

    plot(density(y,bw=bw.nrd0(y))) 



lines(z, dgamma(z, 1,6), lty = 2) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,6), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,6), lty = 2) 

      plot(density(y,bw=bw.bcv(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,6), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.SJ(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,6), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=h)) 

lines(z, dgamma(z, 1,6), lty = 2) 

 

 

par(mfrow = c(1, 1)) 

 

require(graphics) 

plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

rug(y) 

lines(density(y, bw="nrd0"), col = 2) 

lines(density(y, bw="nrd"), col = 3) 

lines(density(y, bw="bcv"), col = 4) 

lines(density(y, bw="SJ-ste"), col = 5) 

lines(density(y, bw=h), col = 6) 

lines(z, dgamma(z,1,6), lty = 1, lwd=3, col=7) 

legend(.4, 4, 

       legend = c("ucv", "nrd0", "nrd", "bcv", "SJ", "Silverman", "Sebaran-Gamma"), 

       col = 1:7, lty = 1)  

#################### 

 

n <- 100 

    gamma <-rgamma(n,1,9) 

    y<-gamma 

 

h=0.79*IQR(y)*n^(-1/5) 



     

z <- seq(-.1, .7, .01) 

     

par(mfrow = c(2, 3)) 

    plot(density(y,bw=bw.nrd0(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,9), lty = 2) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,9), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,9), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.bcv(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,9), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.SJ(y))) 

lines(z, dgamma(z, 1,9), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=h)) 

lines(z, dgamma(z, 1,9), lty = 2) 

 

 

par(mfrow = c(1, 1)) 

 

require(graphics) 

plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

rug(y) 

lines(density(y, bw="nrd0"), col = 2) 

lines(density(y, bw="nrd"), col = 3) 

lines(density(y, bw="bcv"), col = 4) 

lines(density(y, bw="SJ-ste"), col = 5) 

lines(density(y, bw=h), col = 6) 

lines(z, dgamma(z,1,9), lty = 1, lwd=3, col=7) 

legend(.3, 6, 

       legend = c("ucv", "nrd0", "nrd", "bcv", "SJ", "Silverman", "Sebaran-Gamma"), 

       col = 1:7, lty = 1)  

 

#################### 



 

n <- 100 

    weibull <- rweibull(n,1,5) 

    y<-weibull 

     

z <- seq(-5, 35, .01) 

 

    

h=0.79*IQR(y)*n^(-1/5) 

par(mfrow = c(2, 3)) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd0(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,5), lty = 2) 

    plot(density(y,bw=bw.nrd(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,5), lty = 2) 

      plot(density(y,bw=bw.ucv(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,5), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.bcv(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,5), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.SJ(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,5), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=h)) 

lines(z, dweibull(z, 1,5), lty = 2) 

 

par(mfrow = c(1, 1)) 

 

require(graphics) 

plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

rug(y) 

lines(density(y, bw="nrd0"), col = 2) 

lines(density(y, bw="nrd"), col = 3) 

lines(density(y, bw="bcv"), col = 4) 

lines(density(y, bw="SJ-ste"), col = 5) 

lines(density(y, bw=h), col = 6) 

lines(z, dweibull(z,1,5), lty = 1, lwd=3, col=7) 



legend(13, .15, 

       legend = c("ucv", "nrd0", "nrd", "bcv", "SJ", "Silverman", "Sebaran-Weibull"), 

       col = 1:7, lty = 1)  

 

 

 

################################ 

 

 

n <- 100 

    weibull <- rweibull(n,1,10) 

    y<-weibull 

     

z <- seq(-1, 100, .01) 

 

    

h=0.79*IQR(y)*n^(-1/5) 

par(mfrow = c(2, 3)) 

    plot(density(y, bw=bw.nrd0(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,10), lty = 2) 

    plot(density(y,bw=bw.nrd(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,10), lty = 2) 

      plot(density(y,bw=bw.ucv(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,10), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.bcv(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,10), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=bw.SJ(y))) 

lines(z, dweibull(z, 1,10), lty = 2) 

      plot(density(y, bw=h)) 

lines(z, dweibull(z, 1,10), lty = 2) 

 

par(mfrow = c(1, 1)) 

 

require(graphics) 



plot(density(y, bw=bw.ucv(y))) 

rug(y) 

lines(density(y, bw="nrd0"), col = 2) 

lines(density(y, bw="nrd"), col = 3) 

lines(density(y, bw="bcv"), col = 4) 

lines(density(y, bw="SJ-ste"), col = 5) 

lines(density(y, bw=h), col = 6) 

lines(z, dweibull(z,1,10), lty = 1, lwd=3, col=7) 

legend(30, .05, 

       legend = c("ucv", "nrd0", "nrd", "bcv", "SJ", "Silverman", "Sebaran-Weibull"), 

       col = 1:7, lty = 1)  

 

 

 

 

3. Perbandingan kurva kepekatan setiap lebar jendela dengan sebaran sebenarnya 

 

a. Sebaran Exponensial (5) 

 

 

 

 

 



 

 

b. Sebaran Gamma (1,6) 

 

 

 

 

 

c. Sebaran Gamma (1,9) 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

d. Sebaran Weibull(1,5) 

 

 

 

 

e. Sebaran Weibull (1,10) 

 

 



 

 

 


