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Abstrak. Diberikan U keluarga modul atas ring R, X dan V submodul-submodul di &, U,,
dengan U, € U, untuk setiap A € A. Pada himpunan ¢(0,] [\U,M) dikoleksi semua submodul
X di ©p\U, sehingga keluarga U X -sub-bebas linear terhadap M dan pada himpunan U(M)
dikoleksi semua submodul V di @,U; sehingga M dibangun oleh Uy, . Pasangan (X,V) dikatakan
U -basis dari M jika X elemen maksimal pada himpunan (0,][\Up,M) dan V elemen minimal
pada himpunan U(M). Modul M dikatakan U -bebas jika M memiliki U -basis. Dalam penelitian
ini diselidiki sifat-sifat modul U-bebas dengan memperhatikan sifat-sifat modul pada keluarga U.
Andaikan M modul U -bebas. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bahwa jika K modul V -
injektif (V -proyektif), maka K modul M -injektif ( M -proyektif). Selanjutnya, jika V modul
semisederhana, maka M semisederhana dan jika V' modul Noether (Artin), maka M Noether
(Artin). Selain itu, jika V modul duo, quasi-injektif dan quasi-proyektif, maka M modul duo dan
V-proyektif.

Kata Kunci: pembangun, sub-bebas linear, U-basis, modul U -bebas

1 PENDAHULUAN

Diberikan ring R. Konsep barisan eksak dari modul-modul atas R merupakan salah satu
konsep penting dalam teori modul, di antaranya dalam pendefinisian modul proyektif dan

modul injektif. Misalkan AL B3¢ barisan eksak, yaitu Im f = Ker g = g~ 1(0) [1,2].
Submodul 0 di € dapat diganti dengan sebarang submodul U di C sehingga diperoleh konsep
barisan quasi eksak [3]. Barisan modul tersebut dikatakan quasi eksak di B jika terdapat
submodul U di C sehingga Im f = g~ (U). Dalam hal ini, barisan tersebut disebut barisan U-
eksak di B . Sebagai dual dari barisan U -eksak, Davvaz dan Parnian-Garamaleky [3]

mendefinisikan barisan V-koeksak (V submodul di A). Barisan 0—>A£>B dikatakan V-koeksak
jika f injektif, g surjektif dan f (V) = Ker g.

Selanjutnya, Anvariyeh dan Davvaz [4] memberikan hasil lanjutan mengenai érisan quasi
eksak dan menggunakannya untuk memperumum Lemma Schanuel. Selain itu,*Davvaz dan
Shabani-Solt [5] memberikan perumuman beberapa konsep dalam aljabar homologi menggu-
nakan konsep barisan quasi eksak. Di dalam [6], Anvariyeh and Davvaz memperkenalkan
barisan U-terpisah serta kaitan antara barisan U -terpisah dan modul proyektif. Selanjutnya,
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Madanshekaf [7] memberikan hasil-hasil lanjutan mengenai barisan quasi eksak dan
Amizadeh dkk [8] menggunakna konsep barisan quasi eksak untuk memperkenalkan barisan
quasi eksak dari S-acts.

Termotivasi dari pendefinisian barisan U -eksak dan barisan V -koeksak, Fitriani dkk. [9]

memperkenalkan barisan sub-eksak sebagai generalisasi dari barisan eksak. Misalkan K,L,M
modul-modul atas ring R dan X submodul di L. Tripel (K,L,M) dikatakan X -sub-eksak di L

jika terdapat homomorfisma f dan g sehingga barisan K L X 5 M eksak. Jika dipilih
X = L, maka barisan X-sub-eksak merupakan barisan eksak.

Sebagai aplikasi dari barisan X -sub-eksak, Fitriani dkk. [10] memperkenalkan konsep
keluarga modul X -sub-bebas linear. Misalkan M modul atas ring R . Keluarga modul
N = {N,}, dikatakan X-sub-bebas linear terhadap M jika terdapat monomorfisma f dari X

ke M, dengan X submodul di N, yaitu barisan 0 = X 1) M eksak. Konsep ini merupakan
perumuman dari konsep keluarga modul bebas linear yang dikenalkan Suprapto [11].

Sebagai dual dari modul X -sub-bebas linear, Fitriani dkk. [12] mendefinisikan keluarga
Uy -generator dengan menggunakan konsep barisan V -koeksak. Konstruksi definisi keluarga
Uy generator termotivasi dari konsep keluarga generator modul yang dikaji dari [13] dan [14].

Dengan menggabungkan konsep keluarga modul X -sub-bebas linear dan U, -generator,
didefinisikan basis dan modul bebas relatif terhadap suatu keluarga modul U sebagai berikut.
Pasangan (X,V) submodul-submodul di @ A U, dikatakan U-basis untuk suatu modul M atas
R jika keluarga U X-sub-bebas linear terhadap M dan M dibangun oleh Uy, .

Pada himpunan 0(0, [, Ux ,M) dikoleksi semua submodul X di @AU,  sehingga

keluarga U X-sub-bebas linear terhadap M sebagai berikut:
a(0, 1, Ux M) = {X < ®AU, |UX - sub-bebas linear terhadap M}. (1)

Selanjutnya, pada himpunan U(M) dikoleksi semua submodul V di @AU, sehingga M
dibangun oleh Uy sebagai berikut.

UM) ={V < &)U, |M dibangun oleh Uy }. )

Pasangan (X,V) dikatakan U-basis dari M jika X elemen maksimal pada 0(0, 1, Ux ,M)
dan V elemen minimal pada himpunan U(M). Modul M dikatakan U-bebas jika M memiliki
U-basis. Jika X isomorfis dengan V , maka pasangan (X,V) dikatakan U-basis kuat untuk M
dan M disebut modul U-bebas kuat.

Dalam penelitian ini diselidiki sifat-sifat modul U-bebas dengan memperhatikan sifat-sifat
modul pada keluarga U. Sifat-sifat yang akan dselidiki antara lain adalah sifat modul M -
proyektif, M-injektif, modul Noether, modul Artin dan modul semisederhana yang akan dikaji
dari [14], serta sifat modul duo yang akan dikaji dari [15]. Sifat-sifat tersebut juga akan dise-
lidiki pada modul U-bebas kuat.

2 HASIL DAN PEMBAHASAN
Sebelum memberikan sifat-sifat modul U-bebas, berikut ini akan diulas kembali mengenai

pengertian modul U-bebas, modul U-bebas dan modul U-bebas kuat.

Definisi 2.1 Misalkan U keluara modul atas R. Pasangan berurutan submodul-submodul
(X,V) dari ®\U, U dikatakan U-basis dari modul M atas R jika U modul X-sub-bebas lin-ear
terhadap M dan M modul yang dibangun oleh Uy, .
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Berdasarkan Definisi 2.1, jika (X,V)U-basis untuk suatu modul M, maka X termuat di
dalam himpunan ¢(0, ][, U, ,M) dan V termuat di dalam himpunan U(M). Selain itu, X dan V

masing-masing tidak tunggal. Hal ini dapat dilihat dalam contoh berikut.

Contoh 2.2 Misalkan U = {Zy|p prima} keluarga modul atas Z. Pasangan-pasangan beruru-
tan (0,Z, @ Z3), (Zy,Z, ® Z3),(Z3,Z, ® Z3),(Z, & Z3,Z, ® Z3) merupakan U -basis
dari modul Zg atas 7

Selanjutnya, karena X dan IV masing-masing tidak tunggal, maka dapat ditentukan elemen
maksimal pada himpunan o(0,]], U, ,M) dan elemen minimal pada himpunan U(M) untuk
mendefinisikan modul U -bebas. Hal ini termotivasi dari modul bebas klasik, dimana basis
merupakan himpunan pembangun minimal dan himpunan bebas linear maksimal.

Definisi 2.3 Misalkan U keluarga modul atas R. Pasangan (X,V) dikatakan U-basis untuk
modul M atas R jika (X,V) adalah U-basis dari M, X merupakan elemen maximal pada
himpunan o(0,®\U,M) dan V adalah elemen minimal pada himpunan U(M). Modul M atas
R dikatakan U-bebas jika M memiliki U-basis.

Berdasarkan Contoh 2.2, dapat ditentukan U-basis dari modul Zg sebagai berikut.

Contoh 2.4 Misalkan U = {Z,|n prima} Pasangan (Z, ® Z3,Z, ® Z3) adalah U-basis dari
modul Zg atas 7.

Jika X isomorfis dengan V, maka pasangan (X, V) disebut U-basis kuat seperti diberikan
dalam Definisi berikut.

Definisi 2.5 Misalkan U keluarga modul atas R. Pasangan (X,V) dikatakan U basis kuat jika
(X,V) merupakan U-basis dari M dan X isomorfis dengan V. Modul M dan R dikatakan U-
bebas kuat jika M memiliki U-basis kuat.

Diberikan ring R. Jika modul bebas F dan R memiliki basis X, maka F = ©,xR,, dengan
R, = R untuk setiap x € X. Jika diambil U = {R}, maka R) merupakan U-basis kuat dari F.
Akibatnya, F modul U-bebas kuat. Jadi, setiap modul bebas F atas R merupakan modul U-
bebas kuat dengan mengambil U = {R}. Selanjutnya, berikut ini diberikan contoh dari modul
U-bebas kuat.

Contoh 2.6 Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan dan U = {U,}, keluarga
modul atas R , dengan U= Homg(RM,) , untuk setiap € N\ . Didefinisikan
¢ :Homg(R,M) = M dengan ¢(f): = f(1). Dapat ditunjukkan bahwa ¢ isomorfisma. Oleh
karena itu, M, dibangun oleh Uy, dan keluarga U U, -sub-bebas linear terhadap M. Jadi,
M, modul U-bebas kuat.

Seperti telah diketahui bahwa modul proyektif merupakan penjumlah langsung modul
bebas dan modul M -proyektif merupakan modul proyektif relatif terhadap suatu modul M.
Demikian juga dengan dualnya yaitu modul M -injektif yang merupakan modul injektif relatif
terhadap suatu modul M. Misalkan U keluarga modul atas R dan N modul U-bebas dengan U-
basis (X,V), untuk suatu submodul X dan V di @©,U, . Dalam proposisi berikut akan
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ditunjukkan bahwa jika K modul V -proyektif (V -injektif), maka K modul N -proyektif (N -
injektif) untuk setiap N modul U-bebas.

Proposisi 2.7 Misalkan ‘U keluarga modul atas R dan V submodul dari ®,\U, U, € U, untuk
setiap € \ dan 0 # N merupakan modul U -bebas dengan U -basis (X,V), untuk suatu
submodul X di ©p\U.,,.

1. Jika K modul V-injektif, maka K modul N-injektif.
2. Jika K modul V-proyektif, maka K modul N-proyektif.
Bukti.

1. Berdasarkan asumsi, N modul U-bebas dengan U-basis (X,V), untuk suatu submodul X
di @pU, . Oleh karena itu, N dibangun oleh U, . Sehingga, terdapat epimorfisma
f:V — N. Akibatnya, barisan berikut:

0—>Kerf—>V£>N—>0 3)

eksak. Berdasarkan hipotesis, K modul V -injektif. Oleh karena itu, berdasarkan [14]
diperoleh bahwa K modul N-injektif.

ZQengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa jika K modul V -proyektif, maka K
modul N-injektif. 3

Karena setiap modul U-bebas dan modul U-bebas kuat merupakan modul U-bebas, maka
sifat ini juga berlaku pada modul U-bebas dan modul U-bebas kuat.

Akibat 2.8 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari ©\U,, U, € U, untuk
setiap ~€ N\ dan 0 # N merupakan modul U-bebas (U-bebas kuat) dengan U-basis (X,V),
untuk suatu submodul X di ©,\U,, . Jika K modul V -injektif (V-proyektif), maka K modul N -
injektif (N-proyektif).

Proposisi 2.9 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari U, U 2 U, untuk
setiap 2 dan 0 6= N merupakan modul U-bebas dengan U-basis (X; V ), untuk suatu
submodul X di U. Jika V modul semisederhana, maka N semisederhana.

Bukti. Karena N dibangun oleh Uv , maka N bayangan epimorfisma dari V . Selanjutnya,
karena V semisederhana dan setiap bayangan homomorfisma tak nol dari modul
semisederhana merupakan modul semisederhana, maka N semisederhana.

Akibat 2.10 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari ©p\U,, U, € U, untuk
setiap € N\ dan 0 # N merupakan modul U-bebas (U-bebas kuat) dengan U-basis (X,V),
untuk suatu submodul X di @©p\U,, . Jika V modul semisederhana, maka N semisederhana.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa sifat Noether dan Artin pada modul V akan mempe-
ngaruhi sifat Noether dan Artin pada modul U-bebas.
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Proposisi 2.11 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari ®p\U,, U, €U,
untuk setiap ~€ N\ dan 0 #= N merupakan modul U-bebas dengan U-basis (X,V), untuk suatu
submodul X di ®p\U.. Jika V- modul Noether (Artin), maka N Noether (Artin).

Bukti. Berdasarkan hipotesis, V modul Noether. Karena barisan (3) eksak, maka V modul
Noether akan berakibat N modul Noether. Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan bahwa
jika V modul Artin, maka N modul Artin.

Akibat 2.12 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari U, U 2 U, untuk setiap
2 dan 0 6= N merupakan modul U-bebas (U-bebas kuat) dengan U-basis (X; V'), untuk suatu
submodul X di U . Jika V modul Noether (Artin), maka N Noether (Artin).

Proposisi 2.13 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari ©\U,, U, € U,
untuk setiap € N\ dan 0 #= N merupakan modul U-bebas dengan U-basis (X,V), untuk suatu
submodul X di @\U,, . Jika V modul duo, quasi-injektif dan quasi-proyektif, maka N modul
duo dan V-proyektif untuk setiap N € oy, (U).

Bukti. Diketahui V' modul duo. Berdasarkan [15], jika quasi-proyektif, maka setiap bayan-
gan homomorfisma dari V' merupakan modul duo. Akibatnya, N modul duo. Selanjutnya,
berdasarkan Proposisi 2.7 diperoleh N modul V-proyektif.

Akibat 2.14 Misalkan U keluarga modul atas R dan V submodul dari ©,U,, U, € U, untuk
setiap XE A\ dan 0 # N merupakan modul U-bebas (U-bebas kuat) dengan U-basis (X,V),
untuk suatu submodul X di @, U, . Jika V modul duo, quasi-injektif dan quasi-proyektif, maka
N modul duo dan V-proyektif untuk setiap N € oy, (U).

3 KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bahwa sifat-sifat modul pada keluarga modul U
mempengaruhi sifat-sifat modul U -bebas, U -bebas dan modul U -bebas kuat. Diberikan U
keluarga modul atas R dan M modul U-bebas, dengan basis (X,V). Jika K modul V-injektif
( V -proyektif), maka K modul M -injektif ( M -proyektif). Selanjutnya, jika V modul
semisederhana, maka M semisederhana dan jika V' modul Noether (Artin), maka M Noether
(Artin). Selain itu, jika V modul duo, quasi-injektif dan quasi-proyektif, maka M modul duo
dan V- proyektif. Hal ini juga berlaku jika M modul U-bebas dan U-bebas kuat.
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