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PENDEKATAN DISTRIBUSI LOG NORMAL
DENGAN DISTRIBUSI GENERALIZED LOG-LOGISTIC (GLL)
MELALUI DISTRIBUSI GENERALIZED GAMMA (GG)

Anni, Warsono, Dian Kurniasari
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Universitas Lampung

ABSTRACT

Generalized log-logistic (GLL) distribution is a generalization of the log-logistic
distribution with four parameters (a,,m;,m,). GLL distribution family includes some well-
known distributions, such as exponential, gamma, Weibull, log normal, and log-logistic
distributions, as special cases or limiting distributions. The purpose of this research is to
approach a log-normal distribution with GLL distribution through of the generalized gamma (GG)
distribution with parameters using the moment generating function from each distribution.

From these results it can be concluded that the log-normal distribution can be
approximated by GLL distribution through of the GG distribution with parameters using the
moment generating function from each distribution.

Keywords: Log Normal Distribution, Generalized Log-Logistic (GLL) Distribution, Generalized
Gamma (GG) Distribution, MacLaurin Series, Moment Generating Function.

1. PENDAHULUAN

Distribusi generalized gamma (GG) adalah distribusi probabilitas kontinu
dengan tiga parameter, yaitu GG (a,y, m,). Distribusi GG merupakan generalisasi dari
distribusi Gamma. Keluarga distribusi generalized log-logistic (GLL) dengan empat
parameter (a, 8, my, m,) mengandung distribusi yang sudah terkenal, seperti distribusi
eksponensial, gamma, Weibull, log normal, dan log-logistik, sebagai kasus khusus atau
distribusi limitnya. Melalui fungsi pembangkit momen, Warsono (2010) menunjukkan
bahwa distribusi GG merupakan kasus khusus dari distribusi GLL. Meskipun tidak
diberikan bukti matematisnya, menurut Warsono (2000) distribusi log normal merupakan
distribusi khusus dari distribusi GG. Oleh karena itu, dalam makalah ini dibahas tentang
pendekatan distribusi log normal dengan distribusi GLL melalui distribusi GG.

Tujuan dari tulisan ini adalah (1) Menunjukkan secara grafis tentang kemiripan
bentuk distribusi log normal dan GG; (2) Membuktikan secara matematis bahwa melalui
distribusi GG, distribusi log normal merupakan bentuk khusus dari distribusi GLL. Untuk
menunjukkan kemiripan bentuk antara distribusi log normal dan GG dengan
menggunakan bahasa R, Bagian 2 makalah ini menyajikan gambar grafik fungsi
kepekatan peluang distribusi log normal dan GG untuk beberapa parameter. Bagian 3
makalah ini menurunkan fungsi pembangkit momen distribusi log normal dengan
menggunakan deret MacLaurin. Untuk melakukan pendekatan distribusi log normal
dengan distribusi GLL melalui distribusi GG. Bagian 4 makalah ini menampilkan fungsi
pembangkit momen distribusi GG menjadi fungsi pembangkit momen distribusi log
normal. Pada Bagian 4 ini didiskusikan juga bahwa distribusi GG adalah bentuk khusus
dari distribusi GLL. Dengan demikian, seperti terangkum pada Bagian 5 makalah ini,
distribusi log normal dapat didekati dengan distribusi GLL melalui distribusi GG. Dengan
kata lain, distribusi log normal merupakan bentuk khusus dari distribusi GG dan GLL.
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2. BENTUK DISTRIBUSI LOG NORMAL & GENERALIZED GAMMA (GG)

Menurut Kundu & Manglick (2004), Misalkan X adalah sebuah peubah acak
dengan distribusi normal, maka Y = In(X) memiliki distribusi log normal
(X~LN (i, 0?)) dengan parameter u dan a%; o > 0, jika dan hanya jika memiliki fungsi
densitas dari X didefinisikan sebagai berikut:

1

f(X) - xo\21
Penulisan notasi dari peubah acak yang berdistribusi log normal adalah (X ~LN (u, 02)).

1 _ 2
e 22 intuk x > 0

Gambar 1. merupakan grafik fungsi kepekatan peluang dari distribusi log
normal dengan parameter u yang berbeda. Sedangkan Gambar 2 menyajikan grafik fungsi
kepekatan peluang dari distribusi log normal dengan parameter o2 yang berbeda.
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Gambar 1. Grafik distribusi log normal pada nilaix = =5, u =2, p=5danc? =5

ragaml = 1
---—- ragam22 = 10
e ragam3 = 50

30 38

25
\

Fungsi Log Normal
15 20

10

00 05

Gambar 2. Grafik distribusi log normal pada nilai 62 = 1, 62 = 10,62 =50 danu = —3
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Pada Gambar 1 dapat dilihat bahwa grafik distribusi log normal dibangun
dengan nilai u = —5 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna hijau,
sedangkan nilai u = 2 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna merah, dan
untuk nilai u =5 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna biru. Dimana
ketiga nilai u yang digunakan dalam distribusi log normal menggunakn nilai o2 yang
sama yaitu g2 = 5.

Pada Gambar 2 dapat dilihat bahwa grafik distribusi log normal dibangun
dengan nilai 02 =1 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna hijau,
sedangkan nilai 2 = 10 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna merah, dan
untuk nilai 02 = 50 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna biru. Dimana
ketiga nilai o2 yang digunakan dalam distribusi log normal menggunakan nilai u yang
sama yaitu 4 = —3.

Gambar 3. merupakan grafik fungsi kepekatan peluang dari distribusi GG
dengan parameter a yang berbeda. Sdangkan Gambar 4. merupakan grafik fungsi
kepekatan peluang dari distribusi GG dengan parameter y yang berbeda.
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Gambar 3. Grafik distribusi Generalized Gamma pada nilai
a=1 a=10, a=30, y=5danm; = 0.1213061
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Gambar 4. Grafik distribusi Generalized Gamma pada nilai
Yy =1y =10,y =30,a = 1danm, = 0.1213061
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Pada Gambar 3 dapat dilihat bahwa grafik distribusi generalized gamma
dibangun dengan nilai a = 1 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna hijau,
sedangkan nilai a = 10 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna merah, dan
untuk nilai a = 30 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna biru. Dimana
ketiga nilai a yang digunakan dalam distribusi generalized gamma menggunakan nilai
y dan m; yang sama yaitu y = 5danm,; = 0.1213061.

Pada Gambar 4 dapat dilihat bahwa grafik distribusi generalized gamma
dibangun dengan nilai y = 1 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna hijau,
sedangkan nilai y = 10 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna merah, dan
untuk nilai y = 30 yang ditunjukkan dengan grafik yang bergaris warna biru. Dimana
ketiga nilai y yang digunakan dalam distribusi generalized gamma menggunakan nilai
a dan m; yang sama yaitu a = 1 dan m; = 0.1213061.

3. FUNGSI PEMBANGKIT MOMEN DISTRIBUSI LOG NORMAL

Seperti terlihat pada Gambar 1, 2, 3, dan 4 di atas, tampilan grafis fungsi
kepekatan peluang distribusi log normal memiliki karakteristik yang hampir serupa
dengan distribusi GG. Oleh karenanya perlu dikaji lebih lanjut, secara matematis melalui
fungsi pembangkit peluangnya, karakteristik dari kedua distribusi tersebut. Pada bagian
ini akan diuraikan fungsi pembangkit momen dari distribusi log normal dan GG dalam
bentuk deret MacLaurin.

Jika X merupakan suatu peubah acak berdistribusi log normal dengan parameter (u, o?),
maka fungsi pembangkit momen dari X dapat dinyatakan sebagai berikut:

0

M,(£) = E(e™) = f et £(x) dx

—00

- J‘OO txxcr\/_e 20 Z(Inx w? dx

Inx—pu
_ [* tx 1 "
=J, e xamez( )dx 1)
Dengan memisalkan z = Inx-u - ¥ maka akan diperoleh persamaan x = eZ°* . Selanjutnya

1
adalah menentukan turunan dari permisalan z = m; £ dan x =e?*# sehingga

diperoleh: dz = — dx dan dx = xo dz. Karena dilakukan permisalan, maka batas atas

dan batas bawah mtegral pun berubah menjadi:x = 0 maka z = —oo sebagai batas bawah,
sedangkan batas atas x — co menjadi z — oo.

Selanjutnya substitusikan permisalan tersebut ke dalam persamaan (1) sehingga
diperoleh:

_1.2
M, (t) = fjowetx L 7% xodz

o 1
=7 = e dz @)

Dengan menguraikan fungsi e® ke dalam bentuk ekspansi deret MacLaurin, sehingga
2
berbentuk 1 + tx + %xz + -+, maka persamaan (2) menjadi:
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oo 1 Ly o 1 e w 1 (tx)? 1z
=/, = dz+ [ m(tx)e 2 dz+ [ AT dz + ...
(1 o1 i
= f — e 2 dz+tf —— %9tk 2% (dz
21 V2m
—0o0 —00
2 « 1
& —— e2@ot W27 gz 4
2! 21
—0o0
1, t2 1 2
=1 + tetT2% 4 307 4
2! a
n 1
= iy €M ©

Dengan demikian, fungsi pembangkit momen distribusi log normal adalah

N np+ 2(no)? 2
Mx(t)ZZFe 2 ; untukx >0, 6% >0

n=0

4. FUNGSI PEMBANGKIT MOMEN GENERALIZED GAMMA

Dalam Warsono (2009) dijelaskan bahwa dengan fungsi kepekatan peluang
distribusi GG sebagai berikut:

ya

(Z)aml ) s untuk y > 0 dan a,y, m; > 0.

9) = yF(ml)

Warsono (2009) telah menurunkan fungsi pembangkit momen distribusi GG seperti di
bawah ini:

M, (t) = X <tv>"M (4)

n!  r(mq)

1 2
enu+ E(na)

1
Selanjutnya bila dimisalkan a = n,y = (¢2n?)n, dan m; = , maka bentuk

o2n?
persamaan (4) menjadi sebagai berikut:
Mo () = Z(ty)”r mi+7)
Y r(my)
n enu+ %(ncr)z n
(t(aznZ)%> r o2n?2 ta
= ZTL:O n! enu+ %(TLG')Z
r a2n?
n 1
— Zﬁ:o% enu+z(ng)2 (5)
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1
Ternyata fungsi pembangkit momen distribusi GG untuk a = n,y = (62n?)=, dan my
nu+ l(na)2
= % seperti terlihat pada persamaan (5), sama dengan fungsi pembangkit momen
distribusi log normal, seperti terlihat pada persamaan (3). Dengan demikian distribusi log
normal adalah bentuk khusus dari distribusi GG.

Selanjutnya dalam Warsono (2010) dijelaskan bahwa dengan fungsi kepekatan
peluang g(x: a, B, my, m,) = (a/xB(my,my))[F(x)]™[1 — F(x)]™2, untuk @ > 0 dan
B,my,myx >0, serta F(x)=1/(1+e F*@nx)) " fungsi pembangkit momen
distribusi GLL adalah sebagai berikut:

© (te‘(ﬁ/“))n r (m1 + E) r (mz _ E)

a a

M(©) = ) TGny) T0my)

n=0

Lebih lanjut, Warsono (2010) membuktikan bahwa untuk m, — o, a = a, dan
1
B =—aln (y(mz)E), distribusi GLL(a, 8, m;, m,) konvergen ke distribusi GG.

Berdasarkan penjelasan di atas dapat digarisbawahi bahwa distribusi log normal
dengan parameter u dan o2 merupakan kasus khusus dari distribusi GG dengan
1 nu+l(mr)2
parameter a = n,y = (o2n?)n, dan my = “——
Distribusi GG merupakan kasus khusus dari distribusi GLL (a, 8, my, m,)
1
untuk m, - o0, @ = a, dan f = —aln (y(mz)Z). Dengan demikian, distribusi log

normal (u, %) merupakan kasus khusus distribusi GLL (a, 8, m;,m,) melalui distribusi

> dengan a=a, B =

1ino)2
. 1 ny+5(no)
generalized gamma <a =ny = (62nP)n, m; = & Bk

—aln (y(mz)é), dan m, — oo.

5. KESIMPULAN
Berdasarkan uraian sebelumnya, kesimpulan yang dapat diambil adalah sebagai
berikut:
1. Fungsi pembangkit momen dari distribusi log normal dengan parameter (i, 52)
adalah S5 & ™31,
2. Distribusi log normal dengan parameter (u, ?) merupakan kasus khusus dari

distribusi generalized gamma dengan parameter (a,y, m,) untuk (a =ny =

2 2 1 enu+%(no')2

(0%n?)n, danm, = —a )

3. Dari grafik yang telah dibuat berdasarkan fungsi kepekatan peluang distribusi log
normal, distribusi generalized gamma dan distribusi generalized log-logistic dengan
melakukan reparameterisasi pada distribusi generalized gamma, maka dapat
disimpulkan bahwa distribusi log normal dapat didekati oleh distribusi generalized
log-logistic.
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