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ABSTRAK

DINAMIKA DAN BIFURKASI PEMETAAN-PEMETAAN
YANG DITURUNKAN DARI PERSAMAAN AA
SINE-GORDON YANG DIPERUMUM

Oleh

La Zakaria
NIM: 30111010
(Program Studi Doktor Matematika)

Persamaan sine-Gordon adalah persamaan diferensial parsial yang dikenal memiliki
solusi soliton, sehingga disebut salah satu persamaan soliton. Versi diskrit
persamaan ini dapat diperoleh dengan beberapa cara. Pada disertasi ini akan
digunakan metode yang melibatkan pasangan matriks Lax (Lax-pair). Dengan
batasan untuk solusi gelombang berjalan akan diperoleh persamaan beda biasa yang
terintegralkan.

Tujuan penelitian ini adalah mempelajari dinamika dan bifurkasi dari persamaan
beda biasa (atau sistem dinamik diskrit) yang diturunkan dari sebuah solusi
gelombang berjalan. Untuk itu, terhadap sistem dinamik yang dimaksud ditam-
bahkan sejumlah parameter pada matriks Lax awal untuk memperumum sistem. Hal
ini dilakukan untuk menyelidiki lebih banyak kemungkinan dinamika dan bifurkasi
yang terjadi dalam sistem dibandingkan dengan bentuk standarnya. Melalui syarat
kekonsistenan didapat sistem dinamik diskrit yang tergantung pada dua parameter
bifurkasi dan dua parameter yang bukan parameter bifurkasi. Kedua parameter yang
bukan parameter bifurkasi menentukan dimensi dari sistem.

Pada disertasi ini, sistem dinamik yang dipelajari dibatasi di ruang berdimensi
rendah yaitu dua dan tiga. Integral dari sistem tersebut didapat dengan menghitung
matriks monodromi sepanjang sebuah staircase pada latis. Dengan mempelajari
level set (kurva ketinggian) dari fungsi integral ini dideskripsikan dinamika sistem
yang ditentukan oleh empat belas buah bentuk normal dari fungsi integral tersebut.
Bifurkasi yang ditemukan adalah bifurkasi yang non lokal. Bifurkasi yang terjadi
dalam sistem adalah bifurkasi penggandaan periode di mana dua titik berperiode-2
terbentuk dari sebuah titik kritis dan bifurkasi yang melibatkan tabrakan koneksi
homoklinik dan heteroklinik antara titik kritis bertipe saddle.

Kata-kunci: Persamaan sine-Gordon, Solusi gelombang berjalan, Integral, Titik
Kritis, Bifurkasi



ABSTRACT

DYNAMICS AND BIFURCATIONS OF THE MAPPINGS
DERIVED FROM GENERALIZED AA SINE-GORDON
EQUATION

by
La Zakaria

NIM: 30111010
(Doctoral Study Program of Mathematics)

The sine-Gordon equation is a partial differential equations which is known to have
soliton solutions, and hence it is called one of the soliton equations. A discrete
version of the equation could be obtained in various ways. Here, we will follow a
method that use the so called Lax-pair. By restricting to the traveling wave solution,
we derive an integrable ordinary difference equation.

The aim of this research is to study the dynamics and bifurcation of the ordinary
difference equations (or discrete dynamical systems) derived from traveling wave
solution. To achieve this goal, we introduce a number of the parameters in
the original Lax pair to obtain a generalized system. By using the compability
condition, the discrete dynamical systems that depend on four parameters are
obtained. Two of the parameters are bifurcation parameters while the others are
not. The non bifurcational parameters determine the dimension of the system.

In this dissertation, we will study the dynamical systems of low-dimensional (two
and three-dimensional). The integral of the system is obtained by computing the
monodromy matrix along a staircase on the lattice. By studying the level sets of
the integral, we describe the dynamics of the system through the fourteen normal
form of the integral. We observe an interesting local bifurcation of critical point
in the system, namely: the period doubling bifurcation, where two 2-period points
are created from a critical point. We have observed also a nonlocal bifurcation
involving collision of homoclinic and heteroclinic connection between saddle type
critical points.

Key-words: sine-Gordon equation, Integral, Traveling Wave Solution, Critical
point, Bifurcation
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Bab1 Persamaan Diskrit sine-Gordon Pada Latis Berdimensi 2

I.1 Pendahuluan

Disertasi ini membahas masalah dinamika dan bifurkasi pada keluarga tiga
parameter dari sistem dinamik diskrit berdimensi rendah yang diturunkan dari
persamaan beda parsial (PAE) sine-Gordon. Persamaan sine-Gordon adalah
persamaan diferensial parsial yang dikenal dalam matematika fisika sebagai salah
satu persamaan yang terintegralkan, dan juga memiliki solusi soliton. Penurunan
persamaan beda parsial sine-Gordon diturunkan dari persamaan diferensial parsial,
dengan melakukan diskritisasi pada peubah ruang satu dimensi dan peubah waktu.
Akibatnya persamaan ini juga dikenal dengan nama persamaan AA sine-Gordon
(karena diskritisasi dilakukan melibatkan A-x dan A-t).

Penurunan persamaan diskrit ini tidak unik; pada disertasi ini akan diikuti langkah-
langkah yang melibatkan bentuk bilinear Hirota (oleh Hirota). Karena persamaan
diferensial parsial sine-Gordon dikenal sebagai persamaan diferensial yang terin-
tegralkan maka sifat keterintegralan ini juga diwariskan pada bentuk diskritnya.
Keterintegralan dari persamaan ini diikuti dengan eksistensi dari dua matriks
pasangan Lax (lihat (Orfanidis, 1978a)).

Pada disertasi ini akan didapatkan keluarga baru dari persamaan double diskrit
yang terintegralkan, tetapi memuat cukup banyak parameter sehingga bifurkasi
di dalamnya dapat dipelajari. Cara untuk memperumum dengan menambahkan
parameter, tetapi tetap mempertahankan sifat keterintegralkan, dipilih cara dengan
memperumum matriks pasangan Laxnya. Ini dilakukan pada bagian berikutnya dari
Bab I pada disertasi ini.

Tujuan penelitian disertasi ini adalah mempelajari dinamika dan bifurkasi dari
sistem dinamik yang diturunkan dari persamaan sine-Gordon. Sistem dinamik
diskrit ini didapatkan dengan membatasi masalah pada solusi gelombang berjalan.
Pada kasus diskrit, solusi gelombang berjalan didapat dengan membatasi pada garis
karakteristik yang ditentukan oleh dua parameter anggota bilangan bulat.

Keluarga sistem dinamik diskrit yang didapat pada disertasi ini, adalah bagian dari
keluarga sistem dinamik diskrit yang terintegralkan, yang dikenal dengan nama
pemetaan Quispel-Roberts-Thompson (QRT). Sistem ini adalah salah satu sistem
terintegralkan yang paling umum yaitu memiliki 18 parameter.

Hasil penelitian yang diperoleh selain formulasi umum bentuk eksplisit fungsi

integral untuk sebuah pemetaan-pemetaan yang diturunkan dari persamaan AA



Bab III Dinamika Dan Bifurkasi Di Ruang Berdimensi Dua
Untuk 2y = 2o =1

Kajian dinamika dan bifurkasi sistem dinamik yang diturunkan dari sebuah
persamaan AA sine-Gordon yang diperumum merupakan hal baru. Oleh karena
itu pengamatan terhadap sistem yang ada dapat dimulai dari dimensi yang lebih
rendah. Pada bab ini dan bab berikutnya (Bab.IV), akan dibahas dinamika dan
bifurkasi dari sistem dinamik diskrit yang diturunkan dari persamaan beda biasa
SG di (IL.3). Ada dua kasus yang akan dipelajari, yaitu untuk kasus z; = 2z, = 1
dan kasus z; = 1, 2o = 2. Untuk kasus z; = z5 = 1, sebagian telah dikerjakan pada
(Tuwankotta dan Quispel, 2012) yang tidak dipublikasikan. Untuk kelengkapan,
dalam disertasi ini juga dimuat hasil-hasil yang diperoleh pada (Tuwankotta dan
Quispel, 2012).

III.1  Sistem Dinamik yang Diturunkan dari Persamaan

AA sine-Gordon yang Diperumum untuk z; = 2, = 1

Pilih nilai z; = 1 dan 2z, = 1. Persamaan di (II.3) dapat dinyatakan sebagai

(‘93 — 0 VnQ-H)
Vo (02V2, — 61)

Voo = (111.1)

Kemudian pandang -y, sebagai sebuah barisan pada R? yang didefinisikan dengan

dan @ merupakan vektor parameter di R>: (0,0, 05). Maka persamaan di ([I1.1)

dapat dinyatakan sebagai sebuah sistem dinamik berikut ini:

dengan
fe : RQ — RQ

93 — 91$2
(x,y) — (—(92332 — 91)y’x> )

21



Bab IV Dinamika Dan Bifurkasi Di Ruang Berdimensi Dua
Untuk 21 = 1;29 =2

Sebagaimana telah dikemukan dalam Bab III, bab ini akan membahas dinamika
dan bifurkasi sistem dinamik diskrit sine-Gordon yang diperumum untuk kasus
z1 = 1,29 = 2. Bahasan dalam bab ini dimulai dengan mengkonstruksi sebuah
sistem dinamik diskrit sine-Gordon untuk pilihan z; = 1,2, = 2 beserta fungsi
integralnya. Kemudian dari fungsi integralnya dilakukan komputasi untuk menda-
patkan titik kritis dan titik dasar serta prapeta titik dasar. Selain itu, bentuk normal
integral berkenaan dengan sistem dinamik juga dikonstruksi. Dari hasil pernor-
malan integral dapat diketahui keadaan dinamik melalui diagram-diagram level set
dari fungsi integral. Bagian ini ditutup dengan memberikan informasi tentang kesta-

bilan sistem di titik-titik tetapnya.

IV.1 Sistem Dinamik yang Diturunkan dari Persamaan

AA sine-Gordon yang Diperumum untuk z; = 1; 2 = 2

Pandang persamaan di (II.3]). Dengan menetapkan z; = 1 dan zo = 2, maka

(93 - 91 Vn+1 Vn+2)

Vits = . (Iv.1)
Vi (02 Vs Vayz — 01)
Persamaan di (I'V.1)) dapat ditulis sebagai sebuah sistem persamaan, yaitu:
vV _ (03=01 Vg1 Viago)
n+3 7 V(02 Var1 Viia—01)
Viz = Vaia (IV.2)

Vn+1 - Vn

Jika ¢° = V,,9V,1 dan ¢! = V,, 1V, maka sistem persamaan di (IV.2) dapat
dinyatakan sebagai

dimana
ge: R — R?

(5,y) — (%x)
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Bab V Kesimpulan dan Masalah Terbuka

Pada disertasi ini telah dipelajari sistem dinamik diskrit berdimensi rendah (dua dan
tiga) yang diturunkan dari persamaan sine-Gordon. Dinamika dari sistem-sistem
tersebut dapat dipelajari melalui level set dari fungsi integralnya. Telah ditemukan
beberapa bifurkasi yang berbeda dari yang ada diliteratur. Deskripsi lengkap dari
bifurkasi ini masih perlu untuk diteliti lebih lanjut.

Level set-level set dari fungsi integral pada disertasi ini dapat berpotongan. Ini
menginduksi singularitas pada sistem dinamik diskritnya. Hal ini tentu saja tidak
dijumpai pada bentuk PAE sine-Gordon. Jadi, singularitas ini dihasilkan oleh
reduksi ke OAE sine-Gordon melalui solusi gelombang berjalan. Oleh karena itu,
perlu dibangun suatu cara untuk memperbaiki’ singularitas ini agar pemetaan yang
dihasilkan reguler dan ini merupakan topik penelitian tersendiri.

Peluang penelitian lanjutan lainnya dari disertasi ini adalah adanya sejumlah aspek
yang belum dianalisa berkenaan dengan sistem (I1I.3) dan (IV.5). Misalnya, studi

perilaku di sekitar titik tetap. Hal ini sehubungan dengan fungsi integral yang

memiliki singularitas (level set yang berpotongan untuk nilai yang berbeda). Selain
itu, untuk sistem diskrit berdimensi z; + 2, > 3 yang diturunkan dari persamaan
generalized AA sine-Gordon, dinamik dan bifurkasinya juga belum dibahas sama

sekali dalam disertasi ini.

Membangun sistem dinamik diskrit baru yang terintegralkan

Salah satu topik menarik yang merupakan pengembangan dari sistem dinamik
diskrit yang terintegralkan adalah membangun pemetaan lain yang terintegralkan
dari sebuah pemetaan yang juga terintegralkan tertentu. Salah satu teknik yang
dapat digunakan untuk membangun pemetaan baru adalah menukar parameter
sistem dengan paramater integral. Teknik ini umumnya menghasilkan sistem baru
yang merupakan dual bagi sistem lama (lihat (Quispel dkk., 2005)). Cara lain
membangun pemetaan baru adalah dengan cara reparameterisasi.

Pandang sistem dinamik di persamaan (IIL3). Dengan menetapkan A = 1, maka

keluarga sistem dinamik tersebut menjadi:

((1 — pa’)

y (22 — )

(z,y) = filz,y) = m) V(z,y) € R? (V.1)
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Gambar V.1 Level Set Fi(z,y) = C dengan pn = 0.5. Kurva merah ditandai
untuk nilai C' = 0.

Dan fungsi integralnya adalah Fi(z,y) sebagaimana diberikan dalam persamaan
(IIL.11). Ambil i € R sebarang (tetapi tetap). Pandang level set Fi(x,y) = C
untuk suatu C' € R. Misalkan, level set F (z,y) = C dibatasi untuk C' = 0. Maka

p=p(z,y) = S5 V(ry) € Fi(r,y) =0 (V:2)

Subsitusikan y di atas ke sistem di (V.I)), maka diperoleh sebuah sistem dinamik

baru, yaitu:

(u,0) = flu,v) = (—v,u),¥ (u,v) € Fi(u,v)=0. (V.3)

Dapat diperiksa bahwa fungsi

Fu,v) = 29 vy v) e Fi(u,v) =0 (V4)

w2 +’U2 Y

merupakan integral bagi sistem di (V.3). Integral ini tidak lain adalah fungsi u(z, y)
di persamaan (V.2).

Dalam (Gambar V.I| dan (Gambar V.2| diperlihatkan beberapa level set dari fungsi

integral (TIL.1T)) dan (V:4).

Dari apa yang telah diperoleh di atas, dapat diperiksa bahwa hasil reparameter-

isasi terhadap parameter . pada sistem dinamik (V.I)) yang melibatkan solusi sistem
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1 0 1

Gambar V.2 Level Set F'(u,v) = K. Kurva hijau ditandai untuk nilai K = 0.5.

tersebut untuk level set F(z,y) = 0, 1 € R menghasilkan sebuah sistem dinamik
baru yang periodik empat dengan bentuk sistem dinamiknya seperti dinyatakan
dalam persamaan (V.3). Adapun solusi dari sistem dinamik baru yang dinyatakan
dalam level set-level set F° (u,v) = K, K € R adalah solusi sistem dinamik yang

lama dengan level set F(z,y) = 0, € R.
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LAMPIRAN



Lampiran A Penuruan Persamaan Bilinear Hirota yang
Ekivalen dengan Persamaan sine-Gordon

Dalam lampiran ini diperlihatkan proses penurunan bentuk persamaan bilinear
Hirota yang ekivalen dengan persamaan sine-Gordon berpeubah lightcone. Dari
bentuk bilinear ini kemudian akan didiskritisasi menjadi sebuah persamaan diskrit
Hirota.

Pandang persamaan sine-Gordon berpeubah lightcone u dan v sebagai berikut

Uyw = sinU. (A.1)

Misalkan fungsi p(u, v) merupakan sebuah fungsi bantu (auxiliary function) yang
memenuhi kondisi
Puv = 1 —cos U. (A.2)

Dengan memisalkan peubah kompleks w yang diberikan dalam bentuk

pHU

w=e % , (A.3)

kemudian, dengan menurunkannya terhadap w, diperoleh

1 (p+1il),
_wu e

w 4

atau ]
(p+il),

Wy = W 1
Selanjutnya, turunkan terhadap v persamaan di atas, diperoleh bentuk:

w'u/U — wv (p+£11U)“ + w (p+iU)uv (A'4)
Wy w—(p+lf)“”

Dengan mensubsitusikan U, dan p,, yang ada dalam (A.4) dengan persamaan

(A.1)-(A.2), akan diperoleh

Wy — wyw, = jw?(1—cosU +isinU)
= %wz(l—(c_oizU—lsmU))
= Jw (1 —e
= 1 (w?— e 6’1U>
= 3 (ur—e)
_ L)

dimana w adalah konyugat dari w.
Dengan demikian persamaan sine-Gordon (A.l) dapat diekspresikan kedalam
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Lampiran B Aplikasi Metode Staircase: Komputasi Formula
Eksplisit untuk Integral OAE sine-Gordon

Pandang pemetaan di R*#2 yang dinyatakan dalam bentuk berikut,

v (0501 V2 Vi)
A2l T (0, V) Vey 1)
‘/Z1+Z2—2 = ‘/Z1+Z2—1 (B 1)

="V,
Vo= Vi

Dalam bagian ini perolehan sejumlah formula eksplisit untuk integral bagi
pemetaan (B.1I]) dengan nilai z; = 1 dan beberapa pilihan nilai 25, yaitu untuk 2z, =
3,4,5, 6,dan 7 diperlihatkan.

Untuk kasus z; = 1 dan z, = 3.
Dalam kasus ini pemetaan (B.1) didefinisikan pada R*. Komputasi terhadap trace
matriks monodromi memberikan dua buah integral berikut:

Vi V- 1 1 1
H0:91(—0+—3)—92(‘/0‘/1—1“/2‘/14-‘/2‘/3)_93( + + )

vV, AR ATARTATS
dan
Vi Vv Vi Vi Vs W 0,
Hy—0, (0 20 2 Y g (VeVs) —
2 1<v1+v1+v2+v2+vg+vo) 2 (oVh) = 3777

Dapat diperiksa bahwa H, = H, dan K, = H.

Untuk kasus z; = 1 dan z, = 4.
Dalam kasus ini pemetaan (B.1)) didefinisikan pada R®. Komputasi terhadap trace
matriks monodromi memberikan dua buah integral berikut:

Voo Wu 1 1 1 1
Hy=0, =+ — | =0, (VoVi + Vo Vi + VoVa + VaV,)—0
0 1(‘/4+V0) o (VoVi + VaVi + VoV + V5Vy) 3(‘/1‘/.24-‘/2‘/34-‘/3% AT
dan
_ VaVo | Vo A VsVo . Vs \ Va A iV . ViVu | Vi | iVa | Vo | VaVs |, Vi
Hy = 0 (Bt Ml y g oy Ml Ml by by Loy Bl 1)

_92%%+@%+mm+@%)
- 93 Vo 4 Vo 1 4 1 >

Towva T v T s T v

Untuk kasus z; = 1 danz, = 5.
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