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RINGKASAN 

Chartrand dkk. (2002) telah memperkenalkan konsep bilangan kromatik lokasi yang 

merupakan perpaduan dari konsep pewarnaan titik dan dimensi partisi graf (Chartrand 

dkk. (1998)). Kajian penentuan bilangan kromatik lokasi graf merupakan permasalahan 

NP-hard (Chartrand dkk. (2002)), yakni belum adanya teorema atau algoritma yang 

berlaku umum untuk menentukan bilangan kromatik lokasi dari sebarang kelas graf. 

Kajian menarik  dari bilangan kromatik lokasi adalah  karakterisasi  graf berbilangan 

kromatik lokasi tertentu . Namun, hasil yang diperoleh masih sangat sedikit dan belum 

memuaskan. Chartrand dkk. (2003) telah melakukan karakterisasi graf berorder n dengan 

bilangan kromatik lokasinya n, yaitu graf multipartit. Selain itu, mereka juga telah 

melakukan karakterisasi graf dengan bilangan kromatik lokasinya (n-1). Selanjutnya, 

Chartrand dkk. (2003) telah mendapatkan sejumlah graf dengan bilangan kromatik 

lokasinya terbatas diatas oleh (n-2). Khusus untuk karakterisasi graf yang memuat siklus 

dengan bilangan kromatik lokasi 3 telah dikaji oleh Asmiati dkk. (2012), sedangkan 

Baskoro dan Asmiati (2013)  secara umum telah mendapatkan karakterisasi graf pohon 

dengan bilangan kromatik lokasi 3.  Tahun 2014, Asmiati dan Fitriani telah mengkaji graf 

amalgamasi pohon berbilangan kromatik lokasi empat, sedangkan Asmiati (2016) dan 

(2017) untuk bilangan kromatik lokasi graf - graf pohon tertentu. 

Sejauh penelusuran literatur belum ada kajian tentang bilangan kromatik lokasi pada graf 

Petersen. Pada penelitian ini akan dikaji tentang karakterisasi graf Petersen berbilangan 

kromatik lokasi  empat atau lima. Hasil yang akan diperoleh dari  karakterisasi ini sangat 

penting untuk mengklasifikasikan graf-graf Petersen berdasarkan bilangan kromatik 

lokasinya, dan sebagai acuan untuk mengkarakterisasi graf  Petersen dengan bilangan 

kromatik lokasi yang lebih tinggi. 

Hasil-hasil yang kami peroleh pada tahun pertama telah  kami desiminasikan pada 

International Conference on Applied Sciences Mathematics and Informatics  (ICASMI), 

13-15 Juli 2017, Bandar Lampung. Satu artikel telah disubmit ke Science International 

Lahore, terindex Thomson Reuters dengan judul The locating chromatic number of 

subdivision firecracker graphs. Hasil lain yang kami peroleh adalah karakterisasi graf 

Petersen berbilangan kromatik lokasi empat dan telah terbit di Far East Journal of 

Mathematical Sciences, terindex scopus dengan judul On Some Petersen Graphs Having 

Locating Chromatic Number Four or Five. Selanjutnya, kami juga telah 

mempresentasikan hasil-hasil utama ini pada International Conference on Graph Theory 

and Information Security (ICGTIS), 7-9 Agustus, di Universitas Indonesia. 

Pada tahun kedua ini, hasil-hasil yang kami peroleh telah dipresentasikan pada International 

Conference on Applied Sciences Mathematics and Informatics  (ICASMI), 9-11 Agustus 

2018, di Bandar Lampung; International Conference on Mathematics, Sciences, Education, 

and Technology (ICOMSET), 4-5 Oktober 2018, di Universitas Negeri Padang, Padang. Satu 

artikel telah dipublikasikan ke jurnal international bereputasi terindeks scopus , yaitu : 

Asmiati, I Ketut Sadha Gunce Yana, Lyra Yulianti, 2018, On the Locating Chromatic 

Number of Some Barbell Graphs, International Journal of Mathematics and Mathematical 

Sciences; Jurnal internasional, yaitu Agus Irawan, Asmiati, 2018, The Locating chromatic 

number of  subdivision firecracker graphs,  International Mathematical Forum, 13(10), 485-

492. Selanjutnya, satu atikel telah disubmit ke International Journal of  Physics Conference 

Series, terindex Scopus, berjudul ‘’Locating Chromatic Number of a Disjoint Union of Some 



 

 

Double Stars’’.  Draft buku referensi yang berjudul “Bilangan kromatik lokasi graf Petersen 

terus diperbaiki sehingga pada tahun berikutnya dapat segera terbit”.
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BAB 1. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Dimensi partisi diperkenalkan oleh Chartrand dkk. (1998) sebagai pengembangan dari 

konsep dimensi metrik.  Aplikasi dimensi metrik berperan dalam navigasi robotik 

(Saenpholphat dan Zhang (2004), optimasi penempatan sensor pendeteksi ancaman 

(Chatrand dan Zhang (2003)) maupun klasifikasi data senyawa kimia (Jhonson (1993)). 

Perkawinan antara konsep dimensi partisi dan pewarnaan graf melahirkan konsep 

bilangan kromatik lokasi graf. 

Pada bidang kimia, ikatan molekul-molekul dari suatu unsur atau senyawa kimia dapat 

digambarkan sebagai suatu graf. Pendataan terhadap ikatan molekul-molekul kimia 

dilakukan dengan mengklasifikasikan struktur dari graf yang digambarkan. Permasalahan 

akan muncul jika graf yang digambarkan adalah graf berukuran besar. Semakin besar 

graf kimia, semakin besar pula data yang perlu diperhatikan. Untuk memudahkan proses 

pendataan, digunakan konsep dimensi metrik untuk menentukan molekul-molekul yang 

menjadikan basis dari graf-graf kimia yang berukuran besar tersebut. Untuk selanjutnya 

data yang dientri adalah data dari molekul-molekul basis tersebut  (Jhonson (1993)). 

Penentuan bilangan kromatik lokasi dari suatu graf secara umum merupakan persoalan 

NP-hard (Chartrand dkk. (2002)). Karenanya, kajian penentuan bilangan kromatik lokasi 

graf dilakukan dengan membatasi untuk kelas-kelas graf tertentu atau dengan membatasi 

untuk bilangan kromatik lokasi tertentu. Hasil yang didapat antara lain pada graf lintasan, 

lingkaran, dan graf bintang ganda. Chartrand dkk. (2003) telah berhasil mengkonstruksi 

graf pohon berorder n≥5 dengan bilangan kromatik lokasinya bervariasi mulai dari 3 

sampai dengan n, kecuali n-1. Kemudian Behtoei dan Omoomi (2011c), telah 

mendapatkan bilangan kromatik lokasi dari graf Kneser.  

Bilangan kromatik lokasi merupakan salah satu kajian yang masih  menarik sampai saat 

ini, beberapa peneliti telah menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf hasil operasi. 

Behtoei dan Omoomi (2011b) telah mendapatkan bilangan kromatik lokasi dari grid, 

perkalian kartesian untuk lintasan dan graf lengkap, serta perkalian kartesian dari dua 

buah graf lengkap. Selanjutnya, Behtoei dan Omoomi (2011a) telah mendapatkan 



 

 

bilangan kromatik lokasi untuk perkalian join dari dua graf, graf kipas, graf roda, dan 

graf persahabatan.  

Khusus untuk graf pohon, Asmiati dkk. (2011) telah berhasil menentukan bilangan 

kromatik lokasi  graf amalgamasi bintang dan sifat kemonotonannya dan Asmiati dkk. 

(2012) untuk graf kembang api. Selanjutnya, secara umum Asmiati (2014a) telah berhasil 

menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf amalgamasi bintang tak homogen.  

Pada masalah karakterisasi bilangan kromatik lokasi, Chartrand dkk. (2002) telah 

mendapatkan hasil bahwa satu-satunya graf berorde n dengan bilangan kromatik 

lokasinya n adalah graf multipartit lengkap. Mereka juga telah berhasil mengkarakterisasi 

graf berorde n  dengan bilangan kromatik lokasinya  n atau (n-1). Pada tahun 2012, 

Asmiati dan Baskoro telah berhasil mengkarakterisasi graf berorde n yang memuat siklus 

dengan bilangan kromatik lokasi tiga. Secara umum, Baskoro dan Asmiati (2013) telah 

berhasil mengkarakterisasi semua graf pohon berorde n berbilangan kromatik lokasi tiga. 

Pada tahun 2014, Asmiati dan Fitriani telah mendapatkan graf amalgamasi pohon 

berbilangan kromatik lokasi empat. Berdasarkan hasil yang diperoleh oleh Asmiati dan 

Fitriani (2014b), maka Asmiati (2016) dan (2017) berhasil menentukan beberapa 

bilangan kromatik lokasi graf  pohon lainnya. 

Salah satu kelas graf yang terkenal adalah graf Petersen. Graf Petersen sangat popular 

untuk dipelajari karena keunikannya sebagai contoh penyangkal (counter example) dan 

mempunyai sifat-sifat menarik. Salah satu aplikasi dimensi metrik  adalah menentukan 

minimum banyaknya alat pendeteksi sensor kebakaran yang harus ditempatkan di 

beberapa ruangan di dalam sebuah gedung. Letak ruangan di gedung tersebut dapat 

direpresentasikan sebagai graf Petersen. 

 

1.2 Perumusan Masalah 

Sejauh penelusuran literatur  belum ada kajian  tentang bilangan kromatik lokasi pada 

graf Petersen. Jadi pada penelitian ini, akan dikaji tentang bilangan kromatik lokasi pada 

graf Petersen. Lebih jauh lagi akan dilakukan karakterisasi graf Petersen berbilangan 

kromatik lokasi tertentu, yang dimulai dengan mengkarakterisasi graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi empat. Hasil yang didapat sebagai parameter untuk 



 

 

melanjutkan karakterisasi graf Petersen dengan bilangan kromatik lokasi lima atau yang 

lebih besar dari lima. 

 

BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bagian ini akan diberikan definisi bilangan kromatik lokasi beserta sifatnya. Hasil 

awal dari graf Petersen berbilangan kromatik lokasi empat akan didiskusikan pada sub 

bab selanjutnya. 

Bilangan kromatik lokasi graf pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk. (2002). Konsep ini 

merupakan pengembangan dari konsep dimensi partisi dan pewarnaan graf. 

Konsep pewarnaan graf muncul sebagai model dalam menyelesaikan permasalahan 

pewarnaan peta. Pada tanggal 23 Oktober 1852, Frederick Guthri (1833-1886), 

mahasiswa di University College London, mengunjungi profesor matematika, Augustus 

De Morgan (1806-1871), untuk menyampaikan penemuan matematika dari kakak 

lelakinya, Francis Guthrie (1831-1899). Beliau mendapatkan konjektur empat warna   

(The Four Color Conjecture) yang menyatakan: Semua negara di peta dapat diwarnai 

dengan menggunakan maksimal emapat warna sedemikian sehingga dua negara yang 

berbatasan mempunyai warna berbeda. Keinginan yang kuat dari para matematikawan 

untuk menyelesaikan permasalahan empat warna  tersebut menginspirasi munculnya 

konsep pewarnaan daerah, titik, sisi, dan graf planar. Konsep inilah yang digunakan 

untuk mewarnai graf secara umum. 

Berikut ini definisi dari bilangan kromatik lokasi graf yang diambil dari Chartrand dkk. 

(2002). Misalkan ( , )G V E  adalah graf terhubung dan c suatu pewarnaan sejati di 

G dengan ( ) ( )c u c v  untuk u dan v  yang bertetangga di G . Misalkan iC  adalah 

himpunan titik-titik yang diberi warna i , yang selanjutnya disebut kelas warna, maka 

 1 2, , , kC C C   adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari ( )V G . 

Kode warna, ( )c v  dari dari v  adalah k -urutan   1 2( , ), ( , ), , ( , )kd v C d v C d v C  dengan 

 ( , ) min ( , )i id v C d v x x C   untuk 1 i k  . Jika setiap titik di G  mempunyai kode 

warna yang berbeda, maka c  disebut pewarnaan lokasi  dari G . Banyaknya warna 



 

 

minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari 

G , dan dinotasikan dengan ( )L G .  

Hasil yang didapat oleh Chartrand dkk. (2002) antara lain,  ( ) 3L nP   untuk  3n  ; 

untuk 3n    berlaku ( )L nC , adalah 3 jika n  ganjil dan 4 jika n  genap; untuk graf 

bintang ganda 
,( )

a b
S ,1 a b  dan  2b  , bilangan kromatik lokasinya adalah 1b .  

Misalkan G  graf terhubung berorde 3n  , maka ( )L G n    jika dan hanya jika G  graf 

multipartit lengkap.  Chartrand dkk.(2002) juga telah menunjukkan bahwa terdapat 

pohon berorde 5n   dengan bilangan kromatik lokasi n  jika dan hanya jika 

{3,4,..., 2, }k n n  . 

Berikut ini adalah hasil-hasil yang telah dibuktikan oleh Chartrand dkk. (2002) .Misalkan 

( )N v  adalah himpunan tetangga dari titik v di G. 

Teorema 1.  Misalkan c  adalah pewarnaan lokasi pada graf G .  Jika u  dan v  adalah dua titik 

yang berbeda di G  sedemikian sehingga ( , ) ( , )d u w d v w untuk semua ( ) { , }w V G u v  , 

maka ( ) ( )c u c v .  Secara khusus, jika u  dan v  titik-titik yang tidak bertetangga di G  

sedemikian sehingga ( ) ( )N u N v , maka ( ) ( )c u c v . 

Akibat 1. Jika G  adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan  k  daun, 

maka ( ) 1L G k   . 

Teorema 2.  (Chartrand dkk. (2002)) 

 

Bilangan kromatik lokasi graf lingkaran Cn , n titik adalah 3 jika n ganjil dan 4 jika n genap. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

BAB 3. TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN 

 

3.1    Tujuan Penelitian 

Penelitian ini  bertujuan untuk mengkarakterisasi graf  Petersen berbilangan kromatik lokasi 

tertentu. Beberapa permasalahan yang akan ditinjau adalah: 

1. Melakukan klasifikasi dan karakterisasi semua graf Petersen berbilangan kromatik 

lokasi 4.  Permasalahan ini telah terselesaikan pada tahun pertama. 

2. Menentukan klasifikasi dan karakterisasi semua graf Petersen berbilangan kromatik 

lokasi 5. Permasalahan ini sebagian telah diselesaikan pada tahun kedua. 

3. Menentukan klasifikasi dan karakterisasi semua graf  Petersen berbilangan kromatik 

lokasi lebih besar dari 5. Permasalahan ini akan diselesaikan pada tahun ketiga. 

 

3.2 Manfaat Penelitian 

Metode atau teori baru yang diperoleh dari penelitian ini dapat digunakan untuk 

mengkarakterisasi graf Petersen berbilangan kromatik lokasi empat, lima, atau lebih besar 

dari lima. Selain itu, karena graf Petersen memuat siklus, maka diharapkan  metode tersebut 

juga  dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan karakterisasi graf memuat siklus 

berbilangan kromatik lokasi tertentu. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

BAB 4  METODE PENELITIAN 

4.1. Tempat Penelitian 

Penelitian ini akan dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas MIPA, Universitas 

Lampung. 

4.2. Tahapan Penelitian 

Penelitian ini akan dilakukan dalam 3 tahapan: 

1. Tahap Pendahuluan. Pada tahap ini akan dilakukan pencarian literatur yang 

berkaitan dengan topik bilangan kromatik lokasi dari suatu graf. Proses pencarian 

ini diikuti dengan proses pemahaman dan pemetaan penelitian, serta  melakukan 

penelitian awal bilangan kromatik lokasi graf Petersen. 

 

2. Tahap Penelitian. Pada tahapan ini akan dilakukan kajian dari masalah penelitian 

yang telah dijelaskan pada bagian sebelumnya. Untuk selengkapnya, tahapan 

untuk masing-masing masalah adalah sebagai berikut. 

 Metode yang dilakukan untuk menentukan bilangan kromatik 

lokasi dari graf Petersen P, ( )L P  adalah dengan menentukan 

batas bawah dan batas atas dari ( )L P .  

 Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Petersen. 

Graf Petersen memuat silkus ganjil atau genap. Maka, berdasarkan 

Teorema 2, untuk graf Petersen yang memuat siklus ganjil 

sekurang-kurangnya warna yang dibutuhkan untuk mewarnai graf 

Petersen adalah 3. Jadi, ( ) 3L P  . Sedangkan untuk graf Petersen 

yang memuat siklus genap sekurang-kurangnya warna yang 

dibutuhkan untuk mewarnai graf Petersen adalah 4.  

 Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Petersen. 

Batas atas bilangan kromatik lokasi graf Petersen dapat ditentukan 

dengan mengkonstruksi pewarnaan yang memenuhi persyaratan 

pewarnaan lokasi. Konstruksi dapat diawali dari pewarnaan sejati 

dari titik-titik pada graf Petersen  sehingga diperoleh kelas-kelas 

warna atau partisi pembeda graf tersebut. Kemudian dimodifikasi 



 

 

sehingga memenuhi kriteria pewarnaan lokasi dengan 

memperhatikan bentuk struktuk dari graf Petersen itu. 

 Mengklasifikasi graf-graf Petersen berbilangan kromatik lokasi 

empat atau lima. 

 Menentukan syarat perlu dan syarat cukup dari graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi empat, sehingga diperoleh klasifikasi 

graf  Petersen dengan bilangan kromatik lokasi empat. Setelah itu, 

dilakukan karakterisasi  graf Petersen berbilangan kromatik lokasi 

empat. 

 Membuktikan hasil-hasil karakterisasi graf Petersen berbilangan 

kromatik lokasi empat yang dirumuskan dalam bentuk teorema. 

 Selanjutnya hal yang sama untuk mengklasifikasi graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi lima. 

 Syarat perlu atau syarat cukup yang telah diperoleh pada Langkah 

e, dianalisis apakah masih dapat digunakan untuk graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi lima. Andaikan tidak dapat digunakan 

maka perlu ditentukan syarat perlu atau cukup suatu graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi lima. 

 Mengkarakterisasi graf Petersen berbilangan kromatik lokasi lima. 

 Membuktikan hasil-hasil karakterisasi graf Petersen berbilangan 

kromatik lokasi lima yang dirumuskan dalam bentuk teorema. 

 Hasil yang didapatkan pada langkah sebelumnya, menjadi 

parameter untuk mendapatkan karakterisasi graf  Petersen  dengan 

bilangan kromatik lokasi yang lebih tinggi. 

 

3. Tahap Penulisan dan publikasi. Dalam tahapan ini, semua hasil yang diperoleh 

akan ditulis dalam 2 artikel    yang akan dipublikasikan ke jurnal internasional  

atau jurnal internasional bereputasi. Hasil-hasil penelitian ini juga akan 

diseminarkan dalam forum ilmiah tingkat nasional maupun internasional. 

 

 

 



 

 

4.3  Road Map Penelitian 

Peta jalan untuk penelitian karakterisasi graf Petersen berbilangan kromatik-lokasi empat atau 

lima,  diberikan dalam gambar berikut. 
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(2016-2017) 
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(2017-2018) 
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Tahap Inisiasi 

 

 

 

 

  
Menentukan 

batas bawah 

dan atas 

graf-graf  

Petersen 

yang diduga 

berbilangan 

kromatik 

lokasi 4  

 

Menentukan 

kelas-kelas graf  

Petersen 

berbilangan 

kromatik lokasi 4 

Karakterisasi 

graf  Petersen  

dengan 

bilangan 

kromatik 

lokasi 4 

Menentukan 

kelas-kelas graf 

Petersen 

berbilangan 

kromatik lokasi 5 

dan 

karakterisasinya 

Karakterisasi 

graf  Petersen 

dengan bilangan 

kromatik lokasi  

lebih dari 5 



 

 

BAB 5   HASIL YANG DICAPAI 

 

Pada bagian akan didiskusikan hasil yang sudah dicapai pada tahun pertama dan kedua. 

Pada tahun pertama, telah diperoleh karakterisasi graf Petersensen berbilangan kromatik 

lokasi empat. Pada tahun kedua ini, hasil yang diperoleh adalah klasifikasi graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi lima 

5.1  Bilangan Kromatik Lokasi Graf Kembang Api yang di subdivisi. 

 adalah graf yang diperoleh dengan mensubdivisi graf  sebanyak  titik genap 

pada masing – masing sisi  dan  ; . Akibatnya  dan  menjadi 

sebuah lintasan ; . Misalkan lintasan  ; 

 ,untuk  genap, lintasan  ;  

,untuk  genap. 

 

untuk k ≥ 5 

 

Akan ditunjukan bahwa untuk k ≥ 5 , jika  dan jika 

.Pandang dua kasus berikut ini: 

 

Kasus 1. Untuk k ≥ 5 dan . 

Pertama akan ditunjukan batas bawah dari  untuk k ≥ 5 dan  karena setiap 

titik  bertetangga dengan  daun dan, maka berdasarkan Akibat 1, . 

Akan ditunjukan bahwa  untuk k ≥ 5 dan . Definisikan suatu 

pewarnaan  pada  sebagai berikut. Beri warna , untuk  dan 

semua daun:  dengan  untuk sembarang i. 

Selanjutnya , untuk i ganjil dan 1 untuk i genap.  untuk 

. Akibatnya, pewarnaan c akan membangun suatu partisi 

 pada , dengan  adalah himpunan dari semua titik yang 

berwarna i. 



 

 

 

Akan ditunjukan bahwa kode warna untuk semua titik di  untuk k ≥ 5 dan . 

Misalkan  dan  maka pandang kasus – kasus berikut ini : 

 Jika  untuk suatu i, j, h, l dan , maka  karena 

. 

 Jika  untuk suatu i, j, h,  dan , maka karena u bukan titik dominan dan 

v harus menjadi titik dominan . Jadi . 

 Jika  untuk suatu i, j, h,  dan , maka terdapat tepat satu himpunan di  

yang mempunyai jarak 1 di u dan terdapat sedikitnya dua himpunan di  yang 

mempunyai jarak 1 di v. Jadi . 

 Jika  untuk suatu i, j, h,  dan , maka terdapat tepat satu himpunan di  

yang mempunyai jarak 1 di u dan terdapat sedikitnya dua himpunan di  yang 

mempunyai jarak 1 di v. Jadi . 

 Jika  untuk suatu i, j  dan , maka karena u harus menjadi titik dominan 

dan v bukan titik dominan. Jadi . 

 Jika  untuk suatu i, j  dan , maka karena u harus menjadi titik dominan 

dan v bukan titik dominan. Jadi . 

 Jika  untuk suatu i, j  dan , maka  karena 

. 

 Jika  maka  dan  jadi . 

Berdasarkan semua kasus di atas dapat disimpulkan bahwa kode warna dari semua titik di 

 untuk k ≥ 5 ,  adalah berbeda, jadi  untuk  .  

 

 adalah graf yang diperoleh dengan mensubdivisi graf  sebanyak  titik genap 

pada  ; . Akibatnya  menjadi sebuah lintasan ; . 

Misalkan lintasan  ;  ,untuk  genap. 

Akan ditunjukan bahwa  untuk k ≥ 5 dan . Definisikan suatu 

pewarnaan  pada  sebagai berikut. Beri warna , untuk  dan 



 

 

semua daun:  dengan  untuk sembarang i. 

Selanjutnya , untuk i ganjil dan 1 untuk i genap.  untuk 

. Untuk  untuk r ganjil dan  untuk r genap;  

,untuk  genap. Akibatnya, pewarnaan c akan membangun suatu partisi 

 pada , dengan  adalah himpunan dari semua titik yang 

berwarna i. 

 

Kasus 2. Untuk Untuk k ≥ 5 dan  

Akan ditentukan batas bawah untuk k ≥ 5 dan . Berdasarkan akibat ...... , diperoleh 

, tetapi akan ditujukan bahwa  warna tidaklah cukup untuk mewarnai. 

Untuk suatu kontradiksi, andaikan terdapat pewarnaan  lokasi c pada  untuk k ≥ 5 

dan . Karena  , maka terdapat dua i, j,   sedemikian sehingga 

 akibatnya kode warna dan  akan 

sama, suatu kontradiksi.  Jadi .  

Akan ditentukan batas atas dari  untuk k ≥ 5,  . Untuk menunjukan ,    

dan   pandang pewarnaan lokasi c pada  sebagai berikut : 

  jika i ganjil dan  jika i genap. 

 , untuk setiap i. 

 , untuk setiap i. 

 Jika , definisikan 

 

Pewarnaan c akan membangun suatu partisi  pada .  

Jadi, c adalah pewarnaaan lokasi pada  untuk  dan diperoleh 

 . 

 

Karena warna k hanya digunakan untuk mewarnai , mengakibatkan kode warna semua titik 

di  adalah berbeda. 

 



 

 

 adalah graf yang diperoleh dengan mensubdivisi graf  sebanyak  titik genap 

pada masing – masing sisi  dan  ; . Akibatnya  dan  menjadi 

sebuah lintasan ; . Misalkan lintasan  ; 

 ,untuk  genap, lintasan  ;  

,untuk  genap. 

Untuk  untuk r ganjil dan  untuk r genap, untuk  untuk r ganjil dan 

 untuk r genap;  ,untuk  genap. Misalkan  dan 

 maka : 

 Jika  untuk suatu  dan , maka .  

 Jika  untuk suatu  dan  , maka .  

 Jika  untuk suatu  dan  , maka .  

Karena warna k hanya digunakan untuk mewarnai , mengakibatkan kode warna semua titik 

di  adalah berbeda. Hasil-hasil yang telah diperoleh ini telah di presentasikan pada 

International Conference on Applied Sciences Mathematics and Informatics  (ICASMI), 

13-15 Juli 2017, Bandar Lampung dan telah terbit, yaitu Agus Irawan, Asmiati, 2018, The 

Locating chromatic number of  subdivision firecracker graphs,  International Mathematical 

Forum, 13(10), 485-492. 

 

5.2  Klasifikasi Graf Petersen Berbilangan Kromatik Lokasi Empat atau Lima 

a.  Bilangan kromatik lokasi pada Graf Petersen Pn,1 dengan n ≥ 3 ganjil 

Pada bagian ini akan didiskusikan  tentang bilangan kromatik lokasi graf Petersen Pn,1 untuk 

n ganjil. Karena Pn,1, memuat siklus genap, maka berdasarkan Teorema 2 diperoleh 

. Selanjutnya untuk menentukan batas atasnya, titik-titik pada V(Pn,1) dipartisi 

sebagai berikut : 

C1 = {u1}; C2 = {u2j, v2j – 1}; C3 = {u2j + 1, v2j}; C4 = {vn}. 

Kode warnanya adalah : 

C1 = {u1} 

Warna 1 hanya terletak pada u1, karena pembuktian ini mempertahankan warna 1 hanya ada 

pada satu titik yaitu di titik u1. Sehingga cΠ(u1) selalu tetap yaitu (0, 1, 1, 2). 

C2 = {u2j, v2j – 1} 



 

 

Untuk ui, 2 ≤ i ≤ n – 1; i = 2j; 1 ≤ j ≤  dan vi, 1 ≤ i ≤ n – 2; i = 2j – 1; 1 ≤ j ≤  

 Untuk i <  

  cΠ(ui) = (i – 1, 0, 1, i + 1) 

  cΠ(vi) = (i, 0, 1, i) 

 Untuk i =  

  cΠ(ui) = cΠ(un – 2j + 1) = (i – 1, 0, 1, 2j) 

  cΠ(vi) = cΠ(vn – 2j) = (i, 0, 1, 2j) 

 

 

 Untuk i >  

  cΠ(ui) = cΠ(un – 2j + 1) = (2j, 0, 1, 2j) 

  cΠ(vi) = cΠ(vn – 2j) = (2j + 2, 0, 1, 2j) 

C3 = {u2j + 1, v2j} 

Untuk ui, 3 ≤ i ≤ n; i = 2j + 1; 1 ≤ j ≤  dan vi, 2 ≤ i ≤ n – 1; i = 2j; 1 ≤ j ≤  

 Untuk i <  

  cΠ(ui) = (i – 1, 1, 0, i + 1) 

  cΠ(vi) = (i, 1, 0, i) 

 Untuk i =  

  cΠ(ui) = cΠ(un – 2j + 2) = (i – 1, 0, 1, 2j – 1) 

  cΠ(vi) = cΠ(vn – 2j + 1) = (i, 1, 0, 2j – 1) 

 Untuk i >  

  cΠ(ui) = cΠ(un – 2j + 2) = (2j – 1, 1, 0, 2j – 1) 

  cΠ(vi) = cΠ(vn – 2j + 1) = (2j + 1, 1, 0, 2j – 1) 

C4 = {vn} 

Warna 4 hanya terletak pada vn, karena pembuktian ini meletakkan warna 4 pada titik 

terakhir, sehingga warna 4 hanya ada pada satu titik yaitu di titik vn. Akibatnya cΠ(vn) selalu 

tetap yaitu (2, 1, 1, 0). Karena tidak ada kode warna yang sama maka C merupakan 

pewarnaan lokasi. Akibatnya dibutuhkan maksimal 4 warna untuk mewarnai Pn,1 untuk n 



 

 

ganjil, jadi . Dapat disimpulkan bahwa, Graf Petersen Pn,1 untuk n ≥ 3, 

 jika n bilangan ganjil. 

b. Bilangan kromatik lokasi pada Graf Petersen Pn,1 dengan n ≥ 4 genap 

 

Dipandang untuk sisi ui  ui + 1 maka jumlah n genap sehingga berdasarkan Teorema 2, maka 

. Misalkan,  , maka C1 = {u1}; C2 = {u2i, v2i – 1}; C3 = {u2i + 1, v2i} 

dan C4 = {un} untuk i > 0.  Maka terdapat kode warna yang sama, yaitu cΠ(u2) = cΠ(v1). 

Karena terdapat kode warna yang sama maka C bukan pewarnaan lokasi. Akibatnya 

dibutuhkan minimal 5 warna untuk mewarnai Pn,1 untuk n genap, jadi  . 

Selanjutnya akan ditentukan batas atas dari graf Petersen χL (Pn,1) untuk n genap. Titik-titik 

pada V(Pn,1) dipartisi sebagai berikut : 

C1 = {u1}; C2 = {u2j, v2j – 1}; C3 = {u2j + 1, v2j }; C4 = {un}; C5 = {vn}. 

C1 = {u1} 

Warna 1 hanya terletak pada u1, karena pembuktian ini mempertahankan warna 1 hanya ada 

pada satu titik yaitu di titik u1. Sehingga cΠ(u1) selalu tetap yaitu (0, 1, 2, 1, 2). 

C2 = {u2j, v2j – 1} 

Untuk ui, 1 ≤ i ≤ n – 2; i = 2j; 1 ≤ j ≤  dan vi, 1 ≤ i ≤ n – 1; i = 2j – 1; 1 ≤ j ≤  

 Untuk i ≤  

  cΠ(ui) = (i – 1, 0, 1, i, i + 1) 

  cΠ(vi) = (i, 0, 1, i + 1, i) 

 Untuk i >  

  cΠ(ui) = cΠ(un – 2j) = (2j + 1, 0, 1, 2j, 2j + 1) 

  cΠ(vi) = cΠ(vn – 2j + 1) = (2j + 1, 0, 1, 2j, 2j – 1) 

C3 = {u2j + 1, v2j} 

Untuk ui, 1 ≤ i ≤ n – 1; i = 2j + 1; 1 ≤ j ≤  dan vi, 1 ≤ i ≤ n – 2; i = 2j; 1 ≤ j ≤  

 Untuk i ≤  

  cΠ(ui) = (i – 1, 1, 0, i, i + 1) 

  cΠ(vi) = (i, 1, 0, i + 1, i) 



 

 

 Untuk i >  

  cΠ(ui) = cΠ(un – 2j + 1) = (2j, 1, 0, 2j – 1, 2j) 

  cΠ(vi) = cΠ(vn – 2j) = (2j + 2, 1, 0, 2j + 1, 2j) 

C4 = {un} 

Warna 4 hanya terletak pada un, karena pembuktian ini meletakkan warna 4 pada titik 

terakhir, sehingga warna 4 hanya ada pada satu titik yaitu di titik un. Akibatnya cΠ(un) selalu 

tetap yaitu (1, 2, 1, 0, 1). 

C5 = {vn} 

Warna 5 hanya terletak pada vn, karena pembuktian ini meletakkan warna 5 pada titik 

terakhir, sehingga warna 5 hanya ada pada satu titik yaitu di titik vn. Akibatnya cΠ(vn) selalu 

tetap yaitu (2, 1, 2, 1, 0). 

Karena tidak ada kode warna yang sama maka C merupakan pewarnaan lokasi. Akibatnya 

dibutuhkan maksimal 5 warna untuk mewarnai Pn,1 untuk n genap, jadi . Dapat 

disimpulkan bahwa, Graf Petersen Pn,1 untuk n ≥ 3,  , untuk  n bilangan genap. 

Hasil- hasil yang telah diperoleh pada bagian ini telah dipublikasikan pada jurnal 

international bereputasi terindeks Scopus, yaitu: Asmiati, Wamiliana, Devriyadi, Lyra 

Yulianti, 2017, On Some Petersen Graphs Having Locating Chromatic Number Four or 

Five, Far East Journal of Mathematical Sciences, 102(4), 769-778. 

Berdasarkan hasil-hasil klasifikasi graf-graf Petersen berbilangan kromatik lokasi empat atau 

lima, maka diperoleh suatu konjektur :  Graf Petersen  P  berbilangan kromatik lokasi empat 

jika dan hanya jika  , untuk  n ≥ 3  ganjil atau  . 

Hasil berupa konjektur itu  telah di presentasikan pada International Conference on Graph 

Theory and Information Security (ICGTIS), 7-9 Agustus, di Universitas Indonesia. 

 

 

 

 

 



 

 

5.3 Bilangan Kromatik Lokasi Graf Barbel 

a. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Barbel Lengkap Seragam 

Graf lengkap adalah graf yang setiap titiknya saling bertetangga, dinotasikan dengan (Kn) 

dengan n adalah banyaknya titik dan n ≥ 2.  Banyaknya sisi pada suatu graf lengkap adalah 

n(n – 1)/2 dan masing-masing titik berderajat n – 1 (Deo, 1989). 

Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan menghubungkan dua tiruan/jiplakan 

dari graf lengkap atau graf Petersen yang dihubungkan dengan sebuah jembatan/sisi, yang 

dinotasikan dengan (Bn,n) dimana n ≥ 3 dan n adalah bilangan asli (Ihwan, dkk., 2014). 

 

Hasil 1 

Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel ( ) adalah , untuk . 

Bukti: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1.  Graf barbel ( ). 

 

 

 

Akan ditentukan terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf barbel ( ).  

Karena graf barbel ( ) memuat graf lengkap ( ) maka berdasarkan Teorema 1, akan 

memiliki .  Misalkan  pewarnaan titik dengan menggunakan  warna, maka 

pada kedua graf lengkap ( ) yang terdapat pada graf barbel tersebut akan ada yang 

mempunyai kode warna yang sama.  Sehingga kontradiksi untuk , jadi 

  

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 



 

 

dibutuhkan sekurang-kurangnya ( ) warna untuk mewarnai graf barbel tersebut.  

Sehingga .  

Selanjutnya graf barbel ( ) diberikan pewarnaan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.  Graf barbel ( ) dengan pewarnaan titik. 

 

 

Diberikan titik-titik di  sebagai berikut: 

Titik di ( ) pertama :  ;  

Titik di ( ) kedua :  ;  

Misalkan c adalah pewarnaan titik yang diberikan dengan menggunakan  warna, 

sedemikian sehingga diperoleh: 

 ;  

  ;  

  ;  

  ;  lainnya 

Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen lainnya 

 

 

  

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 



 

 

  ; komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen lainnya 

 

Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna yang berbeda, maka c adalah 

pewarnaan lokasi.  Akibatnya . Jadi, , untuk . 

Berikut ini adalah contoh pewarnaan lokasi pada Graf Barbel lengkap . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3  Pewarnaan lokasi minimum . 

 

b. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Barbel Lengkap Tak Seragam 

Hasil 2. Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel ( ) adalah , untuk  

dan  

Bukti: 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.  Graf barbel ( ). 
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Akan ditentukan terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf barbel 

( ).  Karena graf barbel ( ) memuat graf lengkap ( ) dan ( ) maka berdasarkan 

Teorema 1, akan memiliki .  

Selanjutnya graf barbel ( ) diberikan pewarnaan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 5.  Graf barbel ( ) dengan pewarnaan titik. 

 

Diberikan titik-titik di  untuk  sebagai berikut: 

Titik di ( ) :  ;  

Titik di ( ) :  ;  

Misalkan c adalah pewarnaan titik yang diberikan dengan menggunakan  

warna, sedemikian sehingga diperoleh: 

 ;   

  ;  

  ;  

  ;  lainnya 

Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: 

  ; komponen ke-  untuk  

  

  ; komponen lainnya 

  

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 



 

 

  ; komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

  ; ( ) komponen pertama untuk  

  ; ( ) komponen pertama untuk  

  ; komponen lainnya 

Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna yang berbeda, maka c adalah 

pewarnaan lokasi.  Akibatnya .  

Karena graf barbel ( ); untuk  akan mempunyai pewarnaan lokasi yang sama 

dengan graf barbel ( ); untuk , maka cukup satu yang dibuktikan, maka  adalah 

pewarnaan lokasi untuk graf barbel ( ), sehingga , untuk 

 dan . 

c. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Barbel Petersen 

Graf Petersen adalah graf yang memiliki 2  titik yaitu titik-titik pada lingkaran luar 

{ } dan titik-titik pada lingkaran dalam { } untuk .  Graf 

Petersen dinotasikan dengan ( ), dengan  dan  

, serta memiliki sisi { }  { }  { } dimana { } (Asmiati, 

dkk., 2017). 

 

Hasil 3 

Bilangan Kromatik Lokasi graf Barbel ( ) adalah  untuk  ganjil atau 5 

untuk  genap, dengan . 

 



 

 

Bukti: Untuk membuktikan teorema tersebut dapat dipertimbangkan dalam kasus sebagai 

berikut: 

Kasus 1.  , untuk  ganjil.  

 

Akan ditentukan terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf barbel 

( ).  Karena graf barbel ( ) memuat graf petersen ( ) dengan  ganjil maka 

berdasarkan Teorema 2 akan memiliki .  

Selanjutnya graf barbel ( ) diberikan pewarnaan sebagai berikut:  

 

Diberikan titik-titik di  sebagai berikut: 

Titik di ( ) pertama :  dan  ;  dan  ganjil. 

Titik di ( ) kedua :  dan  ;  dan  ganjil. 

Misalkan c adalah pewarnaan titik yang diberikan dengan menggunakan  warna, sedemikian 

sehingga diperoleh: 

  ;  

  ;  genap untuk  

  ;  ganjil untuk  

 2 ;  

  ;  ganjil untuk  

  ;  genap untuk  

  ;  ganjil untuk  

  ;  genap untuk  

  ;  

 



 

 

 1 ;  genap untuk  

  ;  ganjil untuk  

  ; . 

 

Maka diperoleh kode warna sebagai berikut: 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  genap dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen lainnya 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  genap dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen lainnya. 

 

 

 



 

 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  genap dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen lainnya 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  genap dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen lainnya 

Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna yang berbeda, maka c adalah 

pewarnaan lokasi.  Akibatnya .  Jadi, , untuk n ganjil 

 

Kasus 2.  , untuk  genap.  

Akan ditentukan terlebih dahulu batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf barbel 

( ).  Karena graf barbel ( ) memuat graf petersen ( ) dengan  genap maka 

berdasarkan Teorema 2,  akan memiliki .  

Diberikan titik-titik di  sebagai berikut: 



 

 

Titik di ( ) pertama :  dan  ;  dan  genap. 

Titik di ( ) kedua :  dan  ;  dan  genap. 

Misalkan c adalah pewarnaan titik yang diberikan dengan menggunakan  warna, sedemikian 

sehingga diperoleh: 

  ;  

  ;  genap untuk  

  ;  ganjil untuk  

  ;  

 2 ;  

  ;  ganjil untuk  

  ;  genap untuk  

  ;  ganjil untuk  

  ;  genap untuk  

  ;  

  ;  

 1 ;  genap untuk  

  ;  ganjil untuk  

  ; . 

 

 

 

 

 



 

 

  ; komponen ke-  dan ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  genap dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

  ; komponen lainnya 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  dan ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  ganjil dan  

    komponen ke-  untuk  genap dan  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen lainnya 

 

 

 



 

 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  ganjil dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

  ; komponen lainnya 

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  

    komponen ke-  untuk  

 
  ; komponen ke-  untuk  

  ; komponen ke-  untuk  genap dan  

    komponen ke-  untuk  ganjil dan  

  ; komponen ke-  dan ke-  untuk  

  ; komponen lainnya 

 



 

 

Karena setiap titik pada graf tersebut mempunyai kode warna yang berbeda, maka c adalah 

pewarnaan lokasi.  Akibatnya . Jadi,  , untuk n genap. 

 

 

Berikut ini adalah contoh pewarnaan lokasi pada graf  Barbel Petersen, . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 6.  Pewarnaan lokasi minimum pada . 

 

hasil-hasil penelitian ini telah dipublikasikan pada tahun 2018 di International Journal of 

Mathematics and Mathematical Sciences, terindeks Scopus, dengan judul On the Locating 

Chromatic Number of Some Barbell Graphs 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 



 

 

 

 

BAB 6   RENCANA TAHAPAN BERIKUTNYA 

 

Pada tahun ketiga nanti kami akan menulis paper tentang karakterisasi graf Petersen 

berbilangan kromatik lokasi lima. Selain itu, akan melakukan penelitian klasifikasi graf  

Petersen berbilangan kromatik lokasi lebih dari lima. 

Pada tahun ketiga nanti  kami juga akan melakukan finalisasi buku referensi tentang bilangan 

kromatik lokasi pada Graf  Petersen. Buku referensi tersebut berisikan tentang konsep dasar 

bilangan kromatik lokasi dan hasil-hasil yang sudah didapatkan baik dari hasil-hasil 

sebelumnya ataupun hasil-hasil baru yang sudah kami peroleh. 

 

BAB 7  KESIMPULAN  

 

Luaran dari penelitian ini yang sudah kami lakukan adalah: 

1. Pemakalah dalam konferensi internasional 

a. International Conference on Applied Sciences Mathematics and Informatics   

      (ICASMI), 13-15 Juli 2017, Bandar Lampung. 

b. International Conference on Graph Theory and Information Security (ICGTIS),  

7-9 Agustus, di Universitas Indonesia. 

c. International Conference on Applied Sciences Mathematics and Informatics   

      (ICASMI), 9-11 Agustus 2018, Bandar Lampung. 

d. International Conference on Mathematics, Sciences, Education, and Technology  

(ICOMSET), 4-5 Oktober 2018, di Universitas Negeri Padang, Padang 

2. Publikasi Ilmiah 

a. Jurnal internasional bereputasi terindeks Scopus. 

- Asmiati, Wamiliana, Devriyadi, Lyra Yulianti, 2017, On Some Petersen 

Graphs Having Locating Chromatic Number Four or Five, Far East Journal of 

Mathematical Sciences, 102(4), 769-778. J 



 

 

 

- Asmiati, I Ketut Sadha Gunce Yana, Lyra Yulianti, 2018, On the Locating 

Chromatic Number of Some Barbell Graphs, International Journal of 

Mathematics and Mathematical Sciences. 

b. Jurnal internasional 

- Agus Irawan, Asmiati, 2018, The Locating chromatic number of  subdivision 

firecracker graphs,  International Mathematical Forum, 13(10), 485-492. 

c. Prosiding internasional terindeks Scopus. 

- Locating Chromatic Number of a Disjoint Union of Some Double Stars, 

submitted ke International Journal of  Physics Conference Series, terindex 

Scopus. 
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