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GENETIC ALGORITHM DAN OPTIMASI 

 

Admi Syarif  

Program Studi Ilmu Komputer Jurusan Matematika 

FMIPA Universitas Lampung 

admisyarif@unila.ac.id  

 

Abstract – Research on optimization problems have taken great interest of researchers because of its 

great impact on engineering and economics. For real world applications, the optimization problems 

are usually associated with various constraints. Thus it becomes difficult to solve it exactly. Genetic 

Algorithm (GA) is known as one of powerful heuristic methods for solving various optimization 

problems. In this several years, we have applied GA on many variants of optimization problems such 

as Transportation Problem (TP), Traveling Salesman Problem (TSP), Vehicle Routing Problems (VRP), 

Production Distribution and Inventory Problem (PDI), Supply Chain Management (SCM), Scheduling 

and so on. We have shown that GA, in general, would give good solution for those problems.  

Keywords: Genetic Algorithm, Network and Engineering design, Heuristic, Optimization 

 

1. PENDAHULUAN 

 

Persoalan optimisasi sangat sering kita jumpai dalam kehidupan kita sehari-hari. 

Umumnya persoalan ini terkait pencarian  nilai maksimum atau nilai minimum dari suatu 

fungsi dengan sejumlah pembatas yang harus dipenuhi. Karenanya persoalan optimisasi 

biasanya sangat kompleks dan sulit diselesaikan dengan metode-metode konvensional. Gen 

dan Cheng (2000) mengelompokan persoalan optimisasi menjadi empat kelompok sebagai 

berikut: Optimisasi tanpa pembatas (Unconstraint Optimization), Optimisasi dengan 

pembatas (Constraint Optimization), Optimisasi kombinatorik (Combinatorial Optimization) 

dan Optimisasi dengan beberapa fungsi tujuan (Multi-objective optimization)  

 Riset yang mensimulasikan proses evolusi (evolutionary process) untuk menyelesaikan 

persoalan-persoalan optimasi yang sulit diselesaikan dengan metode matematika tradisional 

telah banyak dilakukan sejak tahun 1960-an.  Beberapa diantaranya yang termasuk kelompok 

ini adalah Genetic Algorithm (GA) (Holland, 1975), Evolutionary Strategies (ES) 

(Rechenberg, 1973), Evolutionary Programming (Fogel, 1966) dan Genetic Programming 

(GP) (Koza, 1992 dan 1994).  Diantara metode-metode tersebut, GA dapat dikatakan sebagai 

metode yang sangat populer saat ini.  GA banyak dipakai pada berbagai aplikasi bisnis, 
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teknik maupun pada bidang-bidang keilmuan lain. 

Berbeda dengan metode-metode lainnya, GA melakukan pencarian terhadap solusi 

optimal dengan empat cara berikut (Goldberg, 1989) : 

1. GA bekerja dengan proses coding dari parameter. 

2. GA melakukan proses pencarian menggunakan sekumpulan kandidat  solusi (kromosom).  

3. GA bekerja dengan memanfaatkan informasi dari fungsi tujuan dan bukan menggunakan 

fungsi turunan atau sejenisnya. 

4. GA bekerja mengunakan aturan probabilitas. 

Dalam beberapa tahun terakhir, kami telah fokus pada riset implementasi GA pada 

berbagai persoalan optimisasi. Makalah ini bertujuan memberikan rangkuman aplikasi GA 

pada berbagai persoalan optimasi diantaranya: diantaranya: Transportation Problem (TP), 

Traveling Salesman Problem (TSP), Vehicle Routing Problems (VRP), Production 

Distribution and Inventory Problem (PDI), Supply Chain Management (SCM), Scheduling dll. 

2. GENETIC ALGORITHM (GA) 

 

Dilihat dari namanya akan sangat mudah diketahui bahwa GA adalah suatu metode yang 

meniru mekanisme pada proses evolusi.  Proses evolusi ini dilakukan pada sekumpulan 

kandidat solusi (kromosom) dengan mengikuti prinsip seleksi alam yang dikembangkan oleh 

Darwin.  GA pertama kali diperkenalkan oleh Holland pada tahun 1975. Kemudian, beberapa 

ahli mempopulerkan GA diantaranya Goldberg (1989), Gen dan Cheng (1997 dan 2000) dan 

Michalewicz (1994).  

Telah dikenal luas bahwa kinerja dari GA sangat dipengaruhi oleh 5 komponen : Cara 

merepresentasikan kromosom; Cara pembentukan generasi awal; evaluasi kromosom; 

Metode operasi genetika dan nilai dari parameter GA misalnya ukuran populasi, probabillitas 

crossover, probabilitas mutasi dan maksimum generasi. Secara umum struktur dasar dari GA 

secara umum disajikan pada Gambar 1. 
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Gambar 1. Struktur GA 

2.1. Representasi kromosom 

Pada saat mengimplementasikan GA, suatu hal yang pertama kali harus dipertimbangkan 

adalah bagaimana merepresentasikan kandidat solusi (kromosom) yang sesuai untuk 

persoalan yang akan diselesaikan. Proses ini dikenal dengan istilah encoding. Disini kita 

harus menyatakan karakteristik dari persoalan dalam bentuk sekumpulan string (bilangan 

atau alphabet). Representasi yang baik haruslah mampu mempresentasikan semua parameter 

dan solusi yang mungkin (feasible solutions) dari persoalan. 

Penentuan m e t o d e  representasi kromosom sangat be r pengaruh pada komponen-

komponen lain dari GA misalnya evaluasi, crossover, mutasi  dan seleksi. Karenanya 

metode representasi mempunyai peran yang sangat penting terhadap efektifitas dan efisiensi 

dari GA. 

 

2.2. Pembentukan generasi awal 
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Pada umumnya, generasi awal dari proses GA berisikan kromosom yang dibangkitkan 

secara random. Untuk menghindari diperolehnya solusi yang tidak layak (infesible solution), 

setiap kromosom generasi awal harus diuji kelayakannya untuk semua pembatas (constraint) 

yang ada.  Kromosom yang tidak memenuhi salah satu pembatas dikatakan sebagai 

kromosom yang tidak layak. Ada dua cara yang sering dipakai untuk menangani kromosom 

yang tidak layak  pada generasi awal.  Pertama, membuang kromosom tersebut dan 

membangkitkan kromosom baru hingga diperoleh kromosom yang layak (rejecting strategy). 

Cara kedua adalah dengan membuat suatu prosedur tertentu untuk memperbaiki kromosom 

tersebut (repairing strategy). 

2.3. Evaluasi kromosom 

Ada banyak metode yang digunakan untuk mengevaluasi suatu kromosom. Namun 

demikian, metode yang paling sering digunakan adalah dengan menghitung nilai fungsi 

tujuan  sebagai fitness value. Metode lain yang juga sering digunakan adalah metode 

penskalaan (scaling function).  

 

2.4. Operasi genetika 

2.4.1 Crossover  

Crossover merupakan suatu proses pembentukan kromosom turunan (offspring) dengan 

menggabungkan elemen dari kromosom induk yang terpilih (parent). Proses ini dilakukan 

dalam upaya pembentukan kromosom baru dengan solusi yang lebih baik. Ada banyak 

metode crossover yang dibahas pada berbagai literatur. Penggunaan metode crossover 

sangatlah berkaitan dengan metode representasi yang kita pilih.   

 2.4.2 Mutasi (Mutation) 

Proses mutasi biasanya dilakukan dengan melakukan perubahan terhadap gen pada suatu 

kromosom. Proses ini bertujuan meningkatkan keragaman kromosom yang ada pada populasi 

sehingga kita tidak terbawa pada solusi optimum local (local optimum). 

 

2.4.3  Seleksi (Selection) 

Salah satu hal penting pada proses GA adalah bagaimana memilih kromosom yang akan 

diikutkan ke generasi berikutnya. Berdasarkan teori evolusi Darwin, hanya kromosom yang 



Genetic Algorithm dan Optimasi                                                                                           FMIPA UNS 

 

Seminar Nasional Matematika 2010                              5 Prosiding 

terbaik yang dipilih ke generasi berikutnya. Pada proses GA dikenal beberapa metode yang 

digunakan untuk memilih kromosom. Metode seleksi tersebut secara umum dapat 

dikelompokan menjadi dua kelompok. Kelompok pertama adalah metode seleksi yang 

dilakukan dengan memilih kromosom berdasarkan nilai fitness relative terhadap nilai fitness 

kromosom lain yang ada pada populasi atau sering dikenal dengan metode proporsional 

(proportional selection methods). Yang termasuk kelompok ini diantaranya roulette wheel 

selection, stochastic universal selection dsb. Kelompok kedua adalah metode seleksi 

berdasarkan ranking suatu kromosom  pada populasi. Pemberian ranking ini tentu saja 

didasarkan pada nilai fitness cromosome tersebut. Kelompok ini sering dikenal dengan 

ordinal-based selection methods. Adapun metode seleksi yang termasuk pada kelompok ini 

adalah elitist selection, tournament selection, rank selection,  selection dan lain 

sebagiannya.  

Parameter GA 

Pada saat mengaplikasikan GA pada suatu persoalan, kita harus menentukan nilai-nilai 

dari beberapa parameter diantaranya Probabilitas Crossover (p_C), Probabilitas Mutation 

(p_M), Population size (pop_size), Maksimum generasi (max_gen). 

3.   IMPLEMENTASI GA 

 

3.1.  Persoalan Logistik  

TP dikenal sebagai salah satu persoalan LP yang diperkenalkan oleh Hitchcock 

(Hitchcock, 1941). Persoalan ini memformulasikan penentuan cara pengiriman produk dari 

beberapa sumber ke beberapa tujuan tertentu. Untuk beberapa aplikasi tertentu, sering kali TP 

memiliki beberapa tambahan pembatas (constraint). Cao (1992, 1995) memperkenalkan TP 

dengan nonlinear side constraint dan metode branch-and-bound untuk menyelesaikannya. 

Metode GA untuk menyelesaikan persoalan ini juga dikembangkan oleh  Admi and Gen 

(2003a). 

       Persoalan lain yang dikenal dengan exclusionary side constraint transportation problem 

(escTP) diperkenalkan oleh Sun (1998). Pada persoalan ini, pengiriman produk ke suatu 

tujuan dari dua sumber yang berbeda tidak diperkenankan. Tentu saja persoalan ini menjadi 

lebih sulit diselesaikan. Aplikasi persoalan ini pada dunia sangat banyak dijumpai 
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diantaranya: pada suatu pengiriman, bahan kimia yang berbeda tidak boleh disimpan dalam 

satu ruangan, makanan dan racun tidak boleh dikirim secara bersama-sama dsb. 

       Untuk menyelesaikan persoalan ini, telah dikembangkan implementasi GA yang berbasis 

spanning tree dan dihibridisasi dengan fuzzy logic controller (FLC) (Admi dan Gen, 2003a). 

Makalah ini menjelaskan pengembangan kriteria kelayakan kromosom, metode penanganan 

constraint dan FLC untuk meningkatkan kinerja GA (Wang, Wang and Hu, 1997). 

       Model pengembangan persoalan TP yang lain adalah two-stage transportation problem 

(tsTP) diperkenalkan oleh Heragu. Model persoalan ini diberikan oleh Heragu. tsTP 

merepresentasikan persoalan pengiriman sejumlah bahan mentah dari beberapa supplier ke 

beberapa pabrik dan selanjutnya pengiriman produk dari pabrik untuk memenuhi permintaan 

pelanggan. Fungsi tujuannya adalah meminimisasi total biaya transportasi. Heragu 

menyelesaikan persoalan ini dengan mentransformasikan tsTP kebentuk solid transportation 

problem (sTP). Pada riset terdahulu, kami mengimplementasikan GA untuk persoalan ini 

(Admi dan Gen, 2003b). Metode yang dikembangkan mampu menyelesaikan tsTP tanpa 

perlu mentansformasiknnya ke bentuk sTP. 

  Riset pada persoalan logistik multi tahap juga cukup banyak menarik perhatian peneliti 

dalam beberapa dekade terakhir. Tujuan umumnya adalah menentukan aliran dan jumlah 

produk / bahan mentah yang harus diproduksi atau dikirimkan mulai dari supplier hingga ke 

pelanggan sedemikian hingga total biayanya minimum.  

      Admi, Yun, dan Gen (2002) mengembangkan model multi-stage logistic system problem.  

Pada model ini ditambahkan pembatas jumlah pabrik dan gudang yang akan dibuka. 

Persoalan ini dapat dilihat sebagai kombinasi dari multiple-choice Knapsack problem dan 

location-allocation problem secara simultan. Dengan demikian persoalan ini akan termasuk 

kelompok NP-hard (Gen and Cheng, 1997). Ilustrasi persoalan ini dapat dilihat pada Gambar 

2 (Yu, 1997).  

Implementasi GA untuk menyelesaikan persoalan ini dikembangkan oleh Admi, Yun 

dan Gen (2002). Metode ini mengadopsi representasi berbasis Tree yang dihibridisasi dengan 

FLC. Hasil yang diperoleh dibandingkan dengan GA representasi matriks. 

 

3.2 Traveling Salesman Problem (TSP) 

Traveling Salesman Problem (TSP) dikenal sebagai salah satu masalah optimisasi yang 
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cukup banyak aplikasinya dalam dunia nyata dan banyak menarik perhatian para peneliti 

sejak beberapa dekade terdahulu (Eisele, Castaneda, dan Galindo, 2003; Reinelt, 1994). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Ilustrasi three-stage logistics system 

Secara sederhana, TSP dideskripsikan sebagai permasalahan untuk menentukan sirkuit 

terpendek yang harus dilalui oleh seorang salesman, yang berangkat dari sebuah kota asal 

dan menyinggahi setiap kota tepat satu kali kemudian kembali lagi ke kota semula. 

         Meskipun tidak begitu jelas, siapa yang pertama kali memperkenalkan TSP, TSP 

dikarakteristikan kedalam permasalahan NP-complete (Aarth dan Lenstra, 1997). Berbagai 

metode telah banyak dilaporkan, namun demikian, sampai saat ini diyakini belum ada metode 

atau algoritma yang dapat memberikan solusi eksak untuk TSP yang berukuran besar. Para 

peneliti terkemuka dunia terus berupaya mengembangkan metode-metode yang dapat 

memberikan solusi optimal (http://www.tsp.gatech.edu/). 

         Implementasi GA yang dihibridisasi dengan local search untuk memperoleh solusi 

optimal dari TSP telah (Admi, Wamiliana dan Yasir.  2007).  Untuk persoalan TSP, 

representasi kromosom yang biasanya digunakan adalah representasi permutation-based 

encoding. Sebagai Local Search digunakan dua metode yaitu algoritma 2-opt dan algoritma 

3-opt. 

         Eksperimen dilakukan terhadap 15 contoh persoalan standard (Benchmark Test 

Problems) untuk TSP (Beasley,1993). Pada tabel 1 disajikan hasil eksperimen implementasi 
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GA pada persoalan TSP yang dibandingkan dengan hasil dari metode-metode lain. 

Tabel 1.  Hasil Eksperimen untuk TSP 

No TSPLIB Optimum 
METODE HEURISTIC 

Gr Br NN L-K sGA hGA 

1 eil51 426 521 541 486 426 488 426 

2 eil76 538 631 574 634 538 588 538 

3 rat99 1211 1487 1387 1424 1211 1375 1211 

4 kroA100 21282 24287 25446 25525 21282 24192 21282 

5 lin105 14379 16766 16479 17052 14467 16397 14379 

6 pr144 58537 65844 67638 60964 58537 98943 58537 

7 kroA150 26524 31892 32266 33745 26525 31580 26524 

8 pr152 73682 84703 81132 85427 73682 116689 73682 

9 pr226 80369 96178 87953 94520 80369 140108 80369 

10 A280 2579 3016 2903 3281 2579 2935 2579 

11 pr299 48191 60766 58220 60585 48627 60857 48191 

12 lin318 42029 49744 48690 50306 42174 50282 42029 

13 rat575 6773 8059 7859 8201 6787 8098 6773 

14 rat783 8806 10180 10020 11024 8814 10500 8806 

15 pr1002 259045 297719 299001 319514 260414 416539 260575 

 

Keterangan:  

Gr : Greedy        

L-K : Lin-Kernighan  

sGA : Standar Genetika Algoritma  

hGA : hybrid Genetika Algoritma 

Br : Boruvka  

NN : Nearest Neigbor 

 

3.3. Problem Lokasi/Alokasi  (Facility Location / Allocation Problem ) 

Permasalahan lokasi atau alokasi dari suatu fasilitas merupakan persoalan yang sangat sering 

dihadapi pada berbagai aplikasi di dunia industri. Fasilitas yang dimaksud disini dapat berupa suatu 

pabrik, gudang, sekolah, rumah sakit dan lainnya. Pada persoalan ini, biasanya kita dihadapkan pada 

penentuan lokasi dari suatu fasilitas dan strategi pengalokasian fasilitas-fasilitas untuk memenuhi 

keinginan pelanggan sedemikian hingga diperloleh total biaya operasional terkecil. Total biaya yang 

dimaksud biasanya terdiri dari biaya tetap (pengoperasian fasilitas) dan biaya pengalokasian (misalnya 

biaya transportasi untuk memenuhi keinginan pelanggan). 

 Ada sangat banyak variasi model dari persoalan ini untuk berbagai aplikasi yang berbeda. Namun 

demikian, secara umum kita dapat mengelompokkan menjadi dua kelompok berdasarkan keberadaan 

pembatas kapasitas dari fasilitas. Untuk persoalan dimana setiap fasilitas dilengkapi dengan batasan 

kapasitas maksimum, dikenal dengan istilah Capacitated Facility Location/Allocation Problem (cLAP). 

Sebaliknya untuk persoalan lokasi / alokasi yang mengasumsikan bahwa tidak terdapat pembatas 

kapasiitas (atau dengan kapasitas tak terhingga) dikenal dengan istilah  Uncapacitated Facility 

Location/Allocation Problem (uLAP).  
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uLAP dikenal sebagai suatu persoalan yang termasuk kelompok persoalan.  Beberapa peneliti 

melaporkan metode heuristik untuk penyelesaian uLAP. Al-Sultan and Al-Fawzan (1999) melaporkan 

penggunaan Tabu Search Algorithm. Disini, mereka menggunakan suatu algoritma yang disebut 

algoritma Net Benefid Heuristic (NBH) untuk memperoleh solusi heuristik dari uLAP. Selanjutnya Al-

Fawzan juga  melaporkan suatu algoritma sebagai suatu pengembangan dari algoritma NBH. Metode 

Heuristik yang lain untuk menyelesaikan persoalan ini juga dikembangkan oleh Kuehn and Hamburger 

(1963). 

Aplikasi GA untuk menyelesaikan uLAP diberikan oleh Admi dan Gen (2005). Admi 

menggunakan Paralel GA yang dihibridisasi dengan Fuzzy Logic Controller (FLC). Konsep sub-

populasi (sub-population) diperkenalkan untuk mempertinggi tingkat keragaman kromosom. Disini 

kromosom pada setiap generasi dibagi menjadi dua sub-populasi. Pada masing-masing sub-populasi, 

dipergunakan operasi genetika (crossover dan mutasi) yang berbeda. Untuk memperoleh hasil yang 

lebih baik, Admi dan Gen (2003a) melakukan hibridisasi GA dengan metode Fuzzy Logic Controller 

(FLC). Mereka mempergunakan metode Wang-Wang-Hu (1997).  

Untuk menguji efektifitas GA, dilakukan penelitian menggunakan persoalan standar yang 

diberikan oleh OR-library (Beasley,1993). Untuk masing-masing persoalan, hp-GA dijalankan 10 kali 

dan diperoleh hasil pada Tabel 2.  

3.4 Persoalan Penjadwalan (Scheduling Problem) 

Masalah penjadwalan merupakan salah satu permasalahan yang menjadi perhatian utama para 

praktisi yang berkecimpung dalam dunia industri. Penjadwalan atau sering disebut dengan scheduling 

didefinisikan sebagai suatu kegiatan untuk mengerjakan sekumpulan pekerjaan / job dalam suatu 

periode tertentu. Pekerjaan diproses pada setiap sumber daya dengan urutan tertentu selama waktu 

tertentu. Pada umumnya, Fungsi tujuan dari penjadwalan adalah meminimumkan waktu penyelesaian 

semua tugas (makespan), keterlambatan pengerjaan, waktu tunggu pada mesin, biaya, dan lain-lain. 

Dalam beberapa literatur, masalah  penjadwalan dikelompokan menjadi dua kelompok yaitu: 

flow shop scheduling dan job shop scheduling. Job Shop Scheduling merupakan satu dari masalah 

penjadwalan mesin yang menentukan urutan proses operasi pada tiap mesin dengan tujuan 

meminimumkan waktu  penyelesaian maksimum. JSP merupakan salah satu persoalan yang 

dikarakteristikan sebagai NP-complete. ( Betrianis dan Aryawan, 2003 ). JSP merupakan persoalan 

yang telah banyak diaplikasikan pada berbagai persoalan dunia nyata diantaranya  perencanaan 

pembangunan dan perencanaan produksi dsb. Pengembangan metode heuristic untuk penyelesaian 

persoalan ini cukup banyak dilakukan diantaranya: Neural Network, Simulated Annealing, Tabu Search, 

dll.  
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           Pada riset terdahulu, kami mengimplementasikan GA untuk persoalan JSP. Pengujian 

Implementasi GA untuk pesoalan ini dilakukan dengan menggunakan 10 persoalan standard  

Pengambangan aplikasi GA untuk JSP dilakukan dengan menggunakan Software Aplikasi Dev C++.  

Tabel 3 menunjukan  perbandingan hasil GA dan metode-metode lain yang ada pada literatur. Ilustrasi, 

solusi penjadwalan terbaik pada persoalan ta061 diberikan pada Gambar 3.

Tabel 2.  Hasil Eksperimen untuk uLAP 

 

Data File m n Pop_size Max_gen Best Average %error ACT Optimal 

Cap 72 16 50 100 3000 977799.4 977799.40 0 9.03 977799.4 

Cap 73 16 50 100 3000 1010641.45 1010641.45 0 7.89 1010641.45 

Cap 74 16 50 100 3000 1034976.98 1034976.98 0 8.45 1034976.98 

Cap 101 25 50 100 4000 796648.44 796734.52 0.09 49.37 796648.44 

Cap 102 25 50 100 4000 854704.20 855801.20 0.11 51.28 854704.20 

Cap 103 25 50 100 4000 893782.11 894937.58 0.13 58.76 893782.11 
Cap 104 25 50 100 4000 928941.75 928941.75 0 38.9 928941.75 

Cap 131 50 50 100 5000 793439.56 794217.63 0.1 203.34 793439.56 

Cap 132 50 50 100 5000 851495.33 853362.75 0.21 186.45 851495.33 

Cap 133 50 50 100 5000 893076.71 894252.26 0.13 247.83 893076.71 

Cap 133 50 50 100 5000 928941.75 930432.32 0.16 192.67 928941.75 

 

 

Tabel 3.  Hasil Eksperimen untuk Persoalan Penjadwalan 

No Test Job Mach 

Metode Job Shop Schedulling 

Optimal GA 
SA 

Tabu 
Search 

Local Search 
with Shifting 

Bottleneck 

Taboo 
Search 

with  NS 

Applegate 
&Cook's 

Algorithm Best Worst Average 

1 ta02 15 15 1022 1062 1040,6 - 
1244 
(NS) 

- - 
1244 
(VA) 

978 

2 ta09 15 15 1065 1112 1078,1 - 
1274 

(B) 

1274 

(BV) 
- 

1274 

(VA) 
1040 

3 ta13 20 15 1199 1230 1213,2 - - 
1342 
(H2) 

1282 
(S) 

1271 
(VA) 

1180 

4 ta17 20 15 1267 1312 1289,1 - - 
1478 
(BV) 

1462 
(S,Nsb) 

1458 
(VA) 

1256 

5 ta24 20 20 1440 1500 1474,7 
1646 

(ZLGR) 
- 

1659 
(BV) 

- 1602 (VA) 1408 

6 ta26 20 20 1454 1514 1476,3 - 
1655 
(We) 

1647 
(H2) 

1645 
(Nsd) 

1539 
(VA) 

1402 

7 ta31 30 15 1764 1764 1764 - 

1764 

(Ta1) 
1766 
(NS) 

- 
1764 

(AHLS) 
- 1764 

8 ta40 30 15 1604 1673 1638,8 
1673 

(ZLGR) 

1673 

(Ta1) 

1681 

(BV) 

1674 

(Nsb) 

1631 

(VA) 
1590 

9 ta45 30 20 1893 1948 1908,9 - - - 
2000 
(Nsb) 

1997 
(VA) 

1785 

10 ta50 30 20 1863 1920 1901,8 - 
1926 
(JPC) 

1967 
(BV) 

- 
1807 
(VA) 

1809 
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Keterangan :  

o GA ( Genetic Algorithm )  

o SA( Simulated Annealing ) 

       ZLGR=CY Zhang,P Li,Z Guan,Y Rao 

(2005) 

o Taboo Search   
        NS= E. Nowicki, C. Smutnicki (1993) 

        B=Wolfgang Brinkkoetter  

(27.1.1999)  

                    Ta1= E. D. Taillard, (1994) 

                    We = M. Wennink (1995) 

o Local Search with Shifting Bottleneck 

       BV= E. Balas, A. Vazacopoulos (1995) 

        H2 =  André Henning (2002)   

o Taboo Search with Neighborhood 

Structure 

S =  R. Schilham (11.7.2000)  

Nsb=  E.Nowicki, C.Smutnicki, (2001)  
Nsd=  E.Nowicki, C.Smutnicki, (2002)  

JPC  =  João Paulo Caldeira (2003) 

o Applegate & Cook's Algorithm 

VA  =  R.J.M. Vaessens (1995)   

Vaa  =  R.J.M. Vaessens (1996), 

       (Adi, 2009) 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3 : Contoh Gant Chart untuk ta61

  

3.4.  Vehicle Routing Problem 

Permasalahan Vehicle Routing Problem (VRP) adalah sebuah permasalahan optimasi 

kombinatorial yang kompleks, yang didefinisikan sebagai persoalan pencarian rute dari sejumlah 

vehicle (kendaraan) yang harus mengunjungi sejumlah tempat untuk mengantar dan/atau menjemput 

orang/barang (Fisher, 1995). Setiap tujuan hanya boleh dilayani oleh satu vehicle saja. Hal ini 

dilakukan dengan mempertimbangkan kapasitas vehicle dalam satu kali angkut, untuk meminimalkan 

biaya yang diperlukan. Di dunia nyata, sangat sering kita jumpai aplikasi dari persoalan  VRP. VRP 

merupakan kombinasi antara persoalan Bin Packing Problem (BPP) dan Traveling Salesman Problem 

(TSP). Baik BPP dan TSP, keduanya dikategorikan sebagai permasalahan NP-hard (Falkenauer, 1996).  

Selama satu dekade terakhir, setidaknya ada enam metode metaheuristic untuk aplikasi VRP yang 

ditemukan, metode - metode tersebut adalah Simulated Annealing (SA), Deterministic Annealing (DA), 

Tabu Search (TS), Ant Systems (AS), Neural Network (NN), dan Genetic Algorithm (Bambang, 2007). 

Pada penelitian kami terdahulu, kami telah mengimplementasikan GA untuk persoalan multi-depot 

VRP (mdVRP) (Gen, Admi, dan Adiguna, 2010). Persoalan ini merupakan pengembangan dari VRP 

dengan sejumlah depot untuk melayani permintaan pelanggan. Perjalanan truk dimulai dari suatu depot 
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tertentu dan kembali ke depot semula. Tujuan utama adalah menjawab beberapa pertanyaan terkait 

beberapa hal berikut: dari depot dan rute mana pelanggan dilayani; urutan dalam rute pelayanan 

pelanggan. 

Implementasi GA dilakukan dengan menggunakan PHP. Eksperimen dilakukan dengan 

menggunakan beberapa persoalan standard yang ada pada literatur. Sebagai ilustrasi, berikut disajikan  

hasil yang diperoleh 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4 : Hasil eksperimen untuk mdVRP 

4. KESIMPULAN 

Pada penelitian terdahulu, kami telah mengimplementasikan GA untuk berbagai persoalan logistik, 

TSP, Scheduling dan VRP dll. Implementasi GA diuji dengan dengan menggunakan persoalan standard 

yang ada pada literatur dan perbandingan terhadap metode metode yang ada. 

Hasil eksperimen menunjukan bahwa GA mampu memberikan solusi yang baik dari persoalan 

tersebut. Dengan hasil yang diperoleh, diharapkan penelitian ini dapat dilanjutkan  

mengaplikasikannya pada berbagai persoalan dunia nyata. 
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ABSTRACT. Let G be a graph with a set of vertices V(G) and a set of edges E(G). The distance 

from vertex u to vertex v in G, denoted by d(u, v), is the length of the shortest path from vertex u 

to v. The eccentricity of vertex u in graph G is the maximum distance from vertex u to any other 

vertices in G, denoted by e(u). Vertex v is an eccentric vertex from u if d(u, v) = e(u). The 

eccentric digraph ED(G) of a graph G is a graph that has the same set of vertices as G, and there is 

an arc (directed edge) joining vertex u to v if v is an eccentric vertex from u. In this paper, we 

answer the open problem proposed by Boland and Miller [1] to find the eccentric digraph of 

various classes of graphs. In particular, we determine the eccentric digraph of a graph called the 

ladder graph Ln. 

Key words : Eccentric, digraph, ladder, graph 

 

 

1. INTRODUCTION 
  

          Most of the notations and terminologies follow that of Chartrand and Oellermann 

[2] and Gallian [3]. Let G be a graph with a set of vertices V(G) and a set of edges E(G). 

The distance from vertex u to vertex v in G, denoted by d(u,v), is the length of the 

shortest path from vertex u to v. If there is no a path joining vertex u and vertex v, then 

d(u, v) = . The eccentricity of vertex u in graph G is the maximum distance from vertex 

u to any other vertices in G, denoted by e(u), and so e(u) = max{d(u, v) v V(G)}. 

Radius of a graph G, denoted by rad(G), is the minimum eccentricity of every vertex in 

G. The diameter of a graph G, denoted by diam(G), is the maximum eccentricity of every 

vertex in G. If e(u) = rad(G), then vertex u is called central vertex.  Center of a graph G, 

denoted by cen(G), is an induced subgraph formed from central vertices of G. Vertex v is 

an eccentric vertex from u if d(u,v) e(u). The eccentric digraph ED(G) of a graph G is a 

graph that has the same set of vertices as G, V(ED(G)) = V(G), and there is an arc 

(directed edge) joining vertex u to v if v is an eccentric vertex from u.  An arc of a 

digraph D joining vertex u to v and vertex v to u is called a symmetric arc. Further, Fred 

Buckley concluded that almost in every graph G, its eccentric digraph is ED(G) = 
*

G , 

where 
*

G is a complement of G which is every edge replaced by a symmetric arc. 
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 One of the topics in graph theory is to determine the eccentric digraph of a given 

graph. The eccentric digraph of a graph was initially introduced by Fred Buckley (Boland 

and Miller [1]). Some authors have investigated the problem of finding the eccentric 

digraph. For example, Boland and Miller [1] determined the eccentric digraph of a 

digraph, while Gimbert, et.al [4] found the characterisation of the eccentric digraphs. 

Boland and Miller [1] also proposed an open problem to find the eccentric digraph of 

various classes of graphs. Some results related to this open problem can be found in [6, 7, 

8, 9]. 

In this paper, we also answer the open problem proposed by Boland and Miller [1]. 

In particular, we determine the eccentric digraph of a graph called the ladder graph Ln. 

 
 

2. MATERIALS AND METHODS  

 

 The materials of this research are mostly from the papers related to the eccentric 

digraph. 

 There are three steps to determine the eccentric digraph from the given graph. The 

first step, we determined the distance from vertex u to any vertex v in the graph, denoted 

by d(u, v), using Breadth First Search (BFS) Moore Algorithm taken from Chartrand and 

Oellermann [2] as follows. 

(1) Take any vertex, say u, and labeled 0 stating the distance from u to itself, and other 

vertices are labeled  

(2) All vertices having label  adjacent to u are labeled by 1 

(3) All vertices having label  adjacent to 1 are labeled by 2 and so on until the 

required vertex, say v, has already labeled. 

 The second step, we determined the vertex eccentricity u by choosing the 

maximum distance from the vertex u, and so we obtained the eccentric vertex v from u if 

d(u, v) = e(u). 

 The final step, by joining an arc from vertex u to its eccentric vertex, so we 

obtained the eccentric digraph from the given graph. 

 According to Hosoya and Harary [5] and Noy and Ribó [10], the ladder graph on   

n vertices, denoted by Ln , can be defined as the graph Cartesian product Ln = K2 x Pn ,  

n  2.  

 The following are the examples of the ladder graphs L3 and L4 , respectively. 
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Figure 1. The Ladder Graphs L3 and L4 
 

 

3. RESULTS AND DISCUSSIONS 
 

 Let nL  be a ladder graph with vertex set 
1 2 1 2, ,..., , , ,...,n n nV L u u u v v v  and 

edge set 
1 2 3 3 2, , ,...,n nE L e e e e , where edge 1i i ie u u , edge 1 1i n i ie v v  for 

1,2,..., 1i n , and edge 2 2i n i ie u v  for 1,2,...,i n .  

 

 

 

 

 

  

 

 

 Figure 2.  The Ladder Graph nL  

The following is the result of the eccentric digraphs of the ladder graph nL  for n 

even. 

Lemma 1. Let Ln be a ladder graph, for n even, then the eccentricity of vertex ui 

nifori

iforin
ue

nn

n

i
,...,2,1

,...,2,11
)(

22

2   

and the eccentricity of vertex vi 

.,...,2,1

,...,2,11
)(

22

2

nifori

iforin
ve

nn

n

i  

3u  2u  1u  

3v  2v  1v  

3 :L  

2u  3u  4u  1u  

3v  4v  2v  1v  

4 :L  

nv  1nv  

nu  2u  3u  4u  1u  

3v  4v  2v  1v  

1nu  
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Proof. By orservation the farthest distance from vertex iu  to vertex nv  and vertex v1 are 

1n i  for 
2

1,2,...,  
n

i , and i for 
2 2

1, 2,...,
n n

i n , respectively. So the 

eccentricity of vertex ui , 
ie u , is 1n i  for 

2
1,2,...,  

n
i , and i for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n . Now, the farthest distance of vertex iv  to vertex un and vertex u1 is 

1n i for 
2

1,2,...,  
n

i , and i for 
2 2

1, 2,...,
n n

i n , respectively. So the 

eccentricity of vertex iv , 
ie v , is 1n i  for 

2
1,2,...,  

n
i , and i for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n , as required.                          □ 

Lemma 2. Let Ln be a ladder graph, for n even,  then the eccentric vertices of vertex ui 

are vertex vn  for 
2

1,2,...,  
n

i  and vertex v1 for 
2 2

1, 2,...,
n n

i n , respectively, and 

the eccentric vertices of vertex vi are vertex un  for 
2

1,2,...,  
n

i  and vertex u1  for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n , respectively. 

Proof. The obtained eccentricity of all vertices from Lemma 1 are used to determine the 

eccentric vertex of all vertices of the ladder graph nL  for n even. Hence the result. 

                   □ 

Lemma 3. Let Ln be a ladder graph with n even, then its eccentric digraph is a digraph 

having the vertex set  

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n n nV ED L u u u v v v  

and  the arc set    

   

.,...,2,1

,...,2,1

,...,2,1

,...,2,1

))((

221

2

221

2

niforuv

iforuv

niforvu

iforvu

LEDA

nn
i

n
ni

nn
i

n
ni

n
     

Proof. The arcs can be obtained by joining every vertex to its eccentric vertex of the 

ladder graph nL  for n even. From Lemma 2, the eccentric vertices of iu  are vertex nv  for 

2
1,2,...,  

n
i , and vertex 1v  for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n , and so iu  is joined to nv  forming 

arc i nu v  for 
2

1,2,...,  
n

i and iu  is joined to 1v  forming arc 1iu v  for 
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2 2
1, 2,...,

n n
i n . On the other hand, the eccentric vertices of iv  are vertex nu  for 

2
1,2,...,  

n
i , and vertex 1u  for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n , and so iv  is joined to nu  forming 

arc i nv u  for 
2

1,2,...,  
n

i and iv  is joined to 1u  forming arc 1iv u  for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n . Hence we have the eccentric digraph of the ladder graph nL  having 

the vertex set
n nV ED L V L  and  the arc set 

nA ED L  for n even.                □ 

Theorem 4. Let Ln be a ladder graph, for n even, then the eccentric digraph 
nED L  is 

a digraph  
, ,

2 2 2 2

  n n n nQ R  having the vertex set 

  

niforuV

iforvV
RV

niforvV

iforuV
QV

LEDV

nn
i

n
i

nn
i

n
i

n

nn

nn

,...,2,1

,...,2,1
)(

,...,2,1

,...,2,1
)(

))((

224

23

,

222

21

,

22

22

 

 

and the arc set       

  

niforvu

iforuv
RA

niforuv

iforvu
QA

LEDA

nn
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n
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nn
i

n
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n
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nn

,...,2,1

,...,2,1
)(

,...,2,1

,...,2,1
)(

))((

221

2

,

221
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,
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22

 

  

Proof. By Lemma 3, the arc from vertex iu  is adjacent to the vertex nv  for 

2
1,2,...,  

n
i , and adjacent to vertex 1v  for 

2 2
1, 2,...,

n n
i n . Again, the arc 

from vertex iv  is adjacent to vertex nu  for 
2

1,2,...,  
n

i , and adjacent to vertex 1u  

for 
2 2

1, 2,...,
n n

i n , and so their arcs are not all symmetric. Based on these 

arcs, the vertex set nV ED L  can be partitioned into four subsets of vertices 

1 2
| 1,2,...,

n

iV u i , 
2 2 2

| 1, 2,...,
n n

iV v i n , 
3 2

| 1,2,...,
n

iV v i , and 

4 2 2
| 1, 2,...,

n n

iV u i n , such that there is no arc joining vertices in the same 
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subset. Therefore the digraph can be formed into the union of two bipartite 

digraphs.  

By observation, the ED(L2) is a digraph 1,1 1,1Q R , ED(L4)  is a digraph 2,2 2,2Q R , and 

ED(L6) is a digraph 3,3 3,3Q R . Then we conclude that the eccentric digraph of the 

ladder graph 
nED L  , for n even, is a bipartite digraph 

, ,
2 2 2 2

  n n n nQ R , where 
,

2 2

n nQ  and 

,
2 2

n nR  are bipartite digraphs. 

It is easy to check that the digraph 
,

2 2

n nQ  has vertex set 
1 2

| 1,2,...,
n

iV u i  and 

2 2 2
| 1, 2,...,

n n

iV v i n , and the arc set A(
,

2 2

n nQ )
2

| 1,2,...,
n

i nu v i   

1 2 2
| 1, 2,...,

n n

iv u i n . While the digraph 
,

2 2

n nR  has vertex set 

3 2
| 1,2,...,

n

iV v i  and 
4 2 2

| 1, 2,...,
n n

iV u i n , and the arc set 

A(
,

2 2

n nR )
2

| 1,2,...,
n

i nv u i    
1 2 2

| 1, 2,...,
n n

iu v i n , as required.           □ 

The following figure is a ladder graph L6 and its eccentric digraph. It is easy to 

check that the number of arcs of the ladder graph nL  for n even is 2  nA ED L n . 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 
 

 

 

Figure 3.  The Ladder graph L6 and Its Eccentric Digraph 
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Now we determine the eccentric digraph of the ladder graph nL  for n  odd.  

Lemma 5. Let Ln be a ladder graph, for n odd, then the eccentricity of vertex ui 

nifori

iforin
ue

nn

n

i
,...,2,1

,...,2,11
)(

2
1

2
1

2
1

  

and the eccentricity of vertex vi 

.,...,2,1

,...,2,11
)(

2
1

2
1

2
1

nifori

iforin
ve

nn

n

i
 

Proof. By orservation the farthest distance from vertex iu  to vertex nv  and vertex v1 are 

1n i  for i = 1, 2, ..., 
2

1n , and i for i =
2

1n +1, 
2

1n +2, ..., n, respectively. So the 

eccentricity of vertex ui , 
ie u , is 1n i  for i = 1, 2, ..., 

2
1n , and i for i =

2
1n +1, 

2
1n +2, ..., n. Now, the farthest distance of vertex iv  to vertex un and vertex u1 is 

1n i for i = 1, 2, ..., 
2

1n , and i for i =
2

1n +1, 
2

1n +2, ..., n, respectively. So the 

eccentricity of vertex iv , 
ie v , is 1n i  for i = 1, 2, ..., 

2
1n , and i for i =

2
1n +1, 

2
1n +2, ..., n, as required.                                     □ 

Lemma 6. Let Ln be a ladder graph, then for n odd,  the eccentric vertices of vertex ui are 

vertex vn  for i = 1, 2, ..., 
2

1n  and vertex v1 for i =
2

1n +1, 
2

1n +2, ..., n, respectively, and 

the eccentric vertices of vertex vi are vertex un  for i = 1, 2, ..., 
2

1n  and vertex u1  for i 

=
2

1n +1, 
2

1n +2, ..., n, respectively. 

Proof. The obtained eccentricity of all vertices from Lemma 5 are used to determine the 

eccentric vertex of all vertices of the ladder graph nL  for n odd. Hence the result. 

                   □ 

Lemma 7. Let Ln be a ladder graph with n odd, then its eccentric digraph is a digraph 

having vertex set  

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n n nV ED L u u u v v v  

and  arc set    
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.,...,2,1

,...,2,1

,...,2,1

,...,2,1

))((

2

1

2

1
1

2
1

2
1

2
1

1

2
1

niforuv

iforuv

niforvu

iforvu

LEDA

nn
i

n
ni

nn
i

n
ni

n
     

Proof. The arcs can be obtained by joining every vertex to its eccentric vertex of the 

ladder graph nL  for n odd. From Lemma 6, the eccentric vertices of iu  are vertex nv  for 

i = 1, 2, ..., 
2

1n , and vertex 1v  for i =
2

1n +1, 
2

1n +2, ..., n, and so iu  is joined to nv  

forming arc i nu v  for i = 1, 2, ..., 
2

1n and iu  is joined to 1v  forming arc 1iu v  for i =
2

1n +1, 

2
1n +2, ..., n. On the other hand, the eccentric vertices of iv  are vertex nu  for i = 1, 2, ..., 

2
1n , and vertex 1u  for i =

2
1n +1, 

2
1n +2, ..., n, and so iv  is joined to nu  forming arc i nv u  

for i = 1, 2, ..., 
2

1n and iv  is joined to 1u  forming arc 1iv u  for i =
2

1n +1, 
2

1n +2, ..., n. 

Hence we have the eccentric digraph of the ladder graph nL  having vertex set 

n nV ED L V L  and  arc set 
nA ED L  for n odd.                  □ 

Theorem 8. Let Ln be a ladder graph, for n odd, then the eccentric digraph 
nED L  is a 

bipartite digraph ,n nB  having the vertex set   

  
niforvV

niforuV
LEDV

i

i

n
,...,2,1

,...,2,1
))((
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1
 

and the arc set         
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Proof. By Lemma 7, the arc from vertex iu  is adjacent to the vertex nv  for 

1

2
1,2,...,

n
i , and adjacent to the vertex 1v  for

1 1

2 2
 , 1,...,

n n
i n . In addition, the arc 

from vertex iv  is adjacent to vertex 1u  for
1 1

2 2
 , 1,...,

n n
i n , and adjacent to the 

vertex nu  for
1

2
1,2,...,

n
i , and so their arcs are not all symmetric. Based on these arcs, 

the vertex set V(ED(Ln)) can be partitioned into two subsets of vertices, namely  

1 | 1,2,...,iV u i n  and 2 | 1,2,...,iV v i n , such that there is no arc joining two 
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vertices at the same subset. Therefore the digraph can be formed into bipartite digraph. 

By observation, it is found that ED(L3) is a bipartite digraph 3,3B , ED(L5) is a bipartite 

digraph 5,5B , and ED(L7) is a bipartite digraph 7,7B . Hence we conclude that the 

eccentric digraph of the ladder graph 
nED L  , for n odd, is a bipartite digraph ,n nB  

having the vertex set V(ED(Ln)) {V1 ui and V2 vi|i 1,2, ...,n} and the arc set  

A(ED(Ln)) {uivn,viun|i 1,2,..., 1

2

n } {uiv1,viu1|i
1

2

n , 1

2

n 1,...,n}.                            □ 

 It is easy to check that the number of arcs of the ladder graph nL  for n odd is  

2 2 nA ED L n . The following figure is the ladder graph L7 and its eccentric 

digraph. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.  The Ladder Graph L7 and Its Eccentric Digraph 

 

4. CONCLUSION 
 

 The results show that the eccentric digraphs of ladder graph Ln for n even, ED(Ln), 

is a digraph 
22

, nnQ
22

, nnR , and the eccentric digraphs of ladder graph Ln for n odd, 

ED(Ln), is a bipartite digraph Bn,n . 
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 As mentioned in previous sections the main goal of this paper is to find the 

eccentric digraph of a given class of graph. Some authors have conducted research on this 

such problem. Most of them have left some open problems on their paper for the future 

research. We suggest readers to investigate the problem proposed by Boland and Miller 

[1] by considering other classes of graphs. 
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ABSTRACT. This paper discusses the implementation of alternating projection method in 

reducing model order of linear parameter varying systems. This implementation is enabled by the 

model order reduction theorem with a constraint sets in the form of linear matrix inequalities. 

Model order reduction is a non-convex feasibility problem which can be solved using the 

alternating projection method. This method solely provides local convergency hence the initial 

value computation of the alternating projection method should be taken from the neighbourhood of 

the feasible solution. 

Keyword : alternating projection method, model order reduction, LPV systems. 

 

 

1. PENDAHULUAN  

 

 Banyak permasalahan dalam bidang matematika terapan yang dapat 

diformulasikan menjadi mencari titik yang berada di suatu irisan beberapa himpunan 

yang tertutup. Salah satu metode untuk mencari titik tersebut adalah dengan cara 

melakukan proyeksi berturut-turut pada setiap himpunan tersebut. Jika himpunan-

himpunan tersebut berupa himpunan yang semuanya konveks, maka metode proyeksi 

berturut-turut pada setiap himpunan tersebut akan konvergen ke sebuah titik yang berada 

pada irisan semua himpunan tersebut. Dalam istilah matematika metode proyeksi 

berturut-turut ini sering diistilahkan dengan metode alternating projection. Sehingga 

alternating projection dapat didefinisikan sebagai prosedur proyeksi iteratif untuk 

mencari titik yang berada di suatu irisan beberapa himpunan yang konveks dan tertutup. 

Barisan proyeksi yang dihasilkan dari metode ini disebut dengan barisan alternating 

projection. Beberapa permasalahan telah dapat diselesaikan dengan menggunakan metode 

ini, diantaranya adalah image recontruction, statistical estimation, covariance control, 

desain pengontrol berorde tetap, dan masalah reduksi orde model norm H [9].  Dalam 

perkembangannya  metode alternating projection telah diperumum untuk menyelesaikan 

masalah feasibility yang non konveks [7]. Dalam makalah berikut metode  alternating 
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projection akan digunakan untuk menyelesaikan masalah reduksi orde model sistem 

linear parameter varying (LPV) politopik.    

 

2. METODE ALTERNATING PROJECTION  

 

Diberikan H ruang Hilbert berdimensi hingga, dengan    adalah norm dari H 

yang diinduksi dari hasil kali dalam  ,  . Fokus perhatian dalam makalah ini adalah 

masalah feasibility sebagai berikut. 

Diberikan keluarga himpunan-himpunan tutup Q H , dengan  untuk 

sebuah himpunan indeks . Akan dicari titik  *x H  sedemikian sehingga 

*

A

x Q Q . 

Untuk suatu vektor x̂ H , operator proyeksi QP  pada himpunan Q  didefinisikan 

sebagai ˆ :QP x x Q , sedemikian sehingga 

                                      ˆ ˆ ˆ ˆinf ,Q
y Q

x P x x y x Q .                                   (1) 

Proyeksi pada himpunan konveks adalah tunggal. P  dengan  disebut dengan 

putaran proyeksi. Barisan alternating projection 
0

n

n
x  diberikan oleh 

                              1 ,             0 2,n n n n
n nnx x P x x                          (2) 

dengan 
n

n n
QnP x P x . 

Khususnya untuk 1n  didapat 

                                                   1 .n n

n
x P x                                                             (3) 

Urutan putaran himpunan indeks  dalam barisan alternating projection (2) diatur 

dengan urutan sebagai berikut. Misalkan 1 2, ,..., m , maka  

                                               mod 1n mn  ,                                                        (4)               

dengan  modn m  adalah sisa yang didapat dari membagi n dengan m. Terkait dengan 

(1), didefinisikan  

                                  , sup ,n n n
n

A

x Q x Q x .                                      (5) 
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Berikut ini disajikan sebuah teorema yang akan menjamin kekonvergenan barisan 

alternating projection (2) [6]. 

 

Teorema 1.  Diberikan himpunan Q  tutup dan konveks dengan 
A

Q Q  tak kosong 

dan 
1 2,0 2n

 dengan 
2 0 . Misalkan kondisi-kondisi berikut dipenuhi : 

(a) 

0

A

Q Q    tak kosong,   dengan   

0

A

Q   menotasikan   himpunan  titik-titik  

interior  

     dari  
A

Q . 

(b) Q   konveks   seragam  untuk   semua  Q  dengan   ,   yaitu  terdapat  fungsi  

0   

      dengan 0  sedemikian sehingga untuk  ,x y Q   berakibat z Q  untuk semua  z  

dengan  

                                                         
2

x y
z x y . 

(c) H berdimensi hingga. 

(d) 1 2, ,..., m  berhingga, dan semua Q  memenuhi ,i iQ x c x . 

Maka, untuk sembarang  nilai awal 0x , barisan  alternating projection 
0

n

n
x  konvergen 

ke sebuah titik *

A

x Q Q . 

 

Untuk membuktikan Teorema 1 di atas, terlebih dahulu dipaparkan lemma-lemma berikut 

yang akan digunakan dalam pembuktian [6]. 

 

Lemma 1  Diberikan titik x H  dengan proyeksi x pada himpunan Q dinotasikan  

dengan P x , maka vektor x P x  memenuhi 

                                                      , 0x P x y P x ,                                            (6) 

untuk semua  y Q . 
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Lemma 2    Diberikan titik ,x y H  dengan  proyeksi  x dan y  pada himpunan Q 

berturut-turut dinotasikan dengan   dan  P x P y . Maka, operator proyeksi  P memenuhi 

                                             P x P y x y  .                                                      (7) 

 

Lemma 3    Diberikan barisan alternating projection  
0

n

n
x , dengan 

                            1 ,             0 2n n n n
n nnx x P x x . 

Untuk sembarang pemilihan n , untuk setiap titik kekonvergenan 
A

x Q Q , dan 

untuk semua n berlaku 

                                               1n nx x x x .                                                          (8) 

 

Lemma 4    Diberikan barisan alternating projection  
0

n

n
x  dengan 

             1 ,   0 2n n n n
n nnx x P x x ,  mod 1n mn ,  

dan 
1 2,0 2n

 dengan 2 0 . Maka, berlaku 

                      lim 0n

n
x    dengan  sup ,n n

A

x x Q .                                  (9) 

 

Lemma 5    Jika syarat-syarat (a) – (d) dalam Teorema 1 dipenuhi, maka untuk suatu 

barisan terbatas 
0

n

n
x  yang memenuhi Lemma 4, kondisi berikut dipenuhi 

                                                        lim , 0n

n
x Q .                                                  (10) 

 

Lemma 6    Untuk suatu himpunan tutup dan konveks Q dan untuk suatu nx  yang 

memenuhi (7) dan (9), nx  konvergen ke *x Q . 

 

Bukti Teorema 1 

Berdasarkan Lemma 4, dengan asumsi kondisi (4) dipenuhi, maka metode alternating 

projection memenuhi 

                              lim 0n

n
x ,   dengan  sup ,n n

A

x x Q .                        (11) 
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Dan berdasarkan Lemma 5, karena kondisi (a) – (d) dipenuhi, maka untuk sembarang 

barisan terbatas yang memenuhi (11) berlaku 

                                                         lim , 0n

n
x Q .                                                 (12) 

Selanjutnya berdasarkan Lemma 3, maka dalam metode alternating projection untuk 

suatu pemilihan n  dan untuk setiap titik kekonvergenan 
A

x Q Q  serta untuk 

semua n dipenuhi 

                                                           1n nx x x x .                                              (13) 

Maka, dari (11), (12), (13) dan berdasarkan Lemma 6,  konvergen ke x Q . 

 

3. RUMUSAN MASALAH REDUKSI MODEL SISTEM LPV POLITOPIK 

 

 Diberikan model sistem LPV yang stabil kuadratik berrorde n dengan 

representasi ruang keadaan  

                                                       (14) 

dengan  vektor keadaan,  vektor masukan, dan  vektor keluaran,  

.

 adalah fungsi-fungsi kontinu dari vektor parameter . Himpunan 

variasi parameter  menotasikan himpunan dari semua fungsi kontinu bagian demi 

bagian dari (waktu) ke  sub himpunan dari ruang vektor  dengan sejumlah 

hingga diskontinuitas dalam suatu interval: 

                              
.
 

 Fungsi transfer dari realisasi sistem (1) diatas adalah  

                                   (15) 

Masalah reduksi orde model sistem LPV (14) dapat dirumuskan sebagai mencari model 

sistem LPV berrorde  yang tetap stabil kuadratik (notasi r pada  

melambangkan sistem tereduksi) [8] : 

nx

0

,

,   0  ,

x t A t x t B t u t

y t C t x t D t u t x x



x t u t y t

R , R ,  Rn m px t u t y t : R  ,s n nA : R ,s n mB  : R ,s p nC

: Rs p mD t

R s

min max:R ,   1,2,...,iF i s

1

1 1

,   0,   1
L L

i i i i i i i
i i

T C sI A B D

k n , , ,  dan r r r rA B C D
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                                                  (16) 

sedemikian sehingga , untuk suatu  yang diberikan. 

Notasi  menyatakan norm  dari selisih fungsi transfer  dan  yang 

didefinisikan sebagai , dengan  menyatakan nilai 

singular Hankel yang diperumum terbesar dari sistem (14). 

Untuk menyelesaikan masalah tersebut, terdapat teorema  berikut yang memberikan 

syarat cukup eksistensi reduksi orde model pada sistem LPV beserta bentuk model 

tereduksinya [8]. 

 

Teorema 2.   Diberikan sistem LPV berrorde n yang stabil kuadratik 

                                                           (14) 

dan . Terdapat model tereduksi berrorde  dari sistem  (14) yaitu 

                                                   (17) 

sedemikian sehingga  jika terdapat matriks definit positif dan simetri 

 sedemikian sehingga 

                                 ,                                        (18) 

                                 ,                                          (19) 

                                 ,                                                                                  (20) 

                                 .                                                                     (21) 

Jika (18) – (21) dipenuhi, maka salah satu solusi feasible dari masalah reduksi orde model 

diberikan oleh : 

                                                          

0

,

,   0  ,

r r r r

r r r r

x t A t x t B t u t

y t C t x t D t u t x x



rT T

rT T H T
rT

ˆ: supr rT T T T j ˆ

0

,

,   0

x t A t x t B t u t

y t C t x t D t u t x x



0 k n

0

,

,   0

r r r r

r r r r

x t A t x t B t u t

y t C t x t D t u t x x



rT T

, Rn nX Y

0          1,...,

T
i i i

T
i

A X XA XB
i L

B X I

0          1,...,
T T
i i i

i

A Y YA C
i L

C I

0
n

n

X I

I Y

rank
n

n

X I
n k

I Y

1 1 1 ,       ,

 ,                            .

r T r
i i i i

r T r
i i i i

A N MN N A N B N YB

C C N D D
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4. PENYELESAIAN  REDUKSI MODEL SISTEM LPV POLITOPIK 

DENGAN METODE ALTERNATING PROJECTION 

 

 Selanjutnya untuk mencari pasangan matriks definit positif dan simetri X,Y yang 

memenuhi kendala (18) – (21) pada Teorema 2 di atas, didefinisikan himpunan-himpunan 

kendala sebagai berikut. 

                  , 

                  , 

                  , 

                  . 

Berikut ini prosedur metode alternating projection dalam mencari pasangan matriks 

definit positif dan simetri X,Y yang memenuhi kendala (18) – (21) : 

Pertama, ambil pasangan matriks  dari hasil metode pemotongan setimbang 

sebagai nilai awal barisan alternating projection. 

Kedua, cari  yaitu proyeksi orthogonal  pada  dan  yaitu proyeksi orthogonal 

 pada . Masalah mencari proyeksi  pada dapat direformulasikan sebagai 

masalah optimisasi LMIs dengan mendefinisikan kendala baru Z [2] : 

                                                                                                        (23) 

Secara sama, masalah mencari proyeksi  pada dapat direformulasikan 

menggunakan LMIs yang sejenis [2]. 

Ketiga, cari  sebagai proyeksi orthogonal  pada himpunan  dengan  

                          , .                   (24)                                                                                           

dimana matriks   adalah dekomposisi nilai eigen dari , dan  didapat dari 

mengganti nilai eigen negatif dari  dengan nol [5]. 

Keempat, cari  sebagai proyeksi orthogonal  pada himpunan  dengan  

1 : R ,

T
i i in n

a T
i

A X XA XB
C X X I I

B X I

1 : R ,
T T

n n i i i
b

i

A Y YA C
C Y Y I I

C I

2 : , R 0
nn n

n

X I
C X Y

I Y

3 : , R rank
nn n

n

X I
C X Y n k

I Y

0 0  dan   X Y

1X 0X 1aC
1Y

0Y 1bC 0X 1aC

ˆ
0

ˆ

Z X X

X X I

0Y 1bC

2 2,X Y 1 1,X Y 2C

2 1 1 2TY Y X L L 2 1 1 2TX Y X L L

TL L 1 1Y X

3 3,X Y 2 2,X Y 3C
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                 ,                        (25)                                                                                        

dimana matriks  adalah dekomposisi nilai singular dari  , dan   didapat 

dari mengganti  nilai singular terkecil dari  dengan nol [5]. 

Dengan pasangan matriks  yang kita dapatkan, maka dapat dibentuk model 

tereduksi (22). Jika model tereduksi yang didapat belum sesuai dengan yang diharapkan, 

maka kembali ke langkah pertama dengan nilai awal diambil dari matriks . 

Prosedur tersebut dapat dilakukan berulang sehingga didapatkan model tereduksi yang 

diinginkan. Berikut diberikan algoritma reduksi orde model sistem LPV dengan 

menggunakan metode alternating projection.  

1. Pilih suatu  sebagai batas toleransi kesalahan reduksi. 

2. Definisikan sistem LPV politop , , , ,       1...i i i iA B C D i L . 

3. Cari balanced realization dari sistem  , , , ,       1...i i i iA B C D i L . 

4. Cari matriks ˆ ,   ,   ub lb . 

5. Hitung 1
0 0

1ˆ ˆ,ub
ub

X Y . 

6. Uji apakah ub lb . Jika ub lb , maka proses selesai, lanjut ke langkah 

11.  Jika ub lb  lanjut ke langkah 7. 

7. Lakukan biseksi 
2

lb ub . 

8. Lakukan prosedur alternating projection sebagai berikut : 

8.a  
11 0Cari 
aCX P X  dengan menyelesaikan masalah feasibility  X  

       dalam
ˆ

 , 0
ˆ

n n n n Z X X
X Z

X X I
  . 

8.b 
11 0Cari 
bCY P Y  dengan menyelesaikan masalah feasibility Y  

       dalam
ˆ

 , 0
ˆ

n n n n Z Y Y
Y Z

Y Y I
  . 

8.c Cari 2 2   dan   X Y  dengan  

      1 1 1 1
2 2,    

2 2

T TY X L L Y X L L
X Y . 

8.d Cari 3 3   dan   X Y  dengan  

3 2 2 2T
kY Y X U V 3 2 2 2T

kX Y X U V

TU V 2 2Y X k

n k

3 3,X Y

3 3,X Y
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      2 2 2 2
3 3,    

2 2

T T
k kY X U V Y X U V

X Y . 

9. Uji apakah 3 3,X Y  konvergen. Jika  3 3,X Y  konvergen, set 

0 3 0 3,   ,   ub X X Y Y . Jika 3 3,X Y  tidak konvergen, set lb . 

10. Kembali ke langkah 6. 

11. Cari matriks N yang memenuhi TY X NN . 

12. Cari bentuk model tereduksi dari persamaan (22) 

Secara skema, algoritma diatas dapat digambarkan sebagai berikut : 

 

Gambar 1. Skema algoritma reduksi orde model sistem LPV  

                     dengan menggunakan metode alternating projection 
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5. SIMULASI PROGRAM 

 

Berikut ini disajikan sebuah contoh reduksi orde model pada sistem LPV menggunakan 

metode alternating projection. Diberikan sebuah sistem LPV politopik [8] 

                  

                 ,                                                            (26) 

dengan . 

Parameter  berada pada politop konveks yang dapat digambarkan sebagai 

berikut. 

 

Gambar 2. Data paramater  dalam politop konveks 

 

Dengan demikian maka matriks  ruang keadaan sistem (26) berkembang pada  politop 

konveks 

                                           , 

dengan  

           , 

12

33

2 3 1 1 2.5 1.2

0 1 1 0 1.3 1 1

0 0 12 1.6 2 0

0 0 0 4 3.4 0.1 2

b t

x t x t u t
a t



2.5 1.3 1.6 3.4

0 1 2 0.1

1.2 1 0 2

y t x t

33 123.5 ,  2.5   dan  0.5 ,  0.5a b

33 12  dan  a b

33 12  dan  a b

Co ,  1...4
i i

i i

A B
i

C D

1 4 2 3

2 3 1 1 2 3 1 1

0 1 1 0 0 1 1 0
,    

0 0 3.5 12 0 0 2.5 12

0 0 0 4 0 0 0 4

A A A A
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             , 

 

. 

 

Metode pemotongan setimbang menghasilkan matriks Gramian keterkendalian dan 

sekaligus matriks Gramian keterobservasian  

                                      . 

Dengan menggunakan algoritma reduksi orde model, untuk reduksi orde model sistem 

LPV politopik di atas dari orde 4 ke orde 3 didapat model tereduksi yang berkembang 

pada politop konveks 

                                                , 

dengan  

                      

, 

, 

. 

Berikut disajikan perbandingan state  sebelum direduksi dan setelah 

direduksi. 

1 2 3 4

2.5 0.5 1.2 2.5 0.5 1.2

1.3 1 1 1.3 1 1
,     

1.6 2 0 1.6 2 0

3.4 0.1 2 3.4 0.1 2

B B B B

1 2 3 4 1 2 3 4

2.5 1.3 1.6 3.4 0 0 0

0 1 2 0.1 ,    0 0 0

1.2 1 0 2 0 0 0

C C C C D D D D

6.791 0 0 0

0 4.9863 0 0
ˆ

0 0 3.1440 0

0 0 0  0.8950

P Q

1 2,3

3 4

Co ,  1...4

r r
r

r r

A B
i

C D

1 2 3

4

15.2060 2.2443 0 15.2060 2.2443 0

1.9673 0.8512 8.6613 ,    1.9673 0.6080 8.6613

0 5.2727 2.7048 0 5.2727 2.7048

15.2060 2.2443 0

                                 1.9673 0.8512 8

r r r

r

A A A

A .6613

0 5.2727 2.7048

1 2 3 4

3.7006 2.8466 2.8466

1.2615 1.5768 0

3.1126 0.0915 1.8310

r r r rB B B B

1 2 3 4

3.7006 1.2615 3.1126

2.8466 1.5768 0.0915

2.8466 0 1.8310

r r r rC C C C

1 2 3 4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

r r r rD D D D

1 2 3, ,dan x x x
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              Gambar 3. Perbandingan state                     Gambar 4. Perbandingan state  

              orde penuh dan orde tereduksi                          orde penuh dan orde tereduksi 

 

 

Gambar 5. Perbandingan state  orde penuh dan orde tereduksi 

 

Sedangkan untuk reduksi orde model sistem LPV politopik di atas dari orde 4 ke orde 2 

didapat model tereduksi yang berkembang pada politop konveks 

                                                 , 

dengan  

               , 

               , 

                , 

                . 

1x
2x

3x

1 2,2

3 4

Co ,  1...4

r r
r

r r

A B
i

C D

1 4 2 3

3.7030 8.1306 3.7030 8.1306
,    

8.3918 0.0553 8.3918 0.0395

r r r rA A A A

1 2 3 4

3.3363 0.0981 1.9625

1.1403 1.4253 0

r r r rB B B B

1 2 3 4

3.3363 1.1403

0.0981 1.4253

1.9625 0

r r r rC C C C

1 2 3 4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

r r r rD D D D
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Perbandingan state  sebelum direduksi dan setelah direduksi disajikan dalam 

gambar berikut. 

             

           Gambar 6. Perbandingan state                  Gambar 7. Perbandingan state  

           orde penuh dan orde tereduksi                       orde penuh dan orde tereduksi 

 

Berdasarkan nilai-nilai singular Hankel yang diperumum dalam matriks , mereduksi 

orde sistem LPV politopik (24) dari orde 4 ke orde 3 berarti mengabaikan state yang 

bersesuaian dengan nilai singular Hankel keempat yaitu 0.8950.  Sedangkan mereduksi 

orde sistem LPV politopik (26) dari orde 4 ke orde 2 berarti mengabaikan state yang 

bersesuaian dengan nilai singular Hankel ketiga dan keempat yaitu 3.1440 dan 0.8950. 

Dikarenakan selisih nilai singular Hankel ketiga dan keempat lebih kecil dibandingkan 

dengan  selisih nilai singular Hankel kedua dan ketiga, maka mereduksi orde sistem LPV 

politopik (26) dari orde 4 ke orde 3 menghasilkan sistem tereduksi yang lebih baik dari 

pada mereduksi orde sistem LPV politopik (26) dari orde 4 ke orde 2. Hal ini juga dapat 

kita lihat dari gambar 2 – 6 yaitu meskipun model tereduksi orde tiga dan model tereduksi 

orde dua sama-sama konvergen pada detik keenam, tetapi perilaku masing-masing state 

pada model tereduksi orde 3 lebih dekat ke sistem asli dibandingkan dengan model 

tereduksi orde dua. 

 

 

6. KESIMPULAN 

 

 Dalam makalah ini telah dikaji pemanfaatan metode alternating projection untuk 

mereduksi orde model sistem  Linear Parameter Varying (LPV) politopik. Metode ini 

menghasilkan  kekonvergenan lokal sehingga nilai awal dari barisan  alternating 

projection harus diambil dari  daerah yang berada dalam lingkungan dari solusi feasible. 

Namun demikian, dikarenakan algoritma ini menggunakan proyeksi yang berturut-turut 

1 2  dan  x x

1x 2x

ˆ
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pada tiap himpunan kendala, maka untuk model-model yang berorde besar algoritma ini 

akan memerlukan waktu komputasi yang cukup lama dikarenakan kekonvergenannya 

yang lambat jika dibandingkan dengan metode-metode yang telah ada. Sehingga 

pengembangan metode komputasi yang lebih efektif dan yang menghasilkan 

kekonvergenan yang lebih cepat menjadi permasalahan yang masih harus dikaji lebih 

lanjut. Masalah mempercepat kekonvergenan barisan alternating projection dapat 

dilakukan dengan cara analitik yaitu menyelesaikan masalah reduksi orde model yang 

berupa masalah feasibility non konveks, maupun dengan cara numerik yaitu dengan 

membuat rumusan barisan alternating projection yang mempercepat kekonvergenan ke 

irisan dari himpunan-himpunan kendala. 
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ABSTRAK. Tulisan ini bertujuan membahas integral Darboux pada R

2
 yang berlandaskan pada 

konsep fungsi luas  pada sel E R
2
. Sejalan dengan pembahasan pada integral Darboux pada R

1 

maka pembahasan integral Darboux- pada R
2
diperoleh hasil antara lain (i) criteria Darboux-

dan (ii) teorema ekuivalensi antara integral Darboux- dan integral Riemann- berlaku. 

Kata Kunci : integral Darboux, integral Riemann dan fungsi luas. 

 

 
1. PENDAHULUAN  

Integral konstruktif pertama kali dibangun oleh Riemann (1826-1866). Integral ini 

dibangun berdasarkan nilai limit jumlah, terkait dengan penyusunan partisi pada interval 

[a,b] R
1
. Hasilnya cukup menakjubkan, sebab beberapa fungsi yang tidak terintegral 

secara deskriptif Newton ternyata dapat diintegralkan secara konstruktif Riemann, 

sebagai contoh adalah fungsi tangga. Perkembangan teori integral tidak berhenti sampai 

pada integral Riemann saja, namun terus berkembang yaitu pada kurun waktu hamper 

bersamaan muncul sebuah integral yang dibangun olehDarboux (1842-1917) yang 

selanjutnya dikenal dengan integral Darboux. Integral Darboux ini disusun berdasarkan 

pada konsep nilai maksimum dan minimum suatu fungsi pada setiap sub-interval [xi-1, xi] 

 [a,b] i=1,2,3,…,n. Selanjutnya menurut Henstock [1] telah ditunjukkan bahwa konsep 

integral Riemann dan integral Darboux pada [a,b]  R
1
adalahekuivalen. 

Semua pembahasan integral di atas adalah tipe integral pada ruang Euclide 

berdimensi-1 atau merupakan bentuk integral pada garis lurus sebagai daerah 

integrasinya. Penulis tertarik untuk membahas integral Darboux pada ruang Euclide 

berdimensi-2 atau pada R
2
yaitu pembahasan integral Darboux pada bidang datar sebagai 

daerah integrasinya. 

Hal ini dilakukan karena permasalahan integral tidak hanya terbatas dengan integral 

pada garis lurus R
1
saja, namun perkembangannya menuntut bentuk integral sampai pada 

bidang R
2
atau bahkan pada R

n
sebagai daerah integrasinya, seperti masalah rambatan 

panas, masalah aliran fluida, masalah aliran gas dan lain-lain. 
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 2. PARTISI DAN INTEGRAL 

Misalkan R
2
adalah himpunan pasangan terurut atas bilangan real yaituR

2
 = R xR  =  

{ x  = (x1,x2), xiR,  i=1,2}. Jika pada R
2
 dilengkapi metrik d dengan  

d( x , y ) =  
2

1

2

1

2










i

ii yx  

untuk setiap x =(x1,x2), y =(y1,y2)  R
2
 maka (R

2
,d) merupakan ruang metrik biasa. 

Menurut Zachriwan [7], jika x R
2
 maka persekitaran x  dengan jari-jari r>0 

didefinisikan sebagai rN ( x ) = { y , d( x , y ) < r} dengan d( x , y ) dimaksud jarak 

(metrik) antara dua titik x , y R
2
. Jika a , b R

2 
dengan a =(a1,a2) , b =(b1,b2) 

makadimaksudkan 

 [ a , b ] = { x R
2 
: a  x  b } 

 ( a , b ) = { x R
2 
: a < x <b } 

Jika E = [ a , b ]  
maka E merupakan daerah empat persegi panjang pada  dan 

disebut interval tertutup (sel) yang diartikan sebagai : 

E = [ a , b ] = 


2

1i

[ai,bi] = [a1,b1] x [a2,b2] 

                             = { x  = (x1,x2) R
2
 , aixibi, i=1,2} 

Selanjutnya koleksi berhingga pasangan sel-titik   

P = {(E, x )} = {(E1, 1x ), (E2, 2x ), …, (En, nx )} 

disebut partisi pada E jika jx   Ej N ( jx ) , untuk setiap j=1,2,...,n dan 
o

j

o

i EE  =

, i j dan 



n

j

jE
1

E. Adanya partisi P pada sel E  ini dijamin oleh Pfeffer [5]. 

Jika I(E) adalah koleksi semua sel  maka fungsi positif  :I(E)  R 

didefinisikan sebagai luas sel E dengan notasi  (E). Misalkan  (E) adalah koleksi 

semua partisi P pada E maka sejalan dengan Nila dan Soeparna [4] dalam mendefinisikan 

integral bawah Henstock-Darboux-  dan integral atas Henstock-Darboux-  maka 

dapat didefinisikan konsep integral bawah Darboux-  dan integral atas Darboux-  

pada ruang  R
2
 sebagai berikut. 
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Diberikan fungsi terbatas f: E R , dengan P = {(E, x )} = {(E1, 1x ), (E2, 2x ), 

…, (En, nx )} sebarang partisi pada sel E dan didefinisikan : 

m=inf{f( x ) : x E } dan M=sup{ f( x ) : x E } 

mj=inf{f( x ) : x   Ej, j=1,2,3,...,n} dan Mj=sup{f( x ) : x   Ej, j=1,2,3,...,n} 

Karena f terbatas pada E maka nilai m, M, mjdan Mj dijamin ada. Selanjutnya dibentuk 

jumlah Darboux- bawah (lower Darboux-  sum): 

L(f,P, ) = 


n

j 1

mj (Ej) 

dan jumlah Darboux-  atas (upper Darboux-  sum) : 

U(f,P, ) = 


n

j 1

Mj (Ej), 

Definisi 1 

Diberikan fungsi terbatas f:  R , dengan P = {(E, x )} = {(E1, 1x ), (E2, 2x ), 

…, (En, nx )} sebarang partisi pada sel E dan fungsi luas   pada sel E R
2
.  

a. Fungsi f dikatakan terintegral bawah Darboux-  pada E ditulis f  D (E,  ) jika 

terdapat bilangan real I sehingga 

( D ) 
E

f d  = 
)(

sup
EP 

{L{f,P,  } = I 

b. Fungsi f dikatakan terintegral atas Darboux-  pada E ditulis f  D (E,  ) jika 

terdapat bilangan real J sehingga  

( D ) 
E

f d  = 
)(

inf
EP 

{U{f,P,  }= J 

c. Fungsi f dikatakan terintegral Darboux- pada E ditulis f D(E,  ) jika 

( D ) 
E

f d  = ( D ) 
E

f d  

Jadi suatu fungsi terbatas f dikatakan terintegral Darboux-  pada E ditulis f D(E,  ) 

jika nilai (D) 
E

f d  = ( D ) 
E

f d  = ( D ) 
E

f d  yaitu I=J. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Pada awal bagian ini akan diperlihatkan tentang Kriteria Darboux yang 

menunjukkan keintegralan sebuah fungsi yang dinyatakan dalam teorema berikut. 
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Teorema 1 (KriteriaDarboux- ).  

Diberikan fungsi terbatas f: R  dan fungsi luas  pada sel .Fungsi f 

terintegral Darboux-  pada E jika dan hanya jika untuk setiap bilangan >0 terdapat 

partisi P pada E sehingga U(f,P, )- L(f,P, ) < . 

Bukti : 

(i) Syarat perlu 

Diketahui f D(E, ) maka terdapat bilangan I dan J sehingga I=J. Jadi untuk setiap 

>0 dengan menggunakan sifat supremum dan infimum maka terdapat partisi P1 dan 

P2pada E sehingga  

I-
1

2
 < L(f,P1, )   I = J  U(f,P2, )< J + 

1

2
  

Ambil P = P1 P2maka P adalah partisi pada E dan berlaku  

I-
1

2
 < L(f,P1, )  L(f,P, )  I = J   U(f,P, )  U(f,P2, )< J + 

1

2
  

dan berakibat  

U(f,P, ) - L(f,P, )< J + 
1

2
 - ( I-

1

2
 ) =   

(ii) Syarat cukup 

Berdasarkan hipotesa untuk setiap bilangan  >0 terdapat partisi P pada E sehingga  

U(f,P, )- L(f,P, ) < . 

Menurut Definisi 1 berlaku 

L(f,P, ) ( D ) 
E

f d  ( D ) 
E

f d U(f,P, )   

Jadi diperoleh 

( D ) 
E

f d - ( D ) 
E

f d   U(f,P, )- L(f,P, ) < . 

Karena   >0 diambilsebarang maka( D ) 
E

f d = ( D ) 
E

f d , dan menurut Definisi 

1 maka fungsi f terintegral Darboux-  pada E. 

Definisi 2.2 

Jika fungsi f:  R terbatas pada E, dan P = {(E, x )} = {(E1, 1x ), (E2, 2x ), …, 

(En, nx )} sebarang partisi pada sel E maka dapat didefiniskan jumlah Darboux-  

(Darboux-  sum) fungsi f  pada E  yaitu : 
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S(f,P, ) = 
PE j

f(
*

jx ) (Ej) =


n

j 1

f(
*

jx ) (Ej)  

dengan 
*

jx   Ej diambil sebarang.  

Definisi 2.3 

JikaP = {(Ej, jx )} partisi pada E dan Ej=[ ja , jb ] dengan ja =(a1j,a2j) dan jb =(b1j,b2j) 

maka norma partisi P pada E didefiniskan dengan 

P  = maks { },...,2,1:)()( 2

22

2

11 njbaba jjjj   

Sejalan dengan Haripamnyu [2] dalam mendefinisikan bentuk integral konstruktif 

McShane, demikian juga Muslim dan Soeparna [3] dalam mendefinisikan bentuk integral 

konstruktif Henstock fungsi bernilai barisan, maka berdasarkan konsep norma P  

selanjutnya didefinisikan konsep integral Riemann-  sebagai limit jumlah sebagai 

berikut. 

Definisi 2.4  

Diberikan fungsiterbatas f:  R  dan fungsi luas   pada sel 
 
. Fungsi 

f dikatakan terintegral Riemann-  ke suatu nilai A pada E ditulis f R(E, )jika untuk 

setiap bilangan ε>0 terdapat bilangan  >0 sehingga untuk setiap partisi P = {(E, x )}  

pada E dengan P <  berlaku 

S(f,P, ) - A| = |


n

j 1

 f(
*

jx ) (Ej) - A|<ε 

Bilangan A disebut nilai integral Riemann-  fungsi f pada sel E yang biasa 

dituliskan dengan  

0
lim
P 

 S(f,P, ) = 
0

lim
P 

1

n

i

 f(
*

jx ) (Ej) =   
E

f d = A 

Selanjutnya himpunan semua fungsi terintegral Riemann-  pada E dituliskan 

dengan R(E, )dan dapat dibuktikan teorema ekuivalensi antara integral Darboux-  

dengan integral Riemann-  pada R
2
. 

 

Teorema 2.5 

Diberikan fungsif: R terbatas dan fungsi luas   pada sel . Fungsi f 

terintegral Darboux -  pada E jika hanya jika fungsi f terintegral Riemann-  pada E. 
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Bukti: 

(i).Syarat perlu 

Diketahui f terintegral Riemann-  pada E,  maka untuk setiap ε>0 terdapat bilangan 

>0 sehingga untuk setiap partisi P = {(E, x )}  pada E dengan P <  berlaku  

|S(f,P, ) - A| = |


n

j 1

 f(
*

jx ) (Ej) - A|<ε 

atau  

A - 
2


<



n

j 1

 f(
*

jx ) (Ej) < A + 
2


. 

Hal ini berlaku untuk setiap 
*

jx Ej,  j=1,2,3,...,n. 

Ambil 
*

jx Ej sedemikian hingga f(
*

jx )= Mj maka berlaku 

A - 
2


< U(f,P, )< A + 

2


. 

Ambil 
*

jx Ej sedemikian hingga f(
*

jx )= mj maka berlaku 

A - 
2


< L(f,P, )< A + 

2


. 

Sehingga diperoleh  U(f,P, ) - L(f,P, )<(A + 
2


) – (A - 

2


) =  ε 

Dengan demikian untuk setiap ε>0 terdapat bilangan  >0 sehingga untuk setiap partisi P 

pada E dengan P <  berlaku U(f,P, ) - L(f,P, )<ε,  jadi f terintegral Darboux-  

pada E. 

(ii) Syarat cukup 

Diketahui f terintegral Darboux- pada E maka terdapat bilangan I dan J  sehingga I = J, 

dengan I = 
)(

sup
EP 

{L(f,P,  )}  dan J = 
)(

inf
EP 

{U(f,P,  )}  

Ambil sebarang ε >0, menurut sifat supremum dan infimum maka terdapat partisi P1 dan 

P2 pada E dengan 
1P < 1, 2P < 2 dan berakibat 

I - ε <L(f,P1, ) ≤  I dan J ≤ U(f,P2, )< J + ε 

Dan selalu berlaku 

I - ε <L(f,P1, ) ≤  I = J ≤ U(f,P2, )< J + ε 
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Diambil  = min { 1 , 2},dan dibentuk partisiP = P1 P2maka P partisi pada E 

dengan P < dan berlaku 

L(f,P1, ) ≤ L(f,P, ) ≤ S(f,P, ) ≤ U(f,P, ) ≤ U(f,P2, ) 

I - ε < L(f,P1 ) ≤  L(f,P, ) ≤ S(f,P, ) ≤ U(f,P, ) ≤ U(f,P2, )< J + ε 

I - ε ≤ S(f,P, )  ≤  J + ε 

Karena I=J , sebut I=J=A maka  

- ε<S(f,P, ) - A <ε 

|S(f,P, ) - A | <ε 

Karena untuk setiap ε>0 terdapat  >0 dan untuk setiap partisi P pada E dengan P <

berlaku| S(f,P, ) - A|<ε,terbukti bahwa f terintegral Riemann- padaE. 

Berdasarkan Teorema 2.5  ini dapat disimpulkan bahwa integral Darboux- dan 

integral Riemann-  adalah ekuivalen, sehingga D(E, ) = R(E, ) yaitu setiap fungsi 

terintegral Darboux- pada E  juga terintegral Riemann-  pada E, begitu pula 

sebaliknya. 

 

4. KESIMPULAN 

Sejalan dengan pembahasan integral Darboux padaR
1
, maka hasil pembahasan 

integral Darboux pada R
2 

diperoleh hasil antara lain (1) berlakunya criteria Darboux-

dan (ii) berlakunya teorema ekivalensi antara integral Darboux- dan integral Riemann-

 . 
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ABSTRAK. Sebarang fungsi yang terdiferensial order satu di suatu titik dapat didekati oleh garis 

lurus yang menyinggung  fungsi di titik tersebut. Tampak bahwa order derivatif  dan 

dimensi dari obyek  akan memenuhi hubungan . Dalam makalah ini akan 

diselidiki hubungan antara order derivatif- untuk  dengan dimensi-  dari grafik 

fungsi  untuk fungsi kontinu Holder berpangkat  apakah juga berlaku 

. Dengan menggunakan sifat-sifat derivatif-  dan fungsi kontinu Holder berpangkat 

, dapat dibuktikan bahwa jika  adalah dimensi-  dari grafik fungsi  untuk fungsi 

kontinu Holder f  berpangkat , maka fungsi  f  terdiferensial-  dengan 

order  dan dimensi-  himpunan perfek-   adalah 

. 

Kata Kunci: derivatif- , fungsi kontinu Holder berpangkat , dimensi-  dari grafik 

fungsi, himpunan perfek-  

 

1.  PENDAHULUAN 

Kurva-kurva kontinu tetapi mempunyai struktur yang tidak teratur seperti fungsi 

anak tangga Cantor disebut juga fungsi singular Lebesgue-Cantor yaitu fungsi 

 dengan  adalah himpunan pertigaan Cantor (himpunan fraktal), 

adalah order dari fungsi anak tangga Cantor,  dan juga merupakan dimensi-  

dari . Fungsi ini merupakan fungsi kontinu, monoton naik dan tidak terdiferensial 

biasa (order-1) pada  yaitu , tetapi terdiferensial dengan 

order  (Jones [1], Parvate and Gangal [3],[4]). Fungsi anak tangga Cantor dapat 

diperumum untuk sebarang himpunan fraktal  menjadi fungsi anak tangga 

 dengan  order  yang juga merupakan dimensi-  himpunan 

F



0,1 

 1 

 1d  2d  

F  0,1 

d  2 ,1 2d d  

2d   F

 0,1 d 

 2 ,1 2d d   F

 2 , 0,1d      F R

 2 , 0,1d   

F  0,1 



1 3

ln 2 ln3

1 3
:

C
S C R 1 3C

ln 2 ln3 

1 3C

1 3C   
1 3

1 ln 2 ln3

1 3,CD S x x C  

ln 2 ln3

 ,F a b

:FS F R   0,1 
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F 

fraktal F. Fungsi ini bukan merupakan penyelesaian persamaan diferensial biasa, oleh 

karena itu kalkulus biasa tidak dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan masalah yang 

terkait dengan fungsi tersebut, sehingga perlu dikembangkan kalkulus baru yang 

didasarkan pada himpunan fraktal   yang selanjutya disebut kalkulus- . Dalam 

kalkulus baru ini, juga memuat formulasi tentang derivatif dengan order  yang 

didasarkan pada himpunan fraktal   dan selanjutnya disebut  derivatif- , 

dimana derivatif biasa  (order-1) tidak dapat bekerja pada himpunan fraktal   

(Parvate and Gangal [3],[4]).  

Fungsi anak tangga  memainkan peranan sentral dalam kalkulus- , dalam 

derivatif-  kuantitas ( ) menggantikan posisi  yaitu panjang 

interval  atau jarak antara  titik x dan y dalam kalkulus biasa. Sehingga derivatif 

dari fungsi anak tangga Cantor  terhadap derivatif-  adalah fungsi karakteristik 

 yaitu fungsi yang bernilai satu untuk dan bernilai nol untuk x yang lain 

(Parvate and Gangal [3],[4]). 

Fungsi kontinu  dikatakan fungsi kontinu Holder berpangkat 

, jika terdapat konstanta  yang memenuhi  

untuk semua . Jika fungsi  f  adalah  fungsi kontinu Holder berpangkat satu 

, maka f adalah fungsi Lipschitz. Nilai maksimal  yang memenuhi 

fungsi kontinu Holder berpangkat  adalah berhubungan dengan keberadaan 

derivatif-  fungsi  f  pada himpunan fraktal  ( Ross, Samko et.al [5]). Supriyadi 

dalam [8] membuktikan bahwa fungsi kontinu Holder berpangkat  merupakan 

syarat cukup agar fungsi tersebut terdiferensial-  dengan order , sebagai 

contoh fungsi anak tangga Cantor  merupakan fungsi kontinu Holder berpangkat 

, sehingga akan terdiferensial-  dengan order 
.  

 

Fungsi  yang terdiferensial order satu di  dapat didekati oleh garis lurus 

yang menyinggung  fungsi  di . Tampak bahwa order derivatif  dan 

F R F

 0,1

F R F

F R

FS
F

F    F FS y S x   y x

 ,x y

1 3

ln2 ln3

CS F

 C x 1 3x C

:f F R R 

 0,1 0c     f y f x c y x


  

,x y F

 1   0,1

 0,1

F
F

 0,1

F  0,1

1 3

ln2 ln3

CS

ln 2 ln 3  F ln 2 ln 3 

 f x 0x

 f x 0x  1 
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F 

dimensi dari obyek  akan memenuhi hubungan  (Li, Essex et.al [2]). 

Sedangkan dalam artikel ini akan diselidiki hubungan antara order derivatif- untuk 

 dengan dimensi-  dari grafik fungsi  untuk fungsi kontinu Holder 

berpangkat  apakah juga berlaku . 

 

2. LANDASAN TEORI 

Diberikan himpunan , berikut didefinisikan konten (content) atau 

massa-  dari F, coarse-grained mass (cgm)  dan fungsi massa dengan order- . 

Definisi 2.1 (Parvate and Gangal [3])  Subdivisi (subdivision)  dari interval ,

 adalah himpunan titik-titik berhingga , dengan  . 

Sebarang interval yang berbentuk  disebut interval komponen (component 

interval) atau komponen dari subdivisi P. Jika Q adalah sebarang subdivisi dari  

dan , maka dikatakan Q sebagai penghalus dari P. Jika , maka himpunan 

adalah hanya subdivisi dari . 

Definisi 2.2 (Parvate and Gangal [3])  Diberikan bilangan bulat positif  dan , 

coarse-grained mass (cgm) dari  dituliskan  dan didefinisikan 

dengan  

 

 dengan  dan , jika  tidak 

kosong dan bernilai nol untuk yang lain,  . 

Definisi 2.3 (Parvate and Gangal [3])  Fungsi massa didefinisikan dengan   

. 

Berdasarkan keserupaan definisi antara fungsi massa dengan ukuran luar 

Hausdorff (Hausdorff outer measure), maka fungsi massa dapat digunakan untuk 

 1d  2d  

F

 0,1   d

 2 ,1 2d d   2d  

 ,F a b

  0,1

 ,a b
P  ,a b

a b  0 1, ,..., na x x x b  1i ix x 

 1,i ix x 

 ,a b

P Q a b

 a  ,a b

n a b

 ,F a b  , ,n F a b

 
  

 

 
  

,

1
1

1
: 1 0

, , inf , ,
1a b

n
i i

n i i
P P n i

x x
F a b F x x



 






 




 


 1
1

max i i
o i n

P x x
  

    1, , 1i iF x x    1,i iF x x 

0,1,..., 1i n 
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F 

mendefinisikan dimensi fraktal, yang selanjutnya disebut dimensi- dan didefinisikan 

sebagai berikut.  

Definisi 2.4 (Parvate and Gangal [3])  Dimensi-  dari himpunan , 

dinotasikan dengan  dan didefinisikan sebagai 

. 

Berikut ini akan didefinisikan fungsi anak tanggga (staircase function)  

dengan order  yang terdefinisi  pada himpunan fraktal  , serta  

merupakan perumuman fungsi anak tangga Cantor  yang terdefinisi  pada 

himpunan pertigaan Cantor .  

 Definisi 2.5 (Parvate and Gangal [3])  Misalkan  adalah konstanta real. Fungsi anak 

tangga (staircase function)  dengan order   untuk himpunan F 

didefinisikann oleh              

. 

 

Dalam bagian ini akan diberikan definisi limit-F  dengan metrik biasa (usual metric) . 

Definisi 2.6 (Parvate and Gangal [3])  Diberikan ,  dan . 

Bilangan l dikatakan limit-F untuk , jika diberikan sebarang , terdapat 

 yang memenuhi  

 dan  . 

Jika bilangan tersebut ada, maka dituliskan dengan  

. 

Sebagaimana turunan order satu, turunan-  juga merupakan limit pembagian, 

tetapi dengan  limit-F  sedangkan penyebutnya adalah nilai dari fungsi anak tangga  di 

dua titik anggota himpunan perfek- ( -perfect), yaitu himpunan tertutup dan semua 

titiknya adalah titik limit-F .  



  ,F a b

  dim ,F a b 

     

  

dim , inf : , , 0

sup : , ,

F a b F a b

F a b
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Definisi 2.7 (Parvate and Gangal [3])  Jika F  adalah himpunan  perfek- ( -perfect) , 

maka derivatif-  dari fungsi f didefinisikan oleh 

, 

jika limit-F ada. 

Derivatif-  terhadap fungsi anak tangga akan menghasilkan fungsi karakteristik yaitu 

fungsi yang bernilai satu pada F  dan bernilai nol untuk yang lain, sebagaimana diberikan 

oleh lemma berikut. 

Lemma 2.8 (Parvate and Gangal [4])  Derivatif- dari fungsi  adalah 

fungsi karakteristik , yaitu 

. 

 

Teorema  2.9 (Supriyadi [7])  Diberikan  dan untuk setiap . 

Maka kedua pernyataan berikut ekuivalen 

   

Definisi 2.10 (Supriyadi [7])  Fungsi  dikatakan mempunai order-  

terhadap derivatif- untuk setiap titik , jika 

       . 

Teorema 2.11 (Supriyadi [7])   

Diberikan himpunan perfek-  dan fungsi . Untuk semua ,  

maka kedua pernyataan berikut ekuivalen 

        

Dari Teorema  2.9  dan Teorema  2.11  dapat disimpulkan bahwa dimensi himpunan 

perfek-   sama dengan order derivatif  fungsi . 
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Fungsi kontinu  dikatakan fungsi kontinu Holder berpangkat , jika 

terdapat konstanta  yang memenuhi  untuk semua 

( Ross, Samko et.al [5]). Jika fungsi  f  kontinu Holder berpangkat satu , 

maka f adalah fungsi Lipschitz. Nilai maksimal  yang memenuhi fungsi kontinu Holder 

berpangkat  adalah berhubungan dengan keberadaan derivatif  fungsi f pada himpunan 

. Supriyadi dalam [8] membuktikan bahwa fungsi kontinu Holder berpangkat 

 merupakan syarat cukup agar fungsi tersebut terdiferensial-  yaitu bernilai 

0 untuk  dan bernilai  untuk  . 

 

3. PEMBAHASAN 

Jika dimensi grafik fungsi dinotasikan dengan d dan didefinisikan 

dengan , maka grafik fungsi dengan turunan kontinu akan 

mempunyai dimensi satu, sedangkan fungsi kontinu yang cukup tidak teratur 

dimungkinkan mempunyai dimensi grafiknya lebih besar dari satu. Sedangkan dalam 

artikel ini akan diselidiki hubungan antara order derivatif- untuk  dengan 

dimensi-  dari grafik fungsi  untuk fungsi kontinu Holder berpangkat 

 apakah juga berlaku . 

Teorema 3.1 Diberikan himpunan perfek-   dan fungsi kontinu  

yang memenuhi , maka fungsi 

f terdirensial- dengan order  untuk semua atau  

 

Bukti  
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Karena dan  
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( 

) 

2 d

  FD f x
. 



0 

b. Dengan Teorema 2.5 dan analog dengan bukti di atas untuk , maka 

diperoleh   

 

Dari a dan b terbukti fungsi  f  terdiferensial- dengan order  atau 

.  

Hubungan antara order derivatif- untuk  dengan dimensi-  dari grafik 

fungsi  untuk fungsi kontinu Holder berpangkat , diberikan oleh 

Gambar 3.1. 

 

                                              

                                                                                        
 

                                                                  

                                                                     

 

                                                              

                                                                                                                                                

 

 

                                                       Gambar 3.1 

 

Corollary 3.2 Diberikan himpunan perfek-   dan fungsi kontinu  

yang memenuhi , maka 
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Bukti  Dengan Teorema 2.9 dan Teorema 2.10 diperoleh bahwa dimensi himpunan 
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Contoh 3.3 Diberikan himpunan Cantor  dan fungsi anak tangga  dan 

dimensi-     himpunan pertigaan cantor  adalah  ( ), 

maka dari Teorema 2.11, diperoleh bahwa fungsi anak tangga Cantor  tidak 

terdiferensial order satu  , tetapi terdiferensial- dengan order  

atau 

. 

Misal grafik fungsi anak tangga  mempunyai dimensi  dan memenuhi 

fungsi kontinu Holder berpangkat  , yaitu 

 

maka dengan Teorema 2.1 diperoleh fungsi anak tangga  terdiferensial-

dengan order  dengan  dan  dimensi-  dari grafik fungsinya 

adalah 

. 

 

 

                                
 

Gambar 3.2 
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Gambar 3.2 adalah gambar grafik fungsi singular Lebesgue-Cantor , 

dimana fungsi tersebut terdiferensial- dengan order  dan dimensi-  

dari grafik fungsinya adalah  . 

4.  SIMPULAN 

             Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa  

1. jika  adalah dimensi-  dari grafik fungsi  untuk fungsi kontinu Holder f  

berpangkat  , maka fungsi  f  terdiferensial-  dengan order 

. 

2. jika  adalah dimensi-  dari grafik fungsi  untuk fungsi kontinu Holder f  

berpangkat      , maka dimensi-  himpunan perfek-   

adalah . 
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ABSTRACT. The objective of this research is to show characteristic of invertible matrix (matrix 

that has invers) in algebra Max-Plus. Algebra Max-Plus is collection max  

completed by two binary operations maximum and plus be semifield idempotent commutative.  A 

matrix max
n n

A  invertible if and only if  A be a permuted diagonal matrix.  

Keyword : Invertible matrix, algebra Max-Plus, a permuted diagonal matrix. 

 

 
1. PENDAHULUAN 

 Aljabar Max-Plus telah digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara 

aljabar masalah perencanaan, komunikasi, produksi, sistem antrian dengan kapasitas 

berhingga, komputasi parallel, dan lalu lintas. (Baccelli, et. al, [2]). Aljabar Max-Plus 

adalah himpunan max  dilengkapi dengan operasi maksimum dan plus 

merupakan semifield idempoten yang komutatif. Dapat dibentuk himpunan matriks 

berukuran nn  yang elemen-elemennya merupakan elemen dalam aljabar Max-Plus, 

ditulis max
n n

. Himpunan ini merupakan dioid yaitu semiring yang idempoten (Akian, et. 

al, [1], Sergeev [7]).  Himpunan matriks berukuran mn  atas max  ditulis max
n m

. 

Khusus untuk m = 1, diperoleh himpunan vektor atas max  ditulis max
n  (Farlow [4]).    

Dalam aljabar linear konvensional dikenal matriks yang elemen-elemennya 

merupakan bilangan real. Berkaitan dengan matriks ini, telah dibahas mengenai invers 

matriks (Hefferon [5], Meyer [6]). Suatu matriks berukuran n n  mempunyai invers jika 

nilai determinannya tidak sama dengan nol atau dikenal dengan matriks nonsingular.  

Sejalan dengan yang telah dibahas oleh Hefferon [5] dan Meyer [6] yaitu tentang 

pengertian invers matriks dalam aljabar linear konvensional, Farlow [4]  telah membahas 

dalam aljabar Max-Plus. Selanjutnya, dalam penelitian ini penulis  akan mengkaji ulang 

tentang invers matriks yaitu bagaimana karakteristik matriks invertibel dalam aljabar 

Max-Plus dengan penyempurnaan bukti teorema maupun pembahasannya. 
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Berdasarkan uraian tersebut, dapat dirumuskan permasalahan yaitu bagaimana 

karakteristik matriks invertibel dalam aljabar Max-Plus. 

2. MATERI DAN METODE 

Materi pokok sebagai dasar penelitian ini adalah karya ilmiah hasil penelitian 

para ahli baik yang dimuat didalam buku maupun  jurnal. Oleh karena itu, metode 

penelitian yang digunakan adalah metode teoritik. Dengan metode tersebut hasil 

penelitian dan uraiannya dituangkan dalam bentuk pengetahuan baru atau pengertian 

dasar berupa konsep-konsep pengetahuan, lemma, dan hukum-hukum atau teorema.   

 

3. LANDASAN TEORI 

A. Aljabar Max Plus 

Akian, et. al, [1] dan Sergeev [7] telah membahas beberapa pengertian berkaitan 

dengan aljabar Max-Plus, yang digunakan dalam penelitian ini yaitu :    

Definisi 3.1 

Monoid abelian K adalah suatu himpunan yang dilengkapi dengan operasi   

bersifat assosiatif dan komutatif serta mempunyai elemen nol yaitu  dinotasikan 

dengan . 

Definisi 3.2  

Semiring adalah monoid abelian yang dilengkapi dengan operasi  bersifat asosiatif, 

distributif terhadap , mempunyai elemen identitas yaitu 0 dinotasikan dengan  e 

dan  adalah elemen penyerap yaitu a a . 

Definisi 3.3  

Dioid adalah semiring yang idempoten, yaitu ,a a a a K . 

Definisi 3.4  

Semifield adalah semiring dengan operasi invertibel dalam * \K K  . 

Definisi 3.5 

Semifield yang juga dioid disebut semifield yang idempoten. 

Definisi 3.6 

Struktur-struktur di atas dikatakan komutatif jika terhadap operasi  bersifat 

komutatif. 

Definisi 3.7 
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Ddefinisikan himpunan  dengan   himpunan bilangan real yang 

dilengkapi dengan operasi  = maks dan  =  +, dinotasikan dengan max .   

Sifat 3.8  

Struktur aljabar dari max  adalah semifield idempoten yang komutatif. Himpunan 

ini selanjutnya disebut aljabar Max-Plus. 

 

B. Matriks dalam Aljabar Max-Plus  

Telah dibicarakan oleh Farlow [4] dan Cuninghame-Green, Butkovi’c [3] tentang 

matriks yang elemen-elemennya merupakan elemen dari aljabar Max-Plus, selanjutnya 

disebut matriks dalam aljabar Max-Plus. Adapun definisi matriks dalam aljabar Max-Plus 

serta operasi penjumlahan dan perkalian didalamnya sebagai berikut :    

Definisi 3.9 

Himpunan matriks berukuran n m  dengan elemen-elemen dalam max  

dinotasikan dengan max
n m

, yaitu 

11 1

max max

1

m
n m

ij

n nm

a a

a

a a



  



.  

Elemen baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks A max
n m

 dinyatakan oleh ija  atau 

[ ]ijA . 

Definisi 3.10 

1. Untuk matriks max,
n m

A B , didefinisikan A B  dengan  

[ ] max [ , ]ij ij ij ij ijA B a b a b . 

2. Untuk max max,n k k mA B , didefinisikan A B  dengan 

 
1 1, 2, 3, ...

[ ] [ ] max [ ]
k

il ij jl ij ij
j j

A B a b a b  

3. Tranpose dari matrik ditulis 
TA  dan didefinisikan seperti dalam aljabar 

konvensional [ ] [ ]T
ij jiA A  

4. Matriks identitas Max-Plus ditulis nE , dengan max
n n

nE  didefinisikan :  
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, jika 
[ ]

, jika
n ij

e i j
E

i j
 

5. Untuk suatu matriks A max
n n

 dan bilangan bulat positif k , pangkat k dari A 

ditulis 
kA didefinisikan oleh 

kali

...k

k

A A A A . Untuk k = 0, 0
nA E .  

6. Untuk sebarang matriks max
n mA  dan max , A  didefinisikan oleh 

[ ] [ ]ij ijA A . 

 

Beberapa definisi berkaitan dengan vektor dan matriks dalam aljabar 

konvensional yang akan digunakan dalam pembicaraan selanjutnya, disampaikan sebagai 

berikut : 

Definisi 3.11 (Hefferon [4]) 

Matriks permutasi adalah matriks persegi dimana setiap baris dan setiap kolomnya  

mempunyai tepat satu elemen sama dengan 1 dan semua elemen lainnya sama 

dengan 0.  

Definisi 3.12 (Meyer [5]) 

Suatu n–permutasi adalah barisan bilangan yang terdiri dari bilangan-bilangan 1, 2, 

3, ..., n.  

 

Selanjutnya, misalkan diberikan 3–permutasi yaitu 1 1,2,3 ,  2 1,3,2 ,  

3 2,1,3  ,1,3,24 5 3,1,2 ,  dan 6 3,2,1  maka tiga matriks permutasi 

yang bersesuaian adalah  

1

32

2

1 0 0

0 0 1

0 1 0

t

P t

t

, 

2

34

1

0 1 0

0 0 1

1 0 0

t

P t

t

 dan 

3

15

2

0 0 1

1 0 0

0 1 0

t

P t

t

. 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dalam bagian ini dibahas mengenai karakteristik matriks invertibel dalam aljabar 

Max-Plus. Akan diselidiki apakah konsep mengenai invers matriks di dalam aljabar linear 

konvensional sama dengan konsep di dalam aljabar Max-Plus. Dalam aljabar linear 
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konvensional diketahui bahwa tidak semua matriks mempunyai invers. Suatu matriks 

mempunyai invers jika determinan matriks tersebut tidak sama dengan nol. Terdapat 

karakteristik khusus agar matriks dalam aljabar Max-Plus invertibel.  

Berikut adalah definisi matriks invertibel, invers kanan dari suatu matiks  dan 

matriks permutasi.  

Definisi 4.1 

Suatu matriks max
n n

A  dikatakan invertibel jika ada matriks B sehingga 

nA B E  dan ditulis 
1A B . Secara khusus B disebut invers kanan.  

Definisi 4.2 

Matriks permutasi adalah matriks dimana setiap baris dan setiap kolomnya 

mempunyai tepat satu elemen sama dengan e dan semua elemen lainnya sama 

dengan .  

Jika :{1, 2, ..., } {1, 2, ..., }n n  suatu permutasi, didefinisikan matriks permutasi 

Max-Plus [ ]ijP p  dengan 

, ( )

, ( )

ij

e i j

p

i j

  sehingga kolom ke–j dari P  

mempunyai elemen e pada baris ke– ( )j . 

 

Jika suatu matriks dikalikan dari kiri oleh baris-baris suatu matriks P  maka 

baris ke–i dari matriks A muncul sebagai baris ke– ( )i  dari matriks P A . 

Selanjutnya diberikan definisi dari matriks  diagonal.  

Definisi 4.3 

Misalkan 1 2 max, , ..., , ,n i i  untuk setiap 1, 2, ...,i n ,  

didefinisikan matriks diagonal, yaitu 

1

2

...

...
( )

n

D
   



. 

Mengenai karakteristik dari matriks invertibel dalam aljabar Max-Plus dapat 

diketahui dari Teorema 4.4 yaitu suatu matriks diagonal yang dipermutasikan. 

Teorema 4.4 
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Matriks max
n nA  mempunyai invers kanan jika dan hanya jika ada permutasi  

dan nilai , {1, 2, ..., }i i n  sehingga ( )A P D  dengan 

1 2, , ..., n . 

Bukti : 

Misalkan bahwa ada matriks B sehingga A B E . Berarti : 

(a). max ( ) 0k ik kia b e  untuk setiap i. 

(b). max ( )k ik kja b  untuk setiap i j.  

Menurut (a), untuk setiap i ada suatu k sehingga 0ik kia b e . Oleh karena itu,  

terdapat fungsi ( )k i  dengan ( )i ib  .  

Menurut (b), diperoleh ( )i ja untuk semua i j             (c).  

Karena ( ) ( )i i i ja a  untuk i j , berarti  suatu injeksi dan oleh karena itu 

merupakan suatu permutasi. Menurut (c) , ( )i ia  merupakan elemen dari kolom ke ( )i  

yang tidak sama dengan . Sekarang misalkan 
~
A P A , baris ke ( )i  dari 

~
A   adalah 

baris ke-i dari A yang mempunyai elemen lebih besar dari  dalam kolom ke ( )i . Oleh 

karena itu, diperoleh bahwa semua elemen diagonal dari 
~
A  lebih besar dari . Juga 

diperoleh, bahwa  A  hanya mempunyai satu elemen bukan  dalam setiap kolom. Ini 

juga benar untuk 
~
A . Oleh karena itu,  

~
( )iP A A D  dengan 1( )i i i

a . 

Misalkan 
1

, karena nP P E , bahwa ( )A P D . Sebaliknya, 

( )A P D  dengan 1 2, , ..., n , maxi dan i . Jika ini benar,  

dimisalkan 1( )B D P  dengan 1 2, , ..., n . Catat bahwa, 

1
i i . Oleh karena itu,  

1 1 1( ) ( ) n nA B P D D P P E P P P E . Oleh karena 

itu, B invers kanan dari matriks A.  

 

Selanjutnya dalam Teorema 4.5, dapat ditunjukkan bahwa invers kanan juga 

merupakan invers kiri.  
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Teorema 4.5 

Untuk max
n nA  jika nA B E  maka nB A E  dan B ditentukan secara 

tunggal oleh A. 

Bukti : 

Menurut teorema 4.4, diketahui bahwa ( )A P D  untuk suatu 1 2, , ..., n  

dengan i  dan permutasi . Dapat diselidiki bahwa 1( )B D P  dengan 

1 2, , ..., n  dan permutasi 
1

, merupakan invers kiri dari matriks A, 

yaitu 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nB A D P P D D E D D D E . 

Selanjutnya, jika nA B E  maka  

( ) ( )n nB B E B A B B A B E B B . Tampak bahwa B ditentukan 

secara tunggal oleh A dan merupakan invers kiri.   

  

Dalam Lemma dan Teorema berikut dibahas sifat tentang perkalian dua matriks 

invertibel dan matriks invertibel kaitannya dengan suatu pemetaan linear.    

Lemma 4.6  

Jika max,
n n

A B  invertibel maka A B invertibel.  

Bukti : 

Misalkan matriks ( )a
a

A P D  dan ( )b
b

B D P  untuk suatu  

1 2, , ...,a a a a
n , 1 2, , ...,b b b b

n  dengan 
a

i , dan permutasi 

,a b . Oleh karena itu,  

A B = ( )a
a

P D ( )b

b
D P  = ( )a b

a
P D

b
P , 

 dengan 
a b

 1 1 2 2, , ...,a b a b a b a b
n n . 

Tampak bahwa, A B  merupakan matriks diagonal yang dipermutasikan. Jadi A B  

invertibel. 

Teorema 4.7 

Misalkan max
n n

A  dan max max: n n
AL  pemetaan linear ( )AL x A x . 

Pernyataan berikut ekuivalen. 
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i. ( )A P D  untuk suatu permutasi  dan 1 2, , ..., n  dengan i . 

ii. AL  surjektif. 

iii. A mempunyai invers kanan : nA B E . 

iv.  A mempunyai invers kiri : nB A E . 

v. AL  injektif. 

Bukti : 

a. ( i ii ) 

Diketahui ( )A P D  untuk suatu permutasi  dan 1 2, , ..., n  dengan 

i . Berarti,  A  mempunyai invers kanan yang sekaligus merupakan invers kiri yaitu  

1( )B D P  dengan 1 2, , ..., n dan permutasi 
1

. Ambil 

sebarang max
ny , selalu terdapat max

nx  dengan x B y   sehingga 

( ) ( ) ( )n Ay E y A B y A B y A x L x .  

b. ( ii iii )  

Diketahui AL  surjektif. 

Berarti, untuk setiap max
ny  selalu terdapat max

nx  sehingga ( )Ay L x A x . 

Ambil 1
.

.

.

e

y , 2
.

.

.

e

y , ..., 
.

.

.

n

e

y

n

. Karena AL  surjektif maka selalu terdapat ix , i 

= 1, 2, ..., n sehingga ( )i A i iy L x A x . Dibentuk matriks 1 2 .... nB x x x , 

sehingga nA B E . Terbukti A mempunyai invers kanan. 

c. ( iii iv ) 

Menurut Teorema 4.5. 

d. ( iv v ) 

Diketahui A mempunyai invers kiri yaitu nB A E , akan dibuktikan AL  injektif.  

Misalkan 1 2( ) ( )A AL x L x , berarti 



Karakteristik Matriks Invertibel dalam Aljabar Max-Plus   FMIPA UNS 

 

Seminar  Nasional Matematika 2010 69 Prosiding 

1 2 1 2 1 2 1 2n nA x A x B A x B A x E x E x x x . Terbukti 

AL  injektif.  

e. ( v i ) 

Diketahui AL  injektif, akan dibuktikan ( )A P D  untuk suatu permutasi  dan 

1 2, , ..., n  dengan i  untuk setiap i = 1, 2, …, n. Untuk setiap i 

didefinisikan himpunan,  

i jiF j a  dan  untuk suatu i jkG j a k i . 

Klaim bahwa i iF G . Andaikan i iF G , akan diperlihatkan ini kontradiksi dengan 

kenyataan bahwa AL  injektif. Definisikan kx x  dengan 
,

,
k

e k i
x

k i
. Misalkan 

*k
k i

b A x a  dimana *ka  menyatakan kolom ke k dari A. Sekarang misalkan 

ij F , ini berarti bahwa ada k i  dengan jka . Oleh karena itu, kita mempunyai 

.j jkb a  Karena jia  maka diperoleh j  sehingga j ji ja b . Jika 

ij F  maka  jia . Sekarang misalkan min j
j Fi

. Berarti 0  dan ji ja b  

untuk semua j.  

Ini dikatakan bahwa, [ ] [ ] [ ]i iA x e A x A e * jb a b .  

Selanjutnya,  ix x e , ( ) ( )A AL x L x . Tetapi, x x . Kontradiksi dengan 

AL  injektif. Berarti, klaim sudah terbukti. 

Karena i iF G  berarti bahwa, untuk setiap i ada suatu indeks j ( )i  dengan sifat 

bahwa jia  tetapi jka  untuk semua k i . Dengan kata lain, jia   satu-satunya 

elemen yang bukan  dalam baris ( )j i . Tetapi jika ( ')j i  maka 'i i , berarti  

injektif. Akibatnya,  suatu permutasi. Oleh karena itu, setiap baris j ada kolom dengan 

tunggal i ( ( ))j i  sehingga jia  elemen tunggal yang tidak sama dengan . Untuk 

setiap kolom  i  dan sebarang baris k dengan k ( )i  kita tahu bahwa ( ')k i  untuk 

suatu 'i i . Ini berarti kia  elemen yang tidak tunggal dan tidak sama dengan  pada 

baris ke k, sehingga jia . Oleh karena itu, ( )i ia  adalah elemen yang tidak sama 
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dengan  dalam kolom i.  Oleh karena itu,  A matriks diagonal yang dipermutasikan,  

( ),A P D dengan 1 2 ( ), , ..., ,n i ia  untuk setiap i = 1, 2, …, n.        

             

5. KESIMPULAN 

Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa : 

1. Matriks max
n n

A  mempunyai invers kanan jika dan hanya jika ada permutasi  

dan nilai , {1, 2, ..., }i i n sehingga ( )A P D  dengan 1 2, , ..., n . 

Selanjutnya, jika B invers kanan, yaitu nA B E  maka 1( )B D P  dengan  

1 2, , ..., n . 

2. Untuk max
n nA  jika nA B E  maka nB A E  dan B ditentukan secara 

tunggal. 
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OPERASI PADA GRUP KURVA ELIPTIK E   y2
  = x

3 
 + ax + b  

MENGGUNAKAN RUANG PROYEKSI 
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ABSTRACT. Fixed adding operation which is defined geometrically for the set of points 

of the Elliptic Curve and point at infinity statisfy the group Axiom. The  projectif space 

P(ℝ3
) is the set of all equivalent class was formed since r  equivalent relation of set ℝ3 

\{(0,0,0)}. By mean of  a fixed transformation can be obtained  formulas  for compute 

adding elemens of  the elliptic       curve group  that  do not involve  inverse operation 

such that computation to be come more Efficient. The purpose of this paper is to presents 

how does to compute operation of elements of the elliptic curve in the projectif space. 

 

Key word : Elliptic curve, group, equivalent relation, projectif  space, point at infinity.  

 

1. PENDAHULUAN 

Algoritma Kriptografi Kurva Eliptik (ECC) yang menarik perhatian bidang              

industri maupun akademik dikenalkan oleh Miller dan Koblitz pada tahun 1985 [2].       

Alasan yang mendasari penggunaan Kurva eliptic atas Lapangan hingga (Finite field) 

dalam kriptografi secara teoritis adalah karena kemudahannya mendapatkan atau memilih 

Grup Abelian  hingga [5]. Dari segi keamanan Kriptografi Kurva Eliptik mempunyai 

kemampuan untuk mencapai keamanan pada level yang sama dengan sistem Kriptografi 

yang berbasis pada faktorisasi intejer dengan panjang kunci yang lebih pendek sehingga 

menghasilkan proses encripsi dan decripsi yang lebih cepat[3]. Ukuran kunci 160-bit  

pada  kriptografi kurva eliptik dapat mempunyai tingkat keamanan yang sama dengan 

1024-bit di dalam kriptografi RSA [1]. 

Artikel ini adalah  study literatur yang  berkaitan dengan Geometri, kurva eliptik , 

Grup, lapangan ℤp  dan Ruang proyeksi dan membahas cara menjumlahkan dua unsur 

grup kurva eliptik menggunakan ruang proyeksi.  
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2. GRUP KURVA ELIPTIK 

Kurva Eliptik dapat digunakan sebagai alat untuk menghasilkan himpunan unsur-

unsur yang dapat dioperasikan berdasarkan aturan Grup(Group Law), sehingga 

memungkinkan untuk implementasi pada beberapa skema Kriptpografi. 

Operasi pada kurva eliptik didefinisikan secara geometrik pada bidang ℝ2 
dan  

selanjutnya  dihitung atas lapangan  ℤp. 

 

2.1 Kurva Eliptik  E   y2
  = x

3 
 + ax + b   atas lapangan ℝ   

Kurva eliptik atas  lapangan F  secara umum didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi :  Kurva eliptik E  atas  lapangan F  ditentukan oleh persamaan, 

                  E   y
2
 +  a1xy + a3 y = x

3 
 +  a2x

2
 + a4 x + b    

  dengan  a1, a2 , a3 , a4 F dan memenuhi , 

 

  2 3 2

2 8 4 6 2 4 68 27 9 0d d d d d d d      

  2

2 1 24d a a   

  
4 4 1 32d a a a   

  2

6 3 64d a a   

  2 2 2

8 1 6 2 6 1 3 4 2 3 44d a a a a a a a a a a      

 

Mengikuti  definisi  di atas maka dapat  dibentuk   kurva  eliptik  E  y2
  = x

3 
+ ax 

+ b    atas lapangan bilangan real ℝ sebagai himpunan titik-titik di bidang ℝ2, yaitu                      

E(ℝ) = {(x,y)ℝ×ℝ/ y2
  = x

3 
 + ax + b, –16( 4a

3 
+ 27b

2 
) ≠ 0, a,bℝ}{O} dengan  O 

adalah titik khusus yang dinamakan  point at infinity ( titik di tak hingga).   

Sebagai contoh jika dipilih a = – 4 dan b = 0  maka –16(4(–2)
3 

+ 27(0)
2
) ≠ 0 

dipenuhi, sehingga  diperoleh  kurva eliptik E(ℝ) ={(x, y)ℝ×ℝ / y 
2
 = x

3
 – 4x }  {O}.  

 Secara geometri  grafik kurva eliptik  E   y 
2
 = x

3
 – 4x  atas lapangan ℝ 

diperlihatkan pada Gambar 2.1.  
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Gambar 2.1. Kurva eliptik  E   y 
2
 = x

3
 – 4x. 

 

 Operasi penjumlahan tertentu yang didefinisikan secara geometri pada E(ℝ) 

memenuhi aksioma grup. 

 

2.2 Kurva Eliptik atas lapangan ℤp. 

 Mengikuti definisi 2.1 dapat dibentuk himpunan E(ℤp) sebagai himpunan solusi 

persamaan  y
2
 = x

3
 + ax +b (mod p)  bersama dengan O ( point at infinity ), yaitu 

himpunan  

E(ℤp) = {(x,y) ℤp×ℤp /y
2 

= x
3
+ ax +b ( mod p ), a,bℤp,  3 216 4 27 0a b   } 

{O}. 

Operasi penjumlahan dapat didefinisikan pada E(ℤp) sehingga (E(ℤp), +) 

merupakan grup abelian. Kriptografi yang diimplementasikan pada grup kurva eliptik 

atas suatu lapangan dinamakan Kriptografi kurva eliptik(Elliptic Curve Cryptography).   

 Operasi penjumlahan pada E(ℤp) untuk bilangan prima p>3 didefinisikan sebagai 

berikut: 

1. P + O = O +P = P  untuk semua P  E(ℤp)  

2. Jika P = (x , y),  E(ℤp) maka P + (–P) =  O.  ( –P = (x , –y)  E(ℤp) disebut negative 

P ).   

3. Jika  P = (x1 , y1), Q = (x2 , y2) E(ℤp) dan  P ≠ ± Q, maka P + Q = (x3 , y3) dengan  

       x3 = λ
2 

– x1–  x2 ,  y3 = λ(x1 –  x3 ) – y1  dan  λ = 
12

12

xx

yy




 

4. Jika  P = (x1 , y1) E(ℤp) dengan  P  –P , maka  P+P = 2P = (x3 , y3) dengan  
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       x3 = λ
2 

– 2x1 ,  y3 = λ(x1 –  x3 ) – y1   dan  λ =

2

1

1

3
 .

2

x a

y


      

  

Operasi  4. dinamakan penggandaan titik (point doubling)[3]. 

Contoh :  Kurva eliptik E   y2
  = x

3 
 + ax + b  atas  lapangan ℤ29  yaitu  E(ℤ29 )  untuk  a = 

4 dan  b = 20,  mempunyai unsur-unsur : 

    O         (2,6)      (4,19)    (8,10)      (13,23)     (16,2)       (19,16)    (27,2)  

  (0,7)     (2,23)    (5,7)      (8,19)      (14,6)       (16,27)     (20,3)      (27,27) 

  (0,22)   (3,1)      (5,22)    (10,4)      (14,23)     (17,10)     (20,26)  

  (1,5)     (3,28)    (6,12)    (10,25)    (15,2)       (17,19)     (24,7)  

  (1,24)   (4,10)    (6,17)    (13,6)      (15,27)     (19,13)     (24,22)  

Contoh penjumlahan pada kurva eliptik di atas (5,22)+(16,27) = (13,6) dan 2(1,5) = (4,19)              

  

3. KURVA ELIPTIK PADA RUANG PROYEKSI 

Relasi r  pada ℝ3 
\{(0,0,0)} yang didefinisikan oleh (x1, y1, z1) r (x2, y2, z2) jika   ada 

skalar  α  0 yang memenuhi  x1 = α 
c
 x2 , y1 = α 

d
 y2  dan  z1 = α  z2   adalah  Relasi 

ekuivalensi.[2]  Selanjutnya himpunan dari semua kelas-kelas ekuivalensi tersebut beserta 

satu kelas khusus  P(ℝ3
) yang merupakan garis di takhingga (titik-titik yang proyeksinya 

di tak hingga) dinamakan ruang proyeksi dan ditulis dengan notasi P(ℝ3
).                   

Dengan memilih c = 1 dan d = 1 maka diperoleh ruang proyeksi baku                               

P(ℝ3
) = {(X : Y : Z) / Y 

2 
Z = X 

3
 + aX Z 

2
 + b Z 

3
, a,bℝ}  P(ℝ3

)  untuk kurva eliptik           

E   y2
  = x

3 
+ ax + b dan  korespondensi  1-1 antara himpunan  P(ℝ3

)  dan  himpunan           

E(ℝ) = {(x,y) ℝ×ℝ/ y2
  = x

3 
 + ax + b, –16( 4a

3 
+ 27b

2 
) ≠ 0, a,bℝ}{O}. Dalam hal 

ini terjadi korespondensi antara P(ℝ3
) = (0 : 1 : 0) dengan  point at infinity O, (X : Y : Z)  

dengan  (X / Z 
 
, Y / Z) dan negatif  untuk (X : Y : Z)  adalah  (X : –Y : Z).  

Dengan cara yang serupa jika dipilih c = 2 dan d = 3 diperoleh  ruang proyeksi            

P(ℝ3
) = {(X : Y : Z) / Y 

2
 = X 

3
 + aX Z 

4
 + bZ 

6
, a,bℝ}  P(ℝ3

) yang koordinatnya 

dinamakan koordinat proyeksi Jacobian (Jacobian projective coordinates)[3]. Dalam hal 

ini terjadi korespondensi antara P(ℝ3
)= (1 : 1 : 0) dengan O, (X : Y : Z) dengan  (X /Z 

2 
, 

Y /Z 
3
) dan  negatif  untuk  (X : Y : Z)  adalah  (X : –Y : Z). 
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 Aturan menghitung koordinat proyeksi Jacobian untuk penggandaan satu titik 

(point doubling) dan penjumlahan dua titik berbeda dan yang bukan dengan negatifnya di 

bidang affin ℤp×ℤp menggunakan ruang proyeksi P(ℤp
3
)  dirumuskan sebagai berikut.  

                                                                                            

Penggandaan titik (point doubling) 

Jika  P = (X1 , Y1) E(ℤp
2
)   dengan  P  –P    maka terdapat   P = (X1/ Z

2
1

: Y1/ Z
3
1

: 1) di 

dalam  P(ℤp
3
) sehingga diperoleh  

   

          X '
3  =  

 

2
2
1 23 2 4 24 3 8

1 1 1 111 2
2 2 24

1 1 1 12
3
1

X
a

X aZ X YZ X

Y Z Y Z

Z

 
 
   
   
 
 
  
 

     

 

         Y '
3  =  

2
13
4 2 43' '1 11 1 1 1 1

3 32 3 2 32
1 1 1 1 1 1 12
3
1

X
a

Z Y X aZ YX X
X X

Y Z Z Y Z Z Z

Z

 
 
    
        
       
    
  
 

     

 

 

Untuk mengeliminasi penyebut pada ruas kanan dari kedua persamaan di atas            

dilakukan  dengan cara menetapkan  X3 =X '
3 Z 2

3
 dan  Y3 = Y '

3 Z 3
3

  dengan Z3 = 2Y1 Z1 , 

dan       2P = (X3: Y3: Z3) dihitung  menggunakan  aturan: 

 

   2 4 2 2(3 ) 83 11 1 1
X X aZ X Y     

   
2 4 2 4(3 )(4 ) 83 1 31 1 1 1

Y X aZ X Y X Y     

   23 1 1Z Y Z  

Dengan menyimpan elemen perantara X3 , Y3 , Z3  penggandaan satu titik dapat 

dihitung dengan menggunakan enam operasi perpangkatan dan empat operasi perkalian 

sebagai berikut: 

   2
1

A Y , 4 .1B X A , 28C A , 2 43
1 1

D X aZ  , 

   2 23X D B  , .( )3 3Y D B X C   , 2 .3 1 1Z Y Z  
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Penjumlahan dua titik menggunakan koordinat campuran Jacobian-Affin 

 

Jika  : :1 1 1P X Y Z P(ℤp
3
), 01Z  dan  : :12 2Q X Y dengan P Q  . Karena

 2 3/ : / :11 11 1
P X Z Y Z , maka bentuk penjumlahan  ' : ' :13 3P Q X Y   dalam P(ℤp

3
) dapat 

dihitung dengan  menggunakan koordinat campuran dan diperoleh: 

   X '
3  

2
1 2

2 3 3
2 11 11 1

2 22 221
2 1 12 1 113

1

Y
Y

Z Y Z YX X
X X

X Z ZX Z X ZX
Z

 
   

  
       

  
  

 

 

 dan 

 

   Y '
3

 

1 2
2 3 3

2 11 1 11 1'3 22 3 221
2 1 12 1 1 113

1

Y
Y

Z Y Z YX Y X
X X

X Z Z ZX Z X ZX
Z

 
                         

 

 

 

 

Untuk mengeliminasi penyebut pada ruas kanan dari dua persamaan untuk X '
3  dan Y '

3  di 

atas ditetapkan  2' .3 3 3
X X Z  dan 3' .3 3 3

Y Y Z  dengan   2
3 2 1 11

Z X Z X Z  , dan diperoleh 

perhitungan untuk menghitung  : :3 3 3P Q X Y Z  dalam koordinat jacobian sebagai 

berikut: 

 

        
2 2

3 2 2
3 2 1 2 1 1 21 1 1

X Y Z Y X Z X X X Z      

        
2 3

3 2 2
3 2 1 1 2 1 3 1 21 1 1

Y Y Z Y X X Z X X Y X Z
 

     
 
 

 

    2
3 2 1 11

Z X Z X Z   

 

Dengan menyimpan beberapa elemen perantara, X3, Y3, Z3 dapat dihitung dengan 

menggunakan tiga operasi perpangkatan dan delapan operasi perkalian sebagai berikut: 
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2
1

A Z , 1B Z A  , 2C X A  , 2D Y B  , 1E C X  , 1F D Y  , 2G E ,  

H G E  ,  1I X G  ,  2 23X F H I   ,  3 3 1Y F I X Y H     , 3 1Z Z E   

 

 Sebagai contoh untuk  a = – 3 maka  bentuk  2 43
1 1

X aZ  pada  dua  penjumlahan  

di   atas dihitung hanya dengan  satu operasi perpangkatan dan satu operasi perkalian 

karena     2 4 2 23 3 3 1 11 1 1 1
X Z X Z X Z     .  

 Melihat fakta bahwa 2 1Y  muncul beberapa kali dan dengan menukar kelipatan 4 

dengan dengan kelipatan  8 dengan pembagi 2 maka point Doubling dapat dipercepat 

dengan cara penyimpanan sebagai berikut. 

      2 23 1 11 1
A X Z X Z    , 2 1B Y , 3 1Z B Z  , 2C B ,  

   1D C X  ,  2 23X A D  ,   2 / 23 3Y D X A C     

 

Prosedur point Doubling dan point  Addition untuk kasus 3a   diberikan dalam 

algoritma 3.1 dan 3.2 . 

Algoritma 3.1 Point doubling ( 2 3 3y x x b   , koordinat jacobian) 

Input:  : :1 1 1P X Y Z  dalam koordinat jacobian  

Output:  2 : :3 3 3P X Y Z dalam koordinat jacobian 

 

1. Jika P = O  selesai  ( 2P = O )  

2. 2
1 1

T Z     2
1 1

T Z  

3. 2 1 1T X T     2
2 1 1

T X Z   

4. 1 1 1T X T     2
1 1 1

T X Z   

5. 2 2 1T T T     2 4
2 1 1

T X Z   

6. 32 2T T      2 232 1 11 1
T A X Z X Z     

7. 23 1Y Y     23 1Y B Y   

8. 3 3 1Z Y Z     3 1Z BZ  
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9. 2
3 3

Y Y     2
3Y C B   

10. 3 3 1T Y X     3 1T D CX   

11. 2
3 3

Y Y     2
3Y C  

12. / 23 3Y Y    2 / 23Y C  

13. 2
3 3

X T     2
3X A  

14. 21 3T T     21T D  

15. 3 3 1X X T     2 23X A D   

16. 1 3 3T T X     1 3T D X   

17. 1 1 2T T T      1 3T D X A   

18. 3 1 3Y T Y      2 / 21 3T D X A C    

19. Selesai ( 2P =  : :3 3 3X Y Z ) 

 

Algoritma 3.2 Point addition ( 2 3 3y x x b   , koordinat jacobian-affin) 

Input:  : :1 1 1P X Y Z  dalam koordinat jacobian, Q = (x2 , y2) dalam koordinat affin 

Output:   P + Q  =  : :3 3 3X Y Z  dalam koordinat jacobian 

 

1. Jika Q = O  selesai (  : :3 3 3X Y Z = P )  

2. Jika P = O  selesai (  : :3 3 3X Y Z = Q )  

3. 2
1 1

T Z                 2
1 1

T A Z   

4. 2 1 1T T Z      2 1T B Z A   

5. 1 1 2T T x      1 2T C X A   

6. 2 2 2T T y      2 2T D Y B   

7. 1 1 1T T X      1 1T E C X    

8. 2 2 1T T Y      2 1T F D Y    

9. Jika 1T = 0  maka  

9.1  Jika 2T = 0  maka gunakan Algoritma 3.1 untuk menghitung 
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               : :3 3 3X Y Z = 2  : :12 2X Y  Selesai (  : :3 3 3X Y Z = 2P ) 

      9.2   selesai (  : :3 3 3X Y Z = O ).   

10. Jika tidak maka lakukan : 

11. 3 1 1Z Z T      3 1Z Z E  

12. 2
3 1

T T                 2
3T G E   

13. 3 3 1T Y X     3 1T D CX   

14. 2
3 3

Y Y                2
3Y C  

15. / 23 3Y Y                2 / 23Y C  

16. 2
3 3

X T                2
3X A  

17. 21 3T T                21T D  

18. 3 3 1X X T     2 23X A D   

19. 1 3 3T T X     1 3T D X   

20. 1 1 2T T T      1 3T D X A   

21. 3 1 3Y T Y      2 / 21 3T D X A C    

22. Selesai  (P + Q  =  : :3 3 3X Y Z ) 

 

4. KESIMPULAN 

Grup kurva eliptik  E   y
2
  = x

3 
 + ax + b atas lapangan ℤp secara geometri adalah 

himpunan titik-titik pada kurva eliptik beserta satu titik di tak hingga dan operasi pada 

grup kurva eliptik ini untuk bilangan prima p>3 dapat dilakukan melalui proyeksinya 

pada ruang proyeksi P(ℤp
3
). 

Operasi grup kurva eliptik yang dilakukan melalui ruang proyeksi dapat 

meniadakan operasi invers sehingga proses perhitungan lebih efisien. 
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ABSTRACT. This paper was based on literature review with a background research on the tracing 

of the history of the birth of hyperbolic geometry. The research was done to address the problems 

surrounding the birth of hyperbolic geometry and its implications for the development of 

mathematics and other sciences. Tracing the history is tracked starting from the emergence of 

discourses about the Euclid’s fifth postulate (the parallel postulate) at about second century BC 

until to the receipt of the new geometry systems that reject the Euclid’s parallel postulate. This 

acception raises results very different from what had been already known in Euclidean geometry. 

The appearance of the hyperbolic geometry also provides the philosophical implications of 

developments in mathematics and science it supports. 

Keywords: hyperbolic geometry, parallel postulates, history 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Mungkinkah jumlah sudut-sudut pada sebarang segitiga kurang dari 180
0
? 

Apakah jumlah sudut-sudut pada sebarang segitiga harus selalu 180
0
? Jawaban atas kedua 

pertanyaan tersebut akan merujuk pada terdapatnya sistem geometri yang satu sama lain 

mempunyai pandangan (anggapan/asumsi) yang saling berbeda mengenai postulat 

kesejajaran. Berdasarkan pada postulat kesejajaran Euclid, maka jumlah sudut-sudut pada 

sebarang segitiga harus selalu (tepat) 180
0
, tidak lebih dan tidak kurang. Diskursus yang 

terjadi mengenai postulat kesejajaran Euclid, tidak pernah terbukti bahwa postulat 

kesejajaran Euclid dapat diturunkan dari postulat-postulat lainnya. Namun, diskursus 

tersebut pada akhirnya menyadarkan akan kemungkinan adanya sistem geometri lain 

yang tidak didasarkan pada postulat kesejajaran Euclid. Kesadaran tersebut sudah 

terrekam dalam karya-karya Saccheri dan Gauss, yang baru dapat diwujudkan oleh 

Lobachevsky dan Janos Bolyai. Geometri yang diciptakan oleh Lobachevsky dan Janos 

Bolyai disebut geometri hiperbolik, dan dalam geometri hiperbolik berlaku jumlah sudut-

sudut pada sebarang segitiga kurang dari 180
0
. Bersama-sama dengan geometri eliptik 

yang dibangun oleh Georg Friedrich Bernhard Riemann, geometri hiperbolik disebut 

geometri non-Euclid karena dibangun tanpa menggunakan postulat kesejajaran Euclid. 

Kajian pustaka ini merupakan kelanjutan dari penelusuran terhadap diskurusus 

(wacana) mengenai postulat kelima Euclid atau yang sering disebut postulat kesejajaran 

yang telah dilakukan penulis. Tujuan penulisan ini adalah untuk merekam sejarah 

kelahiran geometri hiperbolik dan implikasinya, sehingga tulisan ini diawali dengan 
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menyajikan sekilas diskursus postulat kesejajaran Euclid, kelahiran geometri hiperbolik, 

dan diakhiri dengan hasil-hasil dan implikasi filosofis yang dipicu oleh kemunculan 

geometri hiperbolik tersebut. 

 

2. PEMBAHASAN UTAMA 

Dari keseluruhan karya Euclid, yang memicu lahirnya geometri non-Euclid 

adalah lima buah postulat Euclid yang terdapat pada buku pertama dari tiga belas buku 

the Elements. Buku pertama tersebut mengandung 23 definisi, 48 proposisi, dan sepuluh 

aksioma. Euclid memisahkan sepuluh aksioma tersebut menjadi lima buah common-

notions dan lima buah postulat. Empat postulat pertama bersifat trivial (bermakna 

tunggal) dan secara intuitif, kebenarannya bersifat self-evident dan masuk akal/common 

sense. Sementara itu, postulat kelima mampu menimbulkan kegelisahan yang kreatif. 

Apakah postulat kelima tersebut memang benar-benar suatu postulat, ataukah suatu 

teorema? Jika merupakan teorema, mengapa Euclid tidak cukup pintar memperoleh 

buktinya dan justru menyatakannya sebagai suatu postulat saja? 

Postulat kelima Euclid adalah: jika suatu garis lurus memotong dua garis lurus dan 

membentuk sudut-sudut dalam sepihak yang kurang dari dua sudut siku-siku, kedua garis 

jika diperpanjang tak terbatas, akan bertemu di pihak tempat kedua sudut dalam sepihak 

kurang dari dua sudut siku-siku (If straight line falling on two straight lines makes the 

interior angles on the same side less than two right angles, the two straight lines, if 

produced indefinitely, meet on that side on which are the angles less than the two right 

angles).
[2]

 

 

Gambar 1. Ilustrasi Postulat Kelima Euclid 
[2] 

Postulat ini sangat panjang, tidak mudah dipahami, menimbulkan banyak pertanyaan dan 

ketidakpastian dan sepanjang masa selalu merisaukan para matematikawan. Namun, yang 

demikian justru memunculkan kegairahan yang kreatif dan mendorong perlunya 

dilakukan studi terhadap postulat tersebut. Sebagai suatu postulat, tentulah diterima tanpa 

pembuktian dan tanpa perlu melakukan pengujian empirik menggunakan obyek geometri 

(seperti titik, garis, dan bidang) maupun obyek kongkrit sehari-hari, meskipun banyak 

matematikawan yang meyakininya sebagai suatu proposisi (teorema) dan dapat 

dibuktikan dengan menggunakan keempat postulat sebelumnya.  
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Saat ini postulat kelima Euclid dikenal sebagai postulat kesejajaran, namun yang 

dimaksudkan adalah postulat kesejajaran Playfair. Euclid sendiri tidak pernah 

menyebutnya dengan postulat kesejajaran. Jika dicermati, dalam postulat kelima tersebut 

sama sekali tidak terkandung istilah kesejajaran. Postulat tersebut dapat disajikan dalam 

kalimat yang berbeda tetapi memiliki makna yang sama, sebagai berikut: melalui titik P 

yang terletak di luar garis m, terdapat paling banyak (tepat) satu garis yang akan melalui 

titik P dan sejajar dengan garis m.
[2] 

Pernyataan ini dikenal sebagai Postulat Kesejajaran 

Playfair sebab dipopulerkan oleh John Playfair (1748 – 1819), meskipun sudah 

diungkapkan jauh hari oleh Proclus (410 – 485). Postulat Playfair jauh lebih sederhana, 

lebih mudah dipahami serta tidak menimbulkan pemahaman yang berbeda. Postulat inilah 

yang sekarang diberikan di ruang-ruang kelas dan bukannya postulat kelima Euclid yang 

sangat panjang.  

Euclid sendiri memberikan suatu definisi mengenai garis sejajar (parallel lines) sebagai 

dua buah garis yang terletak pada satu bidang yang sama, jika diperpanjang terus-

menerus (sampai tak hingga) pada kedua arahnya, maka kedua garis tersebut tidak akan 

bertemu
[17]

. Jadi, syarat dua garis sejajar adalah jika diperpanjang pada kedua arahnya 

maka tidak akan bertemu, tidak penting apakah jarak keduanya tetap sama (konstan) 

ataukah jaraknya semakin besar (jika jaraknya semakin kecil  pasti  akan  bertemu atau 

berpotongan). Adanya definisi ini mendukung argumentasi bahwa Euclid tidak pernah 

menyebut postulat kelimanya sebagai postulat kesejajaran. Berangkat dari definisi garis 

sejajar ini ditemukan geometri baru yang bukan geometri Euclid.  

 

Gambar 2. Jarak Dua Garis Sejajar yang Tetap Sama dan Semakin Besar 
[3] 

Beberapa matematikawan yang menganggap postulat kelima adalah teorema melakukan 

pembuktian dengan menggunakan pembuktian langsung. Dalam pembuktiannya, yang 

mereka buktikan bukanlah postulat kelima Euclid, tetapi proposisi yang senilai 

(ekuivalen) dengan postulat kelima tersebut. Beberapa lagi menggunakan pembuktian 

dengan kontradiksi/reductio ad absurdum dengan sebelumnya menegasikan postulat 

kesejajaran Playfair. Usaha untuk membuktikan postulat kelima bahkan sudah dimulai 

tidak lama sejak Euclid merumuskan sistem geometrinya. Beberapa diantara mereka yang 

mencoba membuktikan bahwa postulat kelima adalah teorema antara lain Poseidonius 

(135 SM – 51 SM), Claudius Ptolemy (85 – 165), Proclus (410 – 485), Ibnu al-Haytam 

atau Alhazen (965-1039), Omar Khayyam (1048-1131), Nasir Eddin at-Tusi (1201 – 
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1274) dan anaknya Sad’r al-Din at-Tusi, John Wallis (1616 – 1703), Alexis Claude 

Clairaut (1713 – 1765), John Playfair (1748 – 1819), Johann Heinrich Lambert (1728 – 

1777), dan Adrien Marie Legendre (1752 – 1833). 

Usaha tersebut tidak ada yang membuahkan hasil maksimal, sehingga nampaklah 

keunggulan Euclid di antara para matematikawan sesudahnya. Namun diluar kesadaran 

mereka semua, usaha tersebut di kemudian hari justru memunculkan sistem geometri lain 

yang sekarang dikenal dengan geometri non-Euclid (geometri hiperbolik dan geometri 

eliptik). Geometri non-Euclid juga masih mendasarkan pada keempat postulat pertama 

Euclid, hanya berbeda pada postulat kelima mengenai kesejajaran. Para matematikawan 

yang menyadari adanya geometri baru selain geometri Euclid adalah Karl Friedrich Gauss 

dari Jerman (1777 – 1855), bapak dan anak dari Hungaria Wolfgang Farkas Bolyai (1775 

– 1856) dan Janos (Johann) Bolyai (1802 – 1860 ),  Nikolay  Ivanovich  Lobachevsky  

dari Rusia (1793 – 1856) dan Georg Bernhard Riemann (18261866) yang adalah murid 

dari Gauss.  

Dari seluruh nama yang telah disebutkan, dapatlah dipilah menjadi dua kelompok yaitu 

forerunners dan founders. Forerunners adalah mereka yang berjasa dalam menjembatani 

dan memberi jalan bagi lahirnya geometri non-Euclid dan founders adalah mereka yang 

secara langsung membidani kelahiran geometri non-Euclid. Mereka yang termasuk 

forerunners adalah Girolamo Saccheri (1667-1733), John (Johann) H. Lambert (1728-

1777), Adrien Marie Legendre (17521833), Farkas Bolyai (1775-1856), Karl Friedrich 

Gauss (1777-1855), dan dua nama yang jarang dikenal yaitu F.L. Wachter (1792-1817) 

dan J.M.C. Bartels. Mereka yang termasuk founders adalah Janos Bolyai, Ivanovich 

Lobachevsky dan Bernhard Riemann. Keterkaitan antara beberapa forerunners dan 

founders diilustrasikan pada gambar 3. 

 

 

 

 

 

Gambar 3. Forerunners dan Founders Geometri Non-Euclid 
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Dua nama yang disebut-sebut membidani kelahiran geometri hiperbolik adalah Nikolay 

Ivanovich Lobachevsky (1792 – 1856) dan Janos “Johann” Bolyai (1802-1860). 

Keduanya bekerja secara terpisah dan tidak pernah tahu apa yang sedang dikerjakan 

masing-masing. Hasil-hasil yang diperoleh Lobachevsky dan Janos Bolyai saat ini 

diseebut geometri hiperbolik dan diklasifikasikan dalam geometri non-Euclid. 

Dibandingkan dengan Janos Bolyai, Lobechevsky dikenal lebih dahulu dalam 

mempublikasikan karyanya di bidang geometri  hiperbolik,  berselisih tiga atau empat 

tahun. Nama-nama lainnya yang berkontribusi pada awal-awal kelahirannya adalah 

Eugenio Beltrami (1835-1900), Felix Christian Klein (1849-1925), Jules Henry Poincare 

(1854-1912) dan Mauritius Cornelious Escher (1898-1972). 

Nikolay Ivanovich Lobachevsky (1792 – 1856). Pengkajian Lobachevsky sudah 

dimulainya tahun 1823 dan pada tahun 1826 ia mulai mendalami Gauss’s Alternate to the 

Parallel Postulate. Menurutnya, postulat Gauss bersifat independen terhadap keempat 

postulat Euclid dan dapat menciptakan geometri baru.
[15]

 Lobachevsky menyebutnya 

dengan geometri imajiner karena ketiadaan model yang dapat mewakilinya dan ketiadaan 

aplikasi pada dunia fisik yang nyata.
[15]

 Menurutnya, geometri yang dihasilkannya murni 

hanya permainan otak dan hasil deduksi matematika saja.
[13]

 Namun, ia juga punya 

keyakinan bahwa model untuk geometri imajiner tersebut ada dan dapat dibuat. 

Keyakinan tersebut belakangan terbukti benar, setelah Poincare, Klein dan Escher 

berhasil membuat model untuk geometri baru tersebut. 

Pada tahun 1828
[1]

 (atau 1829
[2], [11], [12], [13], [14], [17]

), Lobachevsky mempublikasikan artikel 

berjudul Principles of Geometry atau On Geometry Fundaments pada Kazan Messenger. 

Dalam publikasinya, ia memperlihatkan bahwa geometri non-Euclid bersifat konsisten. 

Meskipun ia adalah matematikawan pertama yang mempublikasikan hasil-hasil dalam 

geometri non-Euclid secara terbuka, tetapi karena dilakukan di Rusia, publikasinya 

kurang mendapat sambutan yang luas.  

Pada masa itu, dunia ilmiah tidak begitu antusias dan tertarik dengan geometri baru 

tersebut. Lobachevsky, yang banyak berseberangan dengan para matematikawan pada 

jamannya dan tidak pernah sepaham dengan cara berpikir “komunitas sains” (kecuali 

dengan Gauss), pada akhirnya melepaskan jabatannya sebagai rektor dan tetap memilih 

meneruskan karirnya di matematika sampai dengan meninggalnya dalam keadaan buta. 

Penolakan terhadap geometri hiperbolik karena geometri tersebut terasa aneh dan 

mengerikan serta tidak sesuai dan bahkan bertentangan dengan pengalaman sehari-hari. 

Keanehan tersebut antara lain adalah sebuah persegi panjang  tidak  terdiri dari empat 
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sudut siku-siku serta teorema  Pythagoras  dan  rumus  jarak dalam geometri analitik 

menjadi tidak berlaku. Meskipun aneh, tetapi keanehan geometri hiperbolik adalah 

konsisten. Pada tahun tersebut, Eugenio Beltrami (1835-1900) memberikan model Euclid 

untuk geometri  hiperbolik.  Dapat  ditunjukkan  bahwa jika geometri hiperbolik 

mengandung sebarang kontradiksi logika, maka kontradiksi tersebut juga dapat 

ditranslasikan menjadi kontradiksi dalam geometri Euclid.
[11]

 Berdasarkan asumsi 

tersebut, karena geometri Euclid bersifat konsisten, maka tidak ada ketidakkonsistenan 

pada geometri hiperbolik. Dipenuhinya syarat konsistenan menyebabkan geometri 

hiperbolik diterima sebagai bagian dari matematika.  

Publikasi internasional pertama dilakukan Lobachevsky tahun 1937 dalam Grelle’s 

Journal di Perancis yang langsung mendapat pujian luas meskipun komunitas 

matematikawan belum siap untuk menerima revolusi besar tersebut.
[12]

 Selanjutnya pada 

tahun 1938 ia mempublikasikan buku berjudul New Foundations of Geometry
[14] 

dan pada 

tahun 1940 mempublikasikan sebanyak 61 halaman buku dengan judul Geometrical 

Investigations (Researchers) on the Theory of Parallels di Jerman.
[12] 

Dalam buku tersebut, Lobachevsky membahas secara luas geometri hiperbolik. Ia 

menyatakan bahwa semua garis lurus yang berada pada suatu  bidang  dan  melalui  satu 

titik yang sama,  jika  ditinjau dari sebuah garis lurus lainnya yang sebidang, maka akan 

diperoleh dua kelompok garis yaitu akan memotong dan tidak akan memotong garis lurus 

yang diberikan.
[11]

 Garis-garis pembatas yang membagi ke dalam dua kelompok disebut 

garis yang sejajar dengan garis yang diberikan. Oleh karena itu, menurut Lobahevsky 

akan terdapat dua buah garis lurus yang sejajar dengan garis lurus yang diberikan. Fakta 

ini digunakan oleh Lobachevsky untuk mengganti postulat kelima Euclid dengan 

menyatakan terdapat dua garis yang sejajar sehingga lahirlah geometri hiperbolik. Pada 

perkembangan selanjutnya terbukti bahwa banyaknya garis yang sejajar tersebut adalah 

tak hingga banyak, atau paling sedikit dua, atau lebih dari satu.
[2], [12]

 Lobachevsky dapat 

menjelaskan bahwa postulat kelima Euclid bukanlah suatu teorema dan menyatakan 

bahwa postulat kelima Euclid dapat digantikan oleh postulat lainnya sehingga diperoleh 

geometri baru, disebut Postulat Kesejajaran Lobachevsky, yaitu melalui suatu titik P yang 

terletak di luar garis l , terdapat tepat dua garis yang melalui titik P dan sejajar garis 

tersebut.
[11] 
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Gambar 4. Ilustrasi Postulat Kesejajaran Lobachevsky
 [12[ 

Menurutnya, keberadaan kesejajaran garis ditentukan oleh sudut kesejajaran 
p

 yang 

besarnya berubah-ubah, tergantung pada jarak titik P dengan garis l .
[10]

 Jika pada 

geometri Euclid hanya ada satu sudut kesejajaran dan besarnya konstan yaitu 90
0
, maka 

dalam geometri yang dibangunnya, besar sudut tersebut antara 0
0
 dan 90

0
. Jika titik P 

semakin dekat dengan garis l , besar sudut kesejajaran menuju 90
0
 sehingga jika titik P 

terletak pada garis l  akan diperoleh geometri Euclid. 

Buku terakhir ditulis tahun 1855 berjudul Pangeometry. Lobachevsky menggunakan 

horocycle, sebuah lingkaran dengan radius tak hingga sebagai garis-garis dan horosphere, 

sebuah sphere dengan radius tak hingga sebagai bidang. 

Sama seperti Gauss, Lobachevsky juga melakukan eksperimen non-Euclid dengan 

melakukan pengukuran  astronomis. Ia  mengukur  jumlah sudut-sudut segitiga antara 

bumi, matahari dan bintang Sirius.
[16]

 Hasilnya adalah jumlah  sudut-sudut  segitiga 

raksasa tersebut 0,000004 kurangnya dari 180
0
. Eksperimen ini sesuai dengan hasil dalam 

geometri hiperbolik bahwa jumlah sudut-sudut segitiga kurang dari 180
0
, tetapi karena 

kurangnya sangat kecil dibandingkan dengan kesalahan pengukuran, maka eksperimen 

Lobachevsky dapat diabaikan sebagai bukti empirik adanya semesta yang bergaya 

geometri hiperbolik. 

Janos “Johann” Bolyai (1802-1860). Anak muda yang bernama Janos (Johann) Bolyai 

(1802-1860) dengan penuh keberanian (brave) membangun geometri non-Euclid dan 

mempublikasikan karyanya secara luas. Menurutnya, daya tarik geometri baru ini sangat 

luar biasa sehingga Janos Bolyai dikenal dengan kredonya out of nothing I have created a 

strange new universe.
[12]

 Hasil kerja Janos tidak mendapat sambutan luas dan bahkan 

memperoleh cacian hingga akhirnya ia mengalami depresi. 

Janos Bolyai lahir di Kolzxvar (sekarang Napoca, Rumania) tahun 1802 sebagai anak dari 

matematikawan Wolfgang Farkas Bolyai. Ia mempunyai karakter pribadi yang arogan 

dan tidak mau diatur. Kebiasaannya adalah memainkan biola dan berkelahi serta 

berkelahi. Pernah berkarir di militer dan berkelahi dengan 13 orang anggota pasukan 

kavaleri, hingga akhirnya ia meninggalkan karirnya di militer.  
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Saat berusia 21 tahun, Janos Bolyai menulis surat kepada ayahnya dan mengatakan 

bahwa dirinya telah menciptakan semesta baru dari ketiadaan sesuatu/kekosongan. Ia 

menulis mengenai strange new world (dunia baru yang aneh) yang kemudian diterbitkan 

tahun 1832 sebagai apendik sebanyak 24 halaman berjudul Essay for Students  Youths  on  

the  Elements  of  Mathematics  dari  buku yang ditulis bapaknya, Farkas Bolyai, berjudul 

Tentamen. Ia yang berharap dapat menunjukkan postulat kelima Euclid salah, justru 

sampai kepada kesimpulan bahwa postulat kelima Euclid bukanlah satu-satunya postulat 

yang dapat digunakan untuk membangun geometri. Meskipun bekerja secara sendiri-

sendiri tanpa pernah bertemu dan melakukan korespondensi, hasil yang diperoleh Janos 

Bolyai analog dengan yang diperoleh Lobachevsky. 

Karl Friedrich Gauss membaca apendik tersebut. Farkas Bolyai juga mengirimkan hasil-

hasil Janos Bolyai yang lainnya kepada Gauss. Salah satu balasannya adalah Gauss 

menyatakan kepada Farkas Bolyai bahwa ia juga memperoleh hasil-hasil yang sama 

beberapa waktu sebelumnya. János Bolyai mengembangkan ide dan pemikiran yang 

berkaitan dengan absolute geometry atau geometri tanpa postulat ke-5 Euclid. János juga 

mengatakan bahwa jumlah dari sudut-sudut dalam (interior angle) dari sebuah segitiga 

adalah kurang dari dua kali sudut siku. Saat ini konsep ini dikenal sebagai geometri 

hiperbolik. Dalam kesempatan yang berbeda ia mengungkapkan bahwa jumlah dari 

sudut-sudut dalam (interior angle) dari sebuah segitiga akan lebih dari dua kali sudut 

siku, walaupun ia sebenarnya agak ragu untuk mengembangkan pemikirannya yang  

kedua ini. Pemikirannya yang kedua ini, kemudian dikenal sebagai geometri sperik atau 

geometri eliptik.  

Semasa hidupnya Janos Bolyai menerima banyak caci maki atas prestasinya di bidang 

geometri ini hingga akhirnya memutuskan untuk meninggalkan matematika. Janos Bolyai 

kemudian membangun rumah tangga dengan Rosalie von Orban, 1834, dan mempunyai 3 

anak. Walaupun secara logika geometri yang dihasilkan oleh Lobachevsky dan Janos 

Bolyai dapat diterima, tetapi tetap saja sangat sulit untuk mengaplikasikannya dalam 

dunia nyata. Oleh karenanya, geometri ini lebih sering disajikan dalam pure mind games  

secara visual. 

Di dalam geometri hiperbolik, Saccheri diakui sebagai orang yang memberikan ide dasar, 

dan Gauss adalah yang kemudian menyempurnakannya. Tetapi Janos Bolyai dan 

Lobachevsky yang memberikan kontribusi nyata yang sangat besar dalam perkembangan 

geometri hiperbolik. Sebagian besar matematikawan menamakan kajian geometri sebagai 
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hasil dari kerja keras Saccheri, Gauss, Janos Bolyai dan Lobachevsky ini sebagai 

geometri hiperbolik. 

Untuk memperkenalkan geometri hiperbolik, dapat ditempuh dengan memperkenalkan 

hasil-hasil yang telah diperoleh selama ini, antara lain hasil dari Beltrami, Klein, 

Poincare, Escher  dan lain-lain.  Hasil-hasil  tersebut  juga dapat menunjukkan bahwa 

geometri hiperbolik tetap memiliki lahan untuk mengaplikasikannya, sehingga bukan 

hanya sebagai permainan otak belaka, namun merupakan hasil deduksi matematika yang 

dapat memberikan manfaat nyata. Di kemudian hari, Einstein menggunakan geometri 

hiperbolik untuk merumuskan teori relativitasnya. Jadi, hasil-hasil matematika yang 

abstrak yang  semula  kelihatannya tidak  mempunyai kegunaan praktis, seiring 

berjalannya waktu, tercipta ruang untuk mempraktekkannya dan memberi kesejahteraan 

bagi umat manusia. 

Eugenio Beltrami (1835-1900). Pada tahun 1868, Beltrami memberikan model nyata dari 

geometri Lobachevsky. Dalam makalahnya yang berjudul Essay on the Interpretation of 

non-Euclidean Geometry,
[11] 

Beltrami membuat model geometri non-Euclid 2 dimensi di 

dalam  geometri Euclid 3 dimensi. Hasilnya adalah suatu permukaan yang disebut 

pseudosphere. Bentuk permukaan geometri yang dibuatnya memiliki kemiripan dengan 

Lobachevsky’s plane. Pencapaian Beltrami memberikan bukti bahwa geometri non-Euclid 

(dalam hal ini geometri hiperbolik) adalah konsisten. 

Dari kurva bidang berbentuk tractrizs (gambar 5) dan dengan memutarnya mengitari 

sumbu Y akan diperoleh pseudosphere (gambar 6). Ternyata, dari bentuk tractrizs  

diperoleh suatu pseudosphere dan karena pseudosphere mempunyai curvature negatif, 

maka Beltrami berhasil memperlihatkan bahwa sistem geometri hiperbolik konsisten. 

Berkaitan dengan hal ini, geometri hiperbolik disebut juga geometri pseudosperik, karena 

geometri dalam pseudosphere tidak lain merupakan bidang (plane) Lobachevsky. Di 

dalam dunia nyata sehari-hari juga dapat dijumpai benda kongkrit yang bergaya geometri 

hiperbolik (gambar 7). Pada tahun yang sama, 1868, Beltrami juga berhasil 

mendemonstrasikan independensi postulat kesejajaran Euclid dari keempat postulat 

lainnya.
[11]

 Artinya, postulat kelima benar-benar merupakan postulat yang tidak dapat 

diperoleh dari keempat postulat lainnya. 
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Gambar5. Tractriz/Tactrix 
[13]

  Gambar 6. Pseudosphere 
[13]

  Gambar 7. Benda Nyata Hiperbolik 
[4] 

 

Felix Christian Klein (1849-1925). Pada tahun 1870 (beberapa menyebut 1871), Felix 

Klein berhasil memberikan penggambaran dari model geometri hiperbolik pada 

Lobachevsky’s space yang merupakan perbaikan model geometri hiperbolik yang dibuat 

Beltrami.
[13]

 Klein memodelkan bagian interior dari sebuah bola bumi, seperti pada 

gambar 8. Titik (ordinary point) adalah bagian dalam suatu lingkaran, garis dalam sebuah 

bola bumi seperti halnya senar (string/chords) sedangkan bidang (plane) adalah sebuah 

lingkaran yang garis kelilingnya terletak pada permukaan bola bumi. Titik-titik ideal 

(omega points) adalah titik-titik yang berada pada lingkaran. Jadi, garis-garis sejajar akan 

bertemu pada lingkaran. Titik-titik ultra ideal (gamma points) adalah titik-titik  yang  

berada  di luar  lingkaran.  Namun  demikian, permukaan sebuah sphere termasuk juga 

titik-titik ekstrim dari sebuah string, serta keliling lingkaran semuanya berada di luar 

Klein’s sphere. 

 

Gambar 8. Klein’s Sphere: Model untuk Lobachevsky’s Space 
[13] 

Klein memperlihatkan bahwa pada dasarnya terdapat tiga jenis geometri yang berbeda, 

ditinjau berdasarkan titik-titik berjauhan yang berjarak tak hingga.
[11]

 Tipe pertama adalah 

geometri hiperbolik. Pada geometri hiperbolik, setiap garis lurus mempunyai dua buah 

titik yang saling berjauhan berjarak tak hingga. Tipe kedua adalah geometri eliptik yang 

tidak mempunyai titik-titik berjauhan  dengan  jarak tak terhingga. Tipe ketiga adalah 

geometri Euclid yang membatasi kedua jenis sebelumya. Pada geometri Euclid, titik-titik 

yang saling berhimpit yang terdapat pada setiap garis merupakan titik-titik yang saling 

berjauhan dan berjarak tak hingga. 

Klein menyimpulkan bahwa geometri Lobachevsky lebih mudah dipahami dan 

mempunyai  kegunaan  nyata  yang  lebih  sederhana.  Model-model  yang  dibuat  dari 

geometri Lobachevsky lebih kongkrit dalam memberikan kejelasan geometri dari sebuah 

lingkaran atau bola bumi. Geometri Lobachevsky dapat menjadi model nyata dari 
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geometri suatu lingkaran atau sphere. Lebih menarik adalah, apa yang dihasilkan oleh 

Klein tidak bertolak belakang dengan aksioma-aksioma yang telah dihasilkan oleh Euclid, 

khususnya teorema-teorema tentang bidang (plane) atau sphere (space). 

Model yang diberikan Klein mengandung beberapa kelemahan seperti  jarak tidak dapat 

direpresentasikan dengan tepat, string/chords dapat mempunyai panjang yang tak hingga. 

Demikian pula dengan sudut yang tidak dapat direpresentasikan dengan tepat sehingga 

dalam model Klein masih mungkin dibuat sebuah persegi Euclidean (persegi yang 

mengikuti definisi persegi dalam geometri Euclid, yaitu jumlah sudut-sudutnya 360
0
 yang 

seharusnya tidak ada dalam geometri Lobachevsky. 

Jules Henry Poincare (1854-1912). Poincare memberikan kontribusi yang sangat 

besar dalam perkembangan geometri hiperbolik, terutama dalam bidang Lobachevsky. 

Karya-karyanya didasarkan dengan mengambil lingkaran sebagai sebuah bidang, disebut 

Poincare’s Disc Model.  Ilustrasi postulat kesejajaran geometri hiperbolik pada model 

Poincare diberikan pada gambar 9. 

Di dalam model-modelnya, lingkaran adalah sebuah bidang (plane), titik adalah bola 

terbuka dengan jari-jari satu dan garis adalah diameter atau garis lurus lengkung 

(busur/arc) dari keliling lingkaran yang tegak lurus terhadap keliling lingkaran luar dan 

termuat di bagian dalam. Titik-titik ideal (omega points) adalah semua titik yang terletak 

pada lingkaran, sedangkan titik ultra ideal (gamma points) tidak diadakan atau tidak dapat 

direpresentasikan dalam model Poincare. 

                                                  

            Gambar 9.                              Gambar 10.                   Gambar 11.                          Gambar 12. 

     Postulat Kesejajaran[9]               Jarak Dua Titik[9           Segiempat Saccheri[9]    Segitiga bersudut 107,40 [7] 

Di dalam model Poincare, jarak dan sudut dapat diukur (direpresentasikan) dengan tepat. 

Rumus jarak antara dua titik A dan B dalam model Poincare diberikan pada gambar 10. 

Dengan dapat diukurnya sudut, maka dalam model Poincare dapat diperoleh Segiempat 

Saccheri (gambar 11) dan dapat diperoleh segitiga yang jumlah sudut-sudutnya kurang 

dari 180
0
, seperti tampak pada gambar 12. 

Mauritius Cornelious Escher (1898-1972). M.C. Escher lahir tahun 1898 di 

Leeuwarden, Belanda dan meninggal di rumah peristirahatannya 27 Maret 1972. Escher 

sangat terkenal sebagai seniman grafis dengan karya-karya yang sangat melimpah, 
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khususnya kerja seni dengan menggunakan geometri non-Euclid, antara lain berupa 400 

gambar pada batu/logam datar (lithograph), lukisan dari ukiran kayu (woodcut), ukiran 

kayu (wood engraving) dan 2000 buah lukisan. Escher dikenal sangat piawai dalam 

menghasilkan likisan dari kayu dengan bentuk yang impossible, seperti gambar 13. Minat 

dan keahlian lainnya adalah pengubinan (tessellation) yaitu lukisan dengan menggunakan 

perulangan dirinya sendiri sehingga nampak seperti kepingan puzzle, seperti gambar 14. 

Dalam berkarya, ia memulai dengan penggunaan benda-benda geometris dua dimensi 

seperti segitiga, persegi, dan segi enam. Dari dua dimensi bergeser ke bentuk tiga dimensi 

serta perbesaran dan pengecilan. Metode yang digunakannya adalah penggunaan simetri 

dan pengulangan (repetisi). 

Escher pernah belajar di School for Architecture and Decorative Arts, sesuai 

keinginan orang tuanya, namun tidak pernah diselesaikannya. Escher lebih meminati seni 

grafis dan secara otodidak mempelajari geometri non-Euclid dan matematika. 

Perjalanannya mengelilingi  Belanda, Swiss, Belgia, dan Italia memberinya inspirasi 

untuk hal-hal yang dikerjakannya kemudian. Nilai penting karya-karyanya menunjukkan 

bahwa seni dan matematika bisa saling memberi kontribusi.  

Karya-karya Escher disebut Circular Limits atau Circle Limits (gambar 15) dan 

dapat membantu memahami geometri serta mendalami matematika. Escher menciptakan 

suatu model tampilan yang cukup artistik dari ruang Lobachevsky dengan menggunakan 

Poincare’s Plane. Dengan  menikmati keindahannya seolah-olah sedang berada di dalam 

alam semesta hiperbolik. 

Tabel 1. Perbandingan untuk Ketiga Jenis Geometri 

No Karakteristik 
Geometri Euclid 

(Parabolik) 

Geometri Hiperbolik 

(Lobachevsky-Bolyai) 

1 

Jumlah garis sejajar yang 

dibentuk dari satu titik di 

luar suatu garis 

Satu 
Minimal dua 

(tak hingga) 

2 Garis sejajar 
Di setiap tempat, sama 

jauhnya 

Tidak di setiap tempat, 

jauhnya tidak sama 

3 Garis lurus 
Tidak terbatas dan tidak 

terhingga panjangnya 

Tidak berhingga 

panjangnya 

4 
Antara dua titik terdapat 

satu garis 
Ya Ya 
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5 
Perpotongan dua garis 

yang berbeda 
1 titik 1 titik 

6 
Dua garis yang tegak lurus 

terhadap sebuah garis 
Sejajar Sejajar 

7 
Dua garis sejajar terhadap 

garis ketiga 
Sejajar Bisa jadi sejajar 

8 

Jika sebuah garis 

memotong satu dari dua 

garis sejajar 

Memotong yang lain 
Bisa jadi memotong 

yang lain 

9 
Jumlah sudut suatu 

segitiga 
= 180

0 
< 180

0 

10 

Dua segitiga dengan 

sudut-sudut yang 

berkorespondensi sama 

Serupa (sama) Kongruen 

11 Luas segitiga tinggialas
2
1  

defect
180

 

defect=180–jumlah 

sudutnya 

12 Luas maksimal segitiga Tidak ada Ada 

13 Teorema Pythagoras 222 bac  
222 bac  

14 Persegi panjang Ada Tidak ada 

15 
Sudut puncak Saccheri 

Quadrilateral 
Siku-siku Lancip 

16 
Jumlah sudut pada 

segiempat 
= 360

0 
< 360

0 

17 Nilai pi   

18 Keliling lingkaran r2   

19 
Rasio Keliling terhadap 

Diameter 
  

20 Luas lingkaran  
2r  

 

  

r2

2r
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Tabel 2. Teorema Pythagoras, Sinus dan Cosinus 

No Karakteristik Geometri Euclid 

(Parabolik) 

Geometri Hiperbolik 

(Lobachevsky-Bolyai) 

1 Teorema Pythagoras  

siku-siku di C 

222 bac  bac coshcoshcosh  

2 Hukum Sinus 

c

C

b

B

a

A sinsinsin  
c

C

b

B

a

A

sinh

sin

sinh

sin

sinh

sin  

3 Hukum Cosinus Cabbac cos2222

 

Cbabac cossinhsinhcoshcoshcosh  

4 Hukum Cosinus Tidak ada 
BA

CBA
c

sinsin

coscoscos
cosh  

 

Tabel 3. Alam Semesta Menurut Geometri Euclid dan Hiperbolik 

No Karakteristik 
Geometri Euclid 

(Parabolik) 

Geometri Hiperbolik 

(Lobachevsky-Bolyai) 

1 Visualisasi Bidang Pelana 

2 Garis-garis sejajar Sejajar Divergen 

3 Kurvatur Nol Negatif 

4 Bentuk kurva ruang Tidak melengkung Melengkung ke luar 

5 
Bentuk alam semesta 

(jagad) 
Datar (flat) Terbuka 

6 Batas jagad raya Tidak terbatas Tidak terbatas (infinite) 

7 Luas dan Volume Luas tidak terbatas 
Luas dan volume tidak 

terbatas 

8 Pertambahan Volume Normal Sangat cepat 

9 
Awal dan akhir ekspansi 

alam semesta 

Berekspansi terus-

menerus hingga berhenti 

Berekspansi terus-

menerus dan tidak pernah 

berhenti 

10 Aplikasi Sehari-hari 

Euclid bekerja sebagai 

builder, surveyor, 

carpenter 

Lobachevsky-Bolyai 

menjadi fisikawan 

teoritis, astronom, atau 

menjadi astronot 
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3. KESIMPULAN 

Dalam perkembangan matematika masa kini, telah dibangun beberapa sistem 

geometri yang ternyata tidak kompatibel dengan geometri Euclid, sehingga proposisi-

proposisi dalam geometri Euclid tidak harus berlaku, seperti misalnya proposisi (1) dua 

buah titik menentukan tepat satu garis yang menghubungkannya, dan (2) dalam sebarang 

segitiga, jumlah sudut-sudutnya sama dengan 180
0
. Geometri baru tersebut dinamakan 

geometri hiperbolik yang dikembangkan oleh Janos Bolyai dan Nikolay Ivanovich 

Lobachevsky. 

Secara umum, kedua jenis geometri tersebut hanya berbeda pada  postulat 

kesejajaran, sementara keempat postulat lainnya sama, meskipun mengganti salah satu 

postulat dari geometri Euclid memerlukan beberapa modifikasi atas aksioma-aksioma 

geometri Euclid agar diperoleh bangunan geometri hiperbolik yang konsisten.  

Hasil-hasil yang telah diperoleh menunjukkan bahwa geometri hiperbolik adalah 

konsisten secara relatif dengan geometri Euclid. Dengan kata lain, kedua jenis 

geometri terebut mempunyai validitas logis yang sama. 
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dual. Furthermore, with the same analogy for  the 2-norm  space  on 2 , so the function of 2-
norm can be constructed on space  

2 x 2 .  
Keywords : 2-norm space, Dual Space, Space  2 x 2  
 
 

1. PENDAHULUAN 

Analisis fungsional merupakan salah satu cabang matematika analisis klasik. 

Metode analitik fungsional sangat besar peranannya dalam berbagai bidang matematika 

dan aplikasinya. Dalam analisis fungsional dipelajari lebih umum tentang “ruang” dan 

“fungsi” yang terdefinisi padanya. Sebagai contoh, himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan “fungsi jarak”, dinamakan ruang metrik, kemudian ruang linear yang dilengkapi 

dengan “fungsi norma” dinamakan ruang norma serta ruang linear yang dilengkapi 

dengan “fungsi inner product” dinamakan ruang inner product (ruang hasil kali 

dalam)[4].  

Berbicara mengenai ruang norma, [2,3] mengembangkan ruang n-norma sebagai 

generalisasi dari norma standarnya,  khususnya   pada  ruang ݈,1 ≤  ≤ ∞. Sementara 

[1,5]   menjabarkan  n-norma (n = 2) dengan konsep ruang dual dan orthogonalitas. 

Dengan mengembangkan penelitian dari [1,2,3,5],  maka  tujuan  utama  paper ini adalah 

mengkonstruksi 2-norma pada  2 dan 2 x 2 dengan mengaitkan ruang dual serta  

fungsi inner productnya. 

 

2. RUANG  n-NORMA 

Misalkan S himpunan semua barisan bilangan real dan merupakan ruang vektor 

atas field R. Setiap subruang vektor S juga merupakan ruang barisan.  
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Definisi 1. [2] 

Misalkan X subruang  S. Fungsi bernilai real  ,...,� �  pada nX  yang memenuhi sifat-

sifat: 

(1) 1 2, ,..., 0nx x x    jika dan hanya jika 1 2, ,..., nx x x   bebas linier 

(2) 1 2, ,..., nx x x  invarian terhadap permutasi 

(3) 1 2 1 2, ,..., , ,...,  n nx x x x x x  untuk setiap R  

(4) 1 2 1 1 2 1 1 2 1, ,..., , , ,..., , , ,..., ,n n nx x x y z x x x y x x x z      

disebut n-norma pada X  dan pasangan  , ,...,X � �  disebut ruang n-norma. 

 Sebagai contoh, untuk sebarang ruang hasil kali dalam   (ܺ, 〈. , . 〉) dapat   

dilengkapi dengan n-norma standar  ‖ݔଵ   , .  .  .  , ‖ݔ ≔ ට݀݁ݐ൫〈ݔ  〉൯ yang dapatݔ,

diinterpretasikan sebagai volume parallelepidum  n-dimensi yang direntang oleh ݔଵ, … ,  ݔ

dalam X. Pada  ܴ, n-norm standarnya dapat dinyatakan sebagai ‖ݔଵ   , .  .  .  , ‖ݔ =

ห݀݁ݐ൫ݔ൯ห dengan ݔ  = , ଵݔ) … , (ݔ ∈ ܴ. 
 

3. RUANG  2-NORMA PADA 
2 x 

2  

 Pada bagian ini dibahas cara mengkonstruksi 2-norma standar  pada  ruang 2  

yang diperoleh dengan mengaitkan ruang dual dari ruang 2 . Selanjutnya, dengan analogi 

yang sama pada ruang 2 , maka dapat dikonstruksi 2-norma pada ruang 2 x 2 . 

Seperti telah diketahui bahwa ruang 2  adalah ruang yang memuat semua 

bilangan real ݔ = ൫ݔ൯ sehingga ∑ หݔห
ଶ

 < ∞. Ruang 2   yang dilengkapi dengan suatu 

norma standar

1
22

1
k

k

x x




   
 
  merupakan ruang Banach. Kemudian, ruang 2  dengan 

inner product , j j
j

x y x y   merupakan ruang inner product. Lebih lanjut, ruang dual 

dari ruang 2   yaitu himpunan dari semua fungsional linier kontinu pada ruang 2  , 

dinotasikan dengan  2 
 , adalah ruang 2 . Jika  2f


  , maka 2f   dan dapat 

diinterpretasikan untuk ( )  ,j j
j

f x x z x z  ,dengan  2 2 2,x z


     .  Jika
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 2f


  , maka didefinisikan norma untuk f sebagai ‖݂‖ = ቄ(ݔ)݂‖ݑݏ‖, ݔ ∈

2   , ‖ݔ‖ ≤ 1ൟ [4]. Dengan analogi yang sama untuk norma pada  2 
    maka dapat 

dikonstruksi 2-norma pada ruang  2  seperti yang tertuang dalam teorema berikut:  
 

Teorema 1: 

Ruang  2  merupakan ruang 2-norma terhadap 2-norma:

 

1
2

2, , , ,
, : , , , 1

, , , ,
x z y z x x x y

x y Sup z w z w
x w y w y x y y

      
  

  

Bukti: 

Ambil sebarang  ݕ,ݔ ∈ 2 , dan ݓ,ݖ ∈   2 
  dengan ‖ݖ‖, ‖ݓ‖ ≤ 1. Dengan 

ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh 
1 1
2 2, , , , , ,

, , , , , ,
x z y z x x x y z z z w
x w y w y x y y w z w w

  

1
2, ,

, ,
x x x y
y x y y

  

Hasil ini menunjukkan bahwa  

1
2, ,

, ,
x x x y
y x y y

   merupakan  batas atas dari himpunan 

2, ,
: , , , 1

, ,
x z y z

z w z w
x w y w

    
  

   .  Hal ini berarti bahwa: 

1
2

2, , , ,
: , , , 1

, , , ,
x z y z x x x y

Sup z w z w
x w y w y x y y

     
  

                           (1) 

Selanjutnya untuk  

xz
x

 ,  
'
'

y x yw
y x y





 


   dengan   z  dan y’  orthogonal, juga memenuhi

, 1z w  , maka diperoleh 

, ,
, ,
, , ' ', ,

' '

x xx y
x xx z y z

x w y w y yx y
y y

   

, ,
, ' , '

'

x x y x
x y y y

x y
  

, ,
, ,

'

x x y x
x y y y

x y
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Dengan menggunakan sifat-sifat determinan dan sifat-sifat inner product diperoleh juga 

bahwa 
1 1
2 2, , , ,

, , , ' , '
x x y x x x y x
x y y y x y y y



1
2, ',

 '
, ' ', '

x x y x
x y

x y y y
  sehingga     

1
2, ,

 '  
, ,, ,

, ,  '

x x y x
x y

y x y yx z y z
x w y w x y

    

1
2, ,

, ,
x x y x
x y y y

  

Hasil ini menunjukkan bahwa  

  

1
2, , , ,

, , , ,
x x y x x z y z
x y y y x w y w

   

    

2, ,
: , , , 1       (2)

, ,
x z y z

Sup z w z w
x w y w

     
  

                

Dengan demikian dari (1) dan (2) diperoleh  2-norma pada ruang 2  adalah 
1
2

2, , , ,
, : , , , 1

, , , ,
x z y z x x x y

x y Sup z w z w
x w y w y x y y

      
  



■
 

 

Sekarang, diberikan fungsional linier kontinu pada   2 x 2   sebagai berikut:   

  wxwxwxxuf
k

kkk ,,)( 21
1

21 




, dengan   22
21   ,  xxxu  ,

  22  
w   dan 21 xxu   . Menurut [1,5], fungsi 2-norma pada ruang 2 x 2  

didefinisikan sebagai 
   










 1,,,,

)()(
)(

, 22 gfgf
vgvf
vfuf

Supvu 

dengan ݑ = ,ଵݔ) ,( ଶݔ ݒ =  .(ଵݕ,ଵݕ)

Dengan analogi penjabaran yang sama dengan 2-norma pada ruang 2  seperti 

Teorema 1, maka dapat dikonstruksi fungsi 2-norma pada ruang 2 x 2 . 

Teorema 2: 

Ruang  2 x 2  merupakan ruang 2-norma terhadap 2-norma: 
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,y,
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, 22

2121

2121 zwzw
zyzxx
wyywxx

Supvu    

 

4. KESIMPULAN 

 Dari penjabaran dan uraian di atas dapat disimpulkan bahwa 2-norma pada 2

dapat diperoleh dengan mengaitkan ruang dualnya. Dengan analogi yang sama, maka 

dapat dikonstruksi fungsi 2-norma pada ruang 2 x 2 . 
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ABSTRACT. Sedimentation model was developed mathematically using finite volume method 

approach. Sedimentation model that was built consisted of two parts, the hydrodynamic flow of 

rivers and river morphology. In the hydrodynamic flow of the river depicted on the variables 

involved in river flow equation, whereas in river morphology is described on the sedimentation 

process based channel as a result of flow behavior. In the implementation results of the output of 

the hydrodynamic  flow of the flow velocity and depth river be input on the river morphology. 

In this study discusses the distribution pattern of sediments on the river morphology are 

very curved semicircular. With the initial depth variation h = 0.1 to h = 0.5 for the same initial 

velocity v = 0.1, height of sediment an average increase of about 0.00013. Likewise, when given 

initial velocity v = 0.1 to 0.5, with the same depth h = 0.3 h, the height of sediment has decreased 

by about 0.01657. From the simulation result, the pattern of sediment distribution along the flow is 

influenced by the depth of the river, the river velocity and river morphology. 

Key word : Sedimentation, Hydrodynamic, Morphology. 

 

1. PENDAHULUAN 

 Sungai merupakan salah satu unsur penting dalam kehidupan manusia. Salah satu 

manfaat sungai yang cukup penting adalah untuk menampung air pada saat musim 

penghujan. Pendangkalan sungai akibat adanya pengendapan sedimen menyebabkan air 

tidak dapat tertampung atau tidak teralirkan secara maksimal sehingga dapat meyebabkan 

banjir. Proses terjadinya sedimentasi ini dapat dimodelkan dan disimulasikan secara 

matematis sehingga proses perubahan morfologi sungai akibat adanya sedimentasi. 

Pemodelan tersebut dapat dijadikan sebagai bahan pertimbangan dalam pengambilan 

suatu kebijakan, sehingga dampak yang akan ditimbulkan akibat adanya sedimentasi 

tersebut dapat dicegah sedini mungkin atau dikurangi. Model sedimentasi ini dibangun 

dengan menggunakan pendekatan metode volume hingga dan diselesaikan dengan 

metode Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG). Salah satu keunggulan dari metode ini 

adalah dalam proses diskritisasi daerah penyelesaian.  

Pada metode-metode numerik yang telah ada, dalam melakukan interpolasi atau 

penghitungan integral, dibutuhkan pias pada domain yang akan diselesaikan. Sehingga 

untuk domain yang diskontinu atau mempunyai batas yang bergerak merupakan 



 
 
 
Analisis Morfologi Sungai Pada Pola Distribusi Sedimentasi       FMIPA UNS 
 

 
Seminar Nasional Matematika 2010 103                Prosiding 

permasalahan yang sulit diselesaikan. Tujuan utama dari metode ini adalah untuk 

menghilangkan pias, mengurangi kesulitan dalam membuat pias dengan menggunakan 

titik sebagai penggatinya (Atlury dan Lin, 2001). 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1. Sedimentasi 

Sedimentasi terjadi karena adanya partikel-partikel padat yang ikut terbawa oleh 

aliran air. Mekanisme pengangkutan sedimen ini dikategorikan menjadi dua, yaitu bed 

load dan suspended load. Proses pergerakkan sedimen jenis bed load bergerak pada dasar 

sungai dengan cara menggelinding, meluncur dan melompat-lompat. Sedangkan pada 

suspended load terdiri dari butiran-butiran halus yang melayang-layang di dalam air. 

Ottevanger (2005) mengemukakan bahwa proses terjadinya terdiri dari dua bagian, yaitu 

hidrodinamika dan morfologi. Hidrodinamika menjelaskan tentang aliran sungai, 

sedangkan morfologi menjelaskan tentang proses pengangkutan sedimen. Hubungan 

antara kedua bagian ini adalah arah dan besanya kecepatan aliran pada hidrodinamika 

menjadi input pada proses pembentukan sedimen pada morfologi.  

  Zou Liu (2001) mengusulkan tiga macam transportasi sedimen, yaitu wesh load, 

bed-load,  dan suspended load. Wash load adalah partikel atau sedimen yang terbawa 

oleh air, akan tetapi partikel ini tidak mengendap pada dasar aliran, sehingga perilaku 

atau komposisi dari jenis angkutan ini tidak dapat diprediksi. Salah satu rumus yang 

popular untuk menghitung banyaknya sedimen pada transpormasi sedimen adalah rumus 

Mayer-Pater dan Muller (Yang, 1996).  

Rumus Mayer-Puter&Muller (Liu, 2001): 

ݍ = ܥ ݏ)]  − 1)݃].ହ݀ହଵ.ହ(ߠߤ −   )ଵ.ହߠ

ݍ = Banyaknya sedimen ܾ݁݀ ݈݀ܽ  

ݏ =  ఘೞ
ఘ

ߠ    = = ܥ , 0.47 ߤ,8.0 = 1.0 

= ௦ߩ massa jenis sedimen  

ߩ = massa jenis air 

݃ = kecepatan gravitasi   

݀ହ = rata2 diameter sedimen 

ߠ = ఛ್
(ఘ್ିఘ)ௗఱబ

 , ߬ =  ఘ
ଶ
൭ .

ቀ୪୭ ( భమ
మ.ఱఱబ

)ቁ
మ൱   ଶݒ

v = kecepatan aliran sungai, h = kedalaman 



 
 
 
Analisis Morfologi Sungai Pada Pola Distribusi Sedimentasi       FMIPA UNS 
 

 
Seminar Nasional Matematika 2010 104                Prosiding 

Perubahan morfologi sungai diasumsikan hanya terjadi pada dasar sungai yang 

diakibatkan adanya proses gerusan dan pengendapan. Perubahan dasar ini dapat dihitung 

dengan menggunakan persamaan kekekalan massa untuk transportasi sedimen yaitu : 
ݖ߲
ݐ߲

+
1

(1 − (
ݍ߲
ݔ߲

= 0  

Dengan  

ݖ = ketinggian dasar sungai,  = porositas,

ݍ = banyaknya sedimen ܾ݁݀ ݈݀ܽ 

 

2.2. Metode Volume Hingga 

 Banyak permasalahan di bidang mekanika fluida yang harus dianalisis dengan 

mengamati suatu daerah berhingga dari suatu domain yang besar. Dasar dasar yang 

digunakan oleh metode ini untuk dapat diterapkan adalah hukum-hukum dasar fisika, 

yaitu hukum kekekalan massa, momentum dan hukum pertama dan kedua termodinamika 

(Munson, 2003). Hukum kekekalan massa untuk suatu volume kendali: 
߲
ݐ߲

(∀ߩ) +  ܣݑߩ = 0


 

Dengan ߩ∀ = massa,  ߩ = massa jenis dan, ∀ = volume,  

ܣݑߩ = massa lux yang keluar  

ܣ = luas permukaan ݑ = kecepata 

Sedangkan untuk hukum kekekalan momentum dapat dinyatakan dengan: 
߲
ݐ߲

(ݑ∀ߩ) +  ݑܣݑߩ = ܨ


 

 

2.3. Metode Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) 

 Tujuan utama dari metode  meshless ini adalah menghindari penggunaan pias, 

metode ini sangat bermanfaat pada masalah dengan batas domain yang tidak koninu atau 

bergerak. Penelitian tentang metode MLPG dan penerapannya telah banyak dilakukan 

dan masih terus dikembangkan. Atluri dan Lin (2000) menerapkan metode MLPG untuk 

menyelesaikan masalah konveksi-divusi. Dari hasil penelitian yang dilakukan bahwa 

MLPG memberikan hasil yang sangat akurat pada kasus tersebut. Penjelasan dari 

subdomain tersebut dapat dilihat pada Gambar 2.1. 
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MLS merupakan salah satu metode interpolasi yang mempunyai tingkat keakuratan yang 

tinggi (Atlury dan Lin, 2000). Misalkan sebuah fungsi taksiran u୦(x) pada domain  Ω 

dengan titik sebaran {xi}, i = 1,2,3 … n,. Penaksir MLS u୦(x) dari u(x), ∀x ∈ Ω dapat 

didefinisikan sebagai : 

(ܠ)ܐܝ = ܠ∀,(ܠ)܉(ܠ)܂۾ ∈ ષ dengan (ܠ)܂۾  = ,(ܠ)ܘ,(ܠ)ܘ ]  …   [ (ܠ)ܕܘ,

adalah basis monomial lengkap order m. sebagai contoh P(x) untuk 2 dimensi, bentuk 

linier: 

(ܠ)܂۾  =  [ , ,ܠ = ܕ,[ ܡ   

݆   ,(ݔ)adalah vector yang memuat koefisien-koefisien fungsi ܽ (ܠ)܉ =  1,2, . .݉ 

merupakan fungsi fungsi dari variabel x. Matrik P dam W didefinisikan sebagai berikut: 

۾ = 
(ܑܠ)܂۾

… .
(ܖܠ)܂۾



ܕܠܖ

 ,dan  ܅ = 
(ܠ)ܟ ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮
 ⋯ (ܠ)ܖܟ

൩ 

Dan û =  [ ûଵ, ûଶ, … . . û୬ ] , û୧  nilai fiktif dan bukan nilai yang sebenarnya dari fungsi 

uh(x) secara umum. Dengan A dan B adalah matrik yang didefinisikan sebagai berikut : 

(ܠ)ۯ =       ۾܅܂۾

 =  ∑ ܖ(ܑܠ)܂ܘ(ܑܠ)ܘ(ܠ)ܑܟ
ܑୀ   

(ܠ)۰ = = ܅܂۾  ,(ܠ)ܘ(ܠ)ܟ,(ܠ)ܘ(ܠ)ܟ] …   [(ܖܠ)ܘ(ܠ)ܖܟ.

Dengan menyelesaikan Persamaan terhadap a(x), maka diperoleh : 

(ܠ)ܐܝ  = ܑ(ܠ)
ܖ

ܑୀ

,ෝܑܝ  dengan  ܑ(ܠ) =    (ܠ)۰ (ܠ)ିۯ (ܠ)܂۾

Pemilihan fungsi bobot w yang akan digunakan adalah bebas selama fungsi tersebut 

positif dan kontinu (Basuki W, 2009). Fungsi bobot yang sering digunakan adalah fungsi 

bobot spline. Fungsi bobot spline adalah: 

(ܠ)ܑܟ = ൝ −  ቀܑ܌
ܑܚ
ቁ


+ ૡ ቀܑ܌
ܑܚ
ቁ

− ቀܑ܌

ܑܚ
ቁ


      ,  ≤ ܑ܌ ≤ ܚܑ
                                                        ,ܑ܌ ≥ ܚܑ
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Salah satu fungsi tes yang dikemukakan oleh Atlury da Shen (2002) adalah fungsi 

heavyside. Fungsi tes ini merupakan fungsi tes yang paling sederhana, karena 

menggunakan fungsi konstan. Untuk mendiskretisasi bentuk local weak seperti telah 

dibahas sebelumnya, persamaan aproksimasi MLS disubstitusikan ke persamaan bentuk 

local weak tersebut. Hasil substitusi tersebut kemudian dibentuk menjadi sistem 

persamaan linear berikut : 

′ෝ࢛ࡷ  + ෝ࢛۱  =  ࢌ

 

3. ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

Simulasi dilakukan dengan memberikan beberapa masukan sebagai kondisi awal 

yang berupa kedalaman, kecepatan, dan ketinggian sedimen. Hal ini dilakukan untuk 

mengetahui pengaruh kecepatan, kedalaman serta bentuk morfologi sungai tersebut 

terhadap distribusi sedimen pada dasar sungai. Governing equation untuk aliran 

menikung diperoleh dengan mentranspormasi Persamaan aliran lurus ke dalam bentuk 

koordinat polar adalah sebagai berikut: 

ݔ = ݎ cos ݕ ,ߠ = ߠ , ߠ ݊݅ݏ ݎ = ܿݎܽ tan ௬
௫
ݎ ,  = ඥݔଶ +                    ଶݕ

Kekekalan massa: 
߲ℎ
ݐ߲

+ 2 sin ߠ
߲ℎݒ
ݎ߲

+
ߠ ݏ2ܿ
ݎ

߲ℎݒ
ߠ߲

= 0   

Kekekalan momentum: 

ℎ
ݒ߲
ݐ߲

+ ݒ
߲ℎ
ݐ߲

+ 2ℎݒ sin ߠ
ݒ߲
ݎ߲

−
2ℎߠ ݏܿݒ

ݎ
ݒ߲
ߠ߲

+ ଶsinݒ ߠ
߲ℎ
ݎ߲

+
ߠ ݏଶܿݒ

ݎ
߲ℎ
ߠ߲

=  

−൬݃ℎ ൬sin ߠ + cos ߠ
߲ℎ
ݎ߲

+
݃ℎ(ܿݏ ߠ − (ߠ ݊݅ݏ

ݎ
߲ℎ
ߠ߲
൰+ ݃ℎଶ(ܵ௫ + ܵ௬)  

Sedangkan untuk kondisi batas (Γ) diasumsikan sebagai berikut: 

 
Rumus yang digunakan untuk menghitung perubahan dasar sungai akibat adanya 

transportasi sedimen dan untuk menghitung banyaknya transportasi sedimen adalah 

sebagai berikut: 

Kekekalan massa sedimen: 
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ݖ߲
ݐ߲

+
1

(1− ൭(
(sin ߠ + cos (ߠ

ݍ߲
ݎ߲

+
ߠ ݏܿ) − (ߠ ݊݅ݏ

ݎ
ݍ߲
ߠ߲

൰ = 0         

3.1. Penerapan Metode MLPG 

Governing equation disusun dalam bentuk matriks diperoleh sistem persamaan: 

డ
డ௧

ℎ

2ℎݒ 
ݖ

൩ + డ
డ
൦

2ℎߠ ݊݅ݏ ݒ 
3ℎݒଶߠ ݊݅ݏ + ݃ℎଶ(ߠ ݊݅ݏ + (ߠ ݏܿ

್(௦ ఏା௦ ఏ)
(ଵି)

൪ + డ
డఏ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ଶ௩ ௦ ఏ 


మ(௦ ఏି௦ ఏ)ି௩మ௦ ఏ


 
್(௦ ఏି௦ ఏ)

(ଵି) ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

  

= 
0

݃ℎ(ܵ௫ + ܵ௬)
0

൩  

Dimisalkan: 

ܸ = 
ℎ

2ℎݒ 
ݖ

൩ (ܸ)ܨ, = ൦
2ℎߠ ݊݅ݏ ݒ 

3ℎݒଶߠ ݊݅ݏ + ݃ℎଶ(ߠ ݊݅ݏ + (ߠ ݏܿ
್(ୱ୧୬ఏାୡ୭ୱ ఏ)

(ଵି)

൪ (ܸ)ܩ, =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ଶ௩ ௦ ఏ 


మ(௦ ఏି௦ ఏ)ି௩మ௦ ఏ


 
್(ୡ୭ୱఏିୱ୧୬ఏ)

(ଵି) ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

,  

ܪ = 
0

݃ℎ(ܵ௫ + ܵ௬)
0

൩ 

Maka sistem Persamaan di atas dapat ditulis menjadi: 

߲ܸ
ݐ߲

+
(ܸ)ܨ߲
ݔ߲

+
(ܸ)ܩ߲
ݕ߲

=                    ܪ

Untuk menyelesaikan model sedimentasi di atas didekati dengan pendekatan MLS 

sebagai berikut: 

ܸ(ߠ,ݎ, (ݐ =  ߶(ߠ,ݎ)
ூೞೝ

ୀூೞ

ܸ(ݐ)    

Dengan ܫ௦  adalah indeks terkecil dan ܫ௦  adalah indeks terbesar dari titik-titik diskrit 

yang berada dalam sub-domain [ݕݔ௦  ௦], denganݕݔ 

߶(ߠ,ݎ) = (ߠ,ݎ)


ୀଵ

((ߠ,ݎ)ܤ(ߠ,ݎ)ଵିܣ)  

Dengan mengimplementasikan MLS pada model sedimentasi yang ada, maka diperoleh: 
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 ܸ′(ݐ)ܭ

ூೞ

ୀூೞ

+  ܸ(ݐ)ܥ  
ூೞೝ

ୀூೞ

– ݂ = 0, ݅ = 1,2,3, …݊                         

Dalam bentuk matrik Persamaan dapat ditulis menjadi: 

ܸ ܭ ′ + ܥ ܸ − ݂ = 0                                      

 

3.2. Diskretisasi Persamaan Terhadap Waktu. 

Persamaan  di diskritisasi dengan menggunakan Deret Taylor, diperoleh: 

ܸ (௧ା௱௧) = ଵିܭ ቀ(ܭ − (ܥݐ߂ ܸ ௧ +  ቁ݂ݐ߂

 

3.3. Stabilitas Numerik 

Dikarenakan skema numerik untuk metode MLPG yang digunakan adalah skema 

eksplisit, maka perhitungan dilakukan  dengan setiap waktu tertentu (ݐ߂). Diketahui 

bahwa  ݐ߂ଶ → 0, dengan kata lain agar dapat konsisten haruslah  ݐ߂ < 1. Perhitungan ini 

dibuat untuk setiap waktu tertentu dengan menggunakan kriteria dibawah ini: 

ݐ߂ ≤
min [݀ݎ(݅, ݆)]

2 max [(ට݃ℎ + ଶݑ√ + [ଶ),ݒ
 

dimana dr(i,j) adalah jarak antara stiap titik tengah dari masing-masing subdomain. 

 

3.4. Simulasi 

Dengan beberapa inputan sebagai kondisi awal h = 0.3, v = 0.1, zb = 0.3, T= 10, 0.5= ݐ߂ 

 
Gambar a. Plot kedalaman sungai. 
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Gambar b. Plot kecepatan sungai. 

 
Gambar c. Plot ketinggian sedimen. 

Dari hasil plot Gambar (a - c) terlihat bahwa pada sudut (teta) tertentu terjadi 

perubahan yang berbeda-beda, baik perubahan kedalaman, kecepatan, maupun ketinggian 

sedimen setelah selang waktu T. Perubahan yang paling besar terjadi pada daerah atau 

titik 4-5. Kedalaman sungai mengalami penurunan kurang lebih sekitar 0.0002. Dengan 

kata lain terjadi kenaikan ketinggian sedimen sebesar penurunan kedalamannya di titik  

atau daerah tertsebut. Sementara kecepatan sungai mengalami kenaikan kurang lebih 

sekitar 0.0053. 

 

3.5. Pengaruh Kedalaman Terhadap Ketinggian Sedimen, saat T=10, ࢚ࢤ = ., 

v=0.1 

 
Grafik ketinggian sedimen setelah waktu T 
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Grafik di atas merupakan  grafik perubahan ketinggian sedimen dari masing-

masing posisi titik di dasar sungai setelah selang waktu T. Pada sudut (teta) tertentu 

terjadi penurunan ketinggian sedimen, sedangkan pada sudut (teta) yang lain mengalami 

kenaikan. Pada kedalaman h tertentu terjadi kenaikan ketinggian pada titik 3-4, serta 

penurunan pada titik 9-10. Dan sebaliknya terjadi penurunan ketinggian titik 3-4, 

kenaikan pada titik 9-10. Dengan variasi kedalaman awal yang diberikan ketinggian 

sedimen mengalami kenaikan rata-rata sekitar  0,00013. 

 

3.6. Pengaruh Kecepatan Terhadap Ketinggian Sedimen T=10, ࢚ࢤ = ., h=0.1 

 
Grafik ketinggian sedimen setelah waktu T 

Grafik di atas merupakan grafik perubahan ketinggian sedimen dari masing-masing 

sudut (teta) di dasar sungai setelah selang waktu T. Dari grafik di atas terlihat bahwa pada 

titik 3-4 terjadi penurunan ketinggian sedimen, sedangkan pada titik-titik yang lain yaitu 

titik 9-10 mengalami kenaikan. Dengan variasi kecepatan awal yang diberikan ketinggian 

sedimen mengalami penurunan rata-rata sekitar  0,01657.  

 

4. KESIMPULAN 

 Dari hasil analisis dan pembahasan yang telah dilakukan diperoleh kesimpulan 

bahwa : 

a) Model sedimentasi dapat dibangun dalam dua bagian yaitu: hidrodinamika dan 

morfologi sungai. Agar dapat diselesaikan dengan menggunakan metode MLPG, maka 

terlebih dahulu model tersebut dirubah dalam bentuk local weak. 

b) Ketika diberikan variasi kedalaman awal yaitu h=0.1 sampai h=0.5  dengan kecepatan 

awal aliran v yang sama v=0.1, ketinggian sedimen pada masing-masing posisi titik 

mengalami penurunan rata-rata yang berbeda-beda, ketinggian sedimen mengalami 

kenaikan rata-rata sekitar  0.00013. Demikian juga ketika diberikan variasi keceptan 
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awal v=0.1 sampai v=0.5 dengan kedalaman awal h yang sama h=0.3, ketinggian 

sedimen mengalamai penurunan rata-rata sekitar 0.01657. 

c) Pola distribusi sedimen di sepanjang aliran dipengaruhi oleh kedalaman, kecepatan, 

serta bentuk morfologinya. Sepanjang aliran sungai terjadi perbedaan perubahan di 

setiap posisi titik, baik perubahan kedalaman, kecepatan, serta perubahan ketinggian 

sedimen setelah selang waktu T tertentu, namun perubahannya cukup kecil. 
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ABSTRACT. The contollability character and normalizability of linear singular system are very 

important at application. The short paper is discussed at properties  contollability and normalizability 

of linear singular system include the following is necesarry condition and sufficient, a linear singular 

system is contollability and normalizability. Furthermore,  the relationship  between contollability and 

normalizability are pointed. If system is controllability then system is normalizability and not be 

conversely. If the system is normalizability then it inoperative that the systems is controllability. 

Given this system to system normal form then will make light of to see character by systems normal 

newly forming. 

Kata kunci: system singular linear, contorllability andnormalizability 

 
 

1. PENDAHULUAN 

Sistem linear singular yang dimaksud disini adalah sistem linear singular time 

invariant, yang berbentuk sebagai berikut: 

 

                                                                                                            (1) 
 

 
dengan x(t)Rn, u(t)Rm dan y(t)Rr  berturut-turut merupakan vektor keadaan, vektor 

masukan dan vektor keluaran. Sedangkan E, ARnxn , BRnxm dan CRrxn merupakan 

matriks–matriks konstan dengan elemen-elemen atas lapangan R, dengan rank E = q < n.  

Untuk menjamin keberadaan dan ketunggalan solusi, diasumsikan matriks pencil  (sE – A) 

regular untuk suatu skalar s. Pada Dai, 1988 dan Cobb, 1984 membahas sifat-sifat dan 

karakterisasi  sistem linear singular diantaranya meliputi stabilitas (stability), keterkendalian 

(controllability), juga kenormalan (normalizability). Pengertian regular suatu matriks pencil  

pada Gantmacher, 1960 dan sifat matriks pencil regular pada  Dai, 1988. 

  Suryowati, dkk (2002) bentuk dekomposisi standar sistem linear singular yang terdiri 

dari  dua subsistem adalah sebagai berikut 

 

 Cx(t)y(t)
Bu(t)Ax(t)(t)xE
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                                   )t(x1 = )t(xA 11  + )t(uB1  ; 
            y1(t) = C1x1(t)                               (2) 

)t(xN 2  = )t(xI 2n 2
 + u(t)B2  ; 

             y2(t) = C2x2(t)                                                                   (3) 
 

dengan x1(t) 1nR ,  x2(t) 2nR  ,  y1(t), y2(t)Rr , B1
xmn1R  ,  B2

xmn2R , C1 1rxnR  , 

C2 2rxnR  , n1 + n2 = n dan N nilpoten berindeks h. 

Persamaan (2) dan (3) masing-masing disebut subsistem pertama dan subsistem kedua. 

Sifat keterkendalian dan sifat kenormalan sistem pada sistem linear singular 

merupakan sifat yang sangat penting dalam sistem.  Dengan membawa suatu sistem ke 

bentuk sistem normal maka akan memudahkan dalam penyelesaian sistem, juga 

memudahkan dalam melihat karakterisasinya, mengingat pada sistem linear singular 

menentukan solusi dan karakterisasinya sangat rumit. Padahal pada sistem tidak semua 

sistem mempunyai sifat keterkendalian dan sifat kenormalan.  Hubungan kedua sifat 

tersebut, apakah kenormalan sistem dipengaruhi sifat keterkendalian sistem atau sebaliknya 

keterkendalian akan mempengaruhi sifat kenormalan sistem. 

Diberikan keadaan masukan kendali feedback berbentuk : 

              u(t) = K1x(t) – K2 x (t) + v(t)                                       (4) 

dengan v(t)Rm merupakan vektor masukan baru dan matriks-matriks konstan K1, K2Rmxn. 

Persamaan (4) disebut persamaan proportional dan derivative (P-D) keadaan feedback, 

sehingga dengan mensubstitusi ke persamaan (1) diperoleh  

              (E+BK2) x (t) = (A+BK1)x(t) + Bv(t)                             (5) 

Y(t)  = C x(t) 

Persamaan (5) merupakan bentuk loop tertutup  sistem linear singular. 

Jika pada persamaan (5) berlaku det(E+BK2)  0 maka sistemnya disebut sistem normal.  

Suatu sistem linear singular disebut normalizability atau dapat ternormalkan jika 

sistemnya dapat dibawa ke bentuk persamaan (5) dengan memberikan masukan keadaan 

feedback pada persamaan (4) yang sesuai, sedemikian sehingga memenuhi det(E+BK2)  0.  

Atau dikatakan bahwa dengan memberikan masukan keadaan yang sesuai maka sistem loop 

tertutup menjadi sistem normal. Sifat-sifat karakterisasi sistem normal dibahas pada  Olsder, 

1994 .  

Pengertian keterkendalian dan kenormalan sistem linear singular sudah diberikan, 

dengan demikian perlu dibahas karakterisasi keterkendalian dan kenormalan sistem linear 

singular, dalam hal ini syarat perlu dan syarat cukup suatu sistem terkendali dan sistem 
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ternormalkan juga diperiksa hubungan antara keterkendalian dan kenormalan sistem 

tersebut, selanjutnya menentukan matriks K2 supaya sistem menjadi sistem normal. 

2. LANDASAN TEORI 

Berikut ini diberikan beberapa konsep matriks dari Gantmacher, 1960 

Diberikan matriks A, ERnxn, matriks pencil sE–A disebut regular jika terdapat skalar 

Cα   yang memenuhi 0AαE   

Definisi 1 

Dua matriks A dan B yang berukuran sama (sebut nxm) dikatakan ekuivalen jika terdapat 

matriks nonsingular P berukuran mxm dan Q berukuran nxn yang memenuhi B = QAP 

Teorema 2 

Setiap matriks A berukuran nxn ekuivalen dengan suatu matriks diag[Ir , 0] yaitu terdapat 

matriks nonsingular P dan Q  sehingga QAP = diag[Ir , 0]  , r = rankA. 

Pada persamaan (1) khususnya jika matriks E = I yaitu matriks identitas maka sistem 

pada persamaan (1) menjadi sistem linear normal. Selanjutnya diberikan definisi dan sifat-

sifat sistem linear normal sebagai berikut yang diambil dari Olsder (1994). Kecuali jika 

disebutkan secara khusus. 

Bentuk umum sistem normalnya adalah sebagai berikut: 

                                                                                                          (6) 

 

Definisi  3 

Sistem linear normal dikatakan terkendali jika untuk setiap x0, x1Rn terdapat t1 > 0 dan 

masukan kendali u Rm yang memenuhi x(t1, x0, u) = x1 

Selanjutnya pada sistem normal didefinisikan matriks  sebagai matriks keterkendalian 

dengan  

 = [B, AB, A2B, …, An-1B] berukuran nxmn atas R . 

Teorema  4 

Sistem pada persamaan (6)  terkendali jika dan hanya jika rank = n.  

Teorema  5  

Sistem pada persamaan (6)  terkendali jika dan hanya jika rank[sI-A , B] = n, untuk setiap 

s C . 

Lemma 6 

 Cx(t)y(t)
Bu(t)Ax(t)(t)x
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Matriks pencil sE–A regular jika dan hanya jika terdapat matriks nonsingular P dan Q 

berukuran nxn atas lapangan R, yang memenuhi QEP = diag  N,I
1n  dan   QAP=diag

 
2n1 I,A  dengan n1+n2=n , A1 11 nxnR , N 22xnnR nilpoten berindeks h 

Dengan asumsi sistem Linear singular regular yaitu jika matriks pencil (sE–A) regular 

sehingga dengan Lemma 6 dan transformasi x(t) = P 







)t(x
)t(x

2

1 , sistem dapat dibawa ke 

bentuk standar dekomposisi berikut: 

                                   )t(x1 = )t(xA 11  + )t(uB1  ; 

                                             y1(t) = C1x1(t)                                                                  (7)                                             

)t(xN 2  = )t(xI 2n 2
 + u(t)B2  ; 

             y2(t) = C2x2(t)      (8)                                                                                 

dengan x1(t) 1nR ,  x2(t) 2nR  ,  y1(t), y2(t)Rr , B1
xmn1R  ,  B2

xmn2R , C1 1rxnR  , 

C2 2rxnR  , n1 + n2 = n dan N nilpoten berindeks h. 

Persamaan (7) dan (8) masing-masing disebut subsistem pertama dan subsistem kedua. 

Definisi 7 

Sistem linear singular  disebut  terkendali  jika untuk  setiap t1 > 0,  x1(0), wRn terdapat 

masukan kendali u(t) Rm  yang memenuhi x(t1) = w. 

Diberikan s = [B1 , A1B1 , 2
1A B1 , … , 1n

1
1A  B1] , didefinisikan sebagai matriks 

keterkendalian pada subsistem pertama dan f = [B2 , NB2 , N2B2 , … , Nh-1B2] yang 

didefinisikan sebagai matriks keterkendalian pada subsistem kedua. 

3. PEMBAHASAN UTAMA 

3.1. Keterkendalian Sistem Linear Singular 

Sifat keterkendalian adalah penting dalam sistem sistem linear singular. Berikut karakterisasi 

sifat keterkendalian pada sistem linear singular 

Teorema 8 

1.     Subsistem pertama terkendali jika dan hanya jika rank[sE-A,B] = n , sC  ,         s 

hingga. 

2.     Pernyataan–pernyataan berikut ekuivalen: 

a. Subsistem kedua terkendali 

b. Rank[B2 , NB2 , N2B2 , … , Nh-1B2]= n2 
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c. Rank[ N , B2 ] = n2 

d. Rank[ E , B ] = n 

3.   Sistem linear singular terkendali jika dan hanya jika subsistem pertama terkendali dan 

subsistem kedua   terkendali. 

Bukti : 

1. () Untuk membuktikan bahwa subsistem pertama terkendali, cukup dibuktikan   

rank[sI – A1 , B1] = n1, sC , s hingga  yang  ekuivalen  dengan  subsistem  pertama 

terkendali, dari sifat pada teori sistem normal. 

Rank[sE – A,B] = rank[sQEP – QAP , QB]  = rank 











2n

11n

BIsN0
B0AsI

2

1  = 

 rank 










0IsN0
B0AsI

2

1

n

11n  = rank[sN-
2nI ] + rank[sI–A1 ,B1]  =  

n2 + rank[sI–A1 , B1] 

Dari diketahui  rank[sE – A,B] = n, Sehingga n = n2 + rank[sI–A1 , B1], karena n = n1 +    

n2 . 

Ekuivalen dengan rank[sI – A1 , B1] = n1 , sC  , s hingga.  Jadi terbukti subsistem 

pertama terkendali jika dan hanya jika  rank[sE-A,B] = n , sC  ,  s hingga 

2. (ab)  

Dari definisi, diperoleh subsistem kedua terkendali jika untuk setiap x2(0), x2 2nR

terdapat t>0 dan uRm yang memenuhi x2 = x2(t, x2(0),u).  

Ambil sebarang x2(0) = 0, sehingga untuk t>0 diperoleh  

x2(t, 0, u) = 





1h

0i

)i(
2

i )t(uBN    = -[B2, NB2, N2B2, …, Nh-1B2]



















 )t(u

)t('u
)t(u

)1h(


 

Jadi x2(t, 0, u) Imf . Dengan demikian 2nR  Imf .  

Jelas bahwa Imf  2nR .  Jadi Imf = 2nR atau  Im[B2, NB2, N2B2,…, Nh-1B2] = 2nR   

       Atau rank[B2, NB2, N2B2 , … , Nh-1B2] = n2. 

(bc)  

Rank[B2 , NB2 , N2B2 , … , Nh-1B2] = n2  
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ekuivalen dengan subsistem kedua terkendali, sehingga rank[sI – N , B2] = n2, sC ,                       

s hingga. Nilai eigen dari matriks N yaitu sI–N = 0 implies s = 0, sehingga rank[–N , 

B2] = n2 atau terbukti bahwa rank[N , B2] = n2. 

(cd) 

Rank[E , B] = rank[QEP ,QB] = rank 








2

1n

BN0
B0I

1  = rank 








2

n

BN0
00I

1  

sehingga rank [E , B] = rank
1nI + rank[ N , B2] = n1+rank [ N , B2] = n1 + n2  = n. 

Jadi rank [E , B] = n jika dan hanya jika rank[ N , B2] = n2. 

3. ()  

Sistem linear singular terkendali, menurut definisi untuk setiap  x(0) = x0, wRn , untuk 

setiap      

t1 > 0, terdapat uRm yang memenuhi             x(t1, x0 , u) = w.   

Ambil x(0) = 







)0(x
)0(x

2

1  = 0 atau x(t1,0,u) = 







)u,0,t(x
)u,0,t(x

12

11  , dengan x1(t1,0,u)Ims dan  

x2(t1,0,u)Imf. Padahal Ims = 1nR  dan Imf = 2nR  atau 

      Im[B1, AB1, A2B1,…, 1n1A  B1] = 1nR  dan  Im[B2 ,NB2 ,N2B2 ,…, Nh-1B2] = 2nR .  

Jadi diperoleh  rank[B1, AB1,A2B1 ,… , 1n1A  B1] =  n1 dan rank[B2 ,NB2 ,N2B2 ,…, 

Nh-1B2] = n2.  

Oleh karena itu subsistem pertama terkendali dan subsistem kedua terkendali  terkendali.  

Dengan demikian sistem linear singular terkendali jika dan hanya jika subsistem pertama 

terkendali dan subsistem kedua terkendali  terkendali.  

Syarat cukup dan syarat perlu suatu sistem terkendali adalah sistem pertama dan sistem 

kedua terkendali. Jika salah satu atau kedua subsistem tersebut tidak terkendali maka sistem 

tidak terkendali. 

 

3.2. Normalizability Sistem Linear Singular 

Pada sistem linear singular time invariant dengan asumsi matriks pencil (sE–A) 

regular sehingga sistem dapat dibawa ke bentuk dekomposisi standar. Normalizability sistem 

atau sistemnya dapat dinormalkan dengan memberikan suatu keadaan feedback yang sesuai 

sehingga memenuhi syarat yang ditentukan.  

Definisi 9 
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Sistem linear singular time invariant pada persamaan (1) dikatakan normalizability jika 

dapat dipilih suatu kendali feedback  (4) sehingga sistem loop tertutup (5) normal yaitu 

E+BK20   

 

Dengan asumsi bahwa system linear singular bersifat normalizability sehingga dapat 

dipilih keadaan kendali feedback (4), sehingga sistem loop tertutupnya  yaitu pada 

persamaan (5) merupakan system normal.  Jika kondisi E+BK20 terpenuhi, maka sistem 

loop tertutup (5) akan menjadi  

x (t) = (E+BK2)-1 (A+BK1)x(t) + (E+BK2)-1Bv(t)                                                        (9) 

Persamaan di atas merupakan sistem normal.  

Pada sistem linear klasik atau sistem linear yang sering dijumpai biasanya merupakan sistem 

linear normal  sehingga sistem linear klasik ternormalkan. 

 

Teorema 10 

Pernyataan–pernyataan berikut ekuivalen: 

1. Sistem linear singular normalizability 

2. Rank [ E , B ] = n 

3. Subsistem kedua terkendali 

4. Rank [N , B2] = n2 

5. Untuk sebarang matriks nonsingular Q1 dan P1 berukuran nxn,  memenuhi Q1EP1 = 

diag(Iq , 0) , Q1B= 








2

1

B
B

 dengan 2B   matriks rank baris penuh dan rank 2B = n – 

rankE, dengan q =rank E 

Bukti: 

(12)  

Sistem linear singular normalizability, sehingga dengan menerapkan Definisi 9 maka 

terdapat matriks K2Rmxn sedemikian sehingga memenuhi   det (E+BK2) 0,  

karena (E+BK2)Rnxn berarti rank[E+BK2] = n. 

[E+BK2] = [E , B] 








2

n

K
I

sehingga rank[E+BK2] =rank [E , B] 








2

n

K
I

, berarti  rank[E , B] 

 n . 

Pada sisi lain matriks [E , B] mempunyai n baris dan (n+m) kolom. Jadi rank[E , B] = n. 
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(23)  

Diketahui Rank[E , B] = n 

Dari Lemma 6, diperoleh  rank[E , B] = rank[QEP , QB ]  

rank[E , B]  = rank 








2

1n

BN0
B0I

1  = rank 








2

n

BN0
00I

1  = n1 + rank[N , B2] = n 

sehingga diperoleh n = n1 + rank[N , B2]  berarti rank[N , B2] = n – n1 = n2. 

Jadi pernyataan 4 terbukti.  Atau dari diketahui pernyataan 2 dan telah dibuktikan 

pernyataan 4 berlaku, dituliskan  2  4. 

Dengan Teorema 8, rank[N , B2] = n2 ekuivalen dengan rank[B2,NB2,…,Nh-1B2] = n2 

artinya sub sistem kedua terkendali. Atau pernyataan 4 berlaku ekuivalen dengan 

pernyataan 3. (43).  

Jadi terbukti bahwa subsistem kedua terkendali. 

 (45)  

Diketahui pada subsistem kedua  terkendali, ekuivalen dengan rank[N , B2]= n2.   

rank [N , B2] = n2 ekuivalen dengan   rank[E , B] = n. 

rank[E , B] = rank[Q1EP1 , Q1B]  

karena Q1EP1 = diag(Iq , 0) dan Q1B= 








2

1

B
B

, sehingga 

rank[E , B]  = rank 








2

1q

B00
B0I

   = rank 








2

q

B00
00I

= q + rank 2B  =n dan q = 

rankE,   

diperoleh rank 2B = n – rankE. Karena matriks 2B  berukuran  (n–rankE)xm.  

Jadi matriks 2B  rank baris penuh. 

(5  1)  

Diketahui untuk sebarang matriks nonsingular Q1 dan P1 berukuran nxn yang memenuhi          

Q1EP1 = diag(Iq , 0),   Q1B = .
B
B

2

1








 dengan 2B  matriks rank baris penuh dan                            

rank 2B = n – rankE  sehingga rank( T
22 BB ) = n – rankE dan  T

22 BB  0.  

Ambil  K2 = [0 , 2B T]P1
-1Rmxn.  
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Untuk membuktikan sistem linear singular ternormalkan, maka cukup dibuktikan            

det(E+BK2)     0 atauE+BK20. 

(E+BK2) =Q1
-1(Q1EP1+Q1BK2P1)( P1

-1) 

E+BK2=Q1
-1(Q1EP1+Q1BK2P1) P1

-1=Q1
-1Q1EP1+Q1BK2P1P1

-1 

               =Q1
-1   1

1
1

T
2

2

1r PPB0
B
B

00
0I 


















P1

-1 

        =Q1
-1 








T

T
r

BB
BBI

22

21

0
.P1

-1=Q1
-1 T

22 BB P1
-1 0 

Karena matriks  Q1 dan P1 nonsingular berukuran nxn dan matriks Q1
-1 dan  P1

-1masing-

masing inversnya sehingga  matriks Q1
-1 dan  P1

-1 nonsingular.  Dan  T
22 BB  0 

Jadi terbukti dengan mengambil K2 =  [0 , 2B T]P1
-1Rmxn , dan diperoleh  E+BK2 0, 

sehingga sistem ternormalkan.   

 

3.3. Hubungan antara Keterkendalian dan Kenormalan Sistem 

Sistem linear singular terkendali jika dan hanya jika pada bentuk dekomposisi stendar 

sistem maka sub sistem pertama dan sub sistem kedua terkendali, ekuivalen dengan rank[sE-

A,B] = n , sC  ,  s hingga. Subsistem kedua terkendai jika dan hanya jika Rank[B2,NB2 , 

N2B2, … , Nh-1B2] = n2 jika dan hanya jika Rank[ N , B2 ] = n2  jika dan hanya Rank[ E , B ] = 

n 

Sistem linear singular normalizability jika dan hanya Rank [ E , B ] = n yang ekuivalen 

dengan subsistem kedua terkendali jika dan hanya jika Rank [N , B2] = n2 

Syarat cukup dan syarat perlu yang mempengaruhi sifat kenormalan sistem, dalam hal 

ini adalah sifat keterkendalian pada sub sistem kedua. Sistem ternormalkan maka belum 

tentu sistem tersebut terkendali.  

Contoh 1. Pada sistem linear singular diberikan matriks-matriks sebagai berikut: 

 E = 

















000
011
001

,A = 



















120
011
023

 , B = 
















1
0
0

 dan   C =  4
101  

Periksa sifat-sifat keterkendalian sistemnya dan kenormalan sistem. 
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Penyelesaian: 

Menetukan rank [sE-A, B] = rank





















1120
0011
0023

ss
s

,  untuk s = -1 maka 

 rank 




















1120
0000
0024

= 2 < 3, berdasarkan Teorema 8,  berarti subsistem pertama tidak  

terkendali, sehingga sistem tidak terkendali. 

Kemudian diperiksa rank[ E, B] =  

















1000
0011
0001

 = 3 = n, berdasarkan teorema 10 berarti 

sistem tersebut ternormalkan., sehingga disimpulkan sistem ternormalkan belum tentu 

sistemnya terkendali. 

 

Contoh 2.  Pada sistem linear singular diberikan matriks E = 

















000
010
001

,A = 




















120
011
023

 , B = 
















1
0
1

 dan   C =  110  

a. Periksa sifat-sifat keterkendalian system tersebut. 

b. Apakah system normalizability,  jika system normalizability, tentukan matriks K2 

Penyelesaian 

a. Memeriksa sifat keterkendalian system dengan menerapkan sifat-sifat pada Teorema 8 

 

rank [sE-A, B]  =  rank   





















1120
001s1
1023s

 

 

Karena 
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001s1
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 (k2-2k3 ; k4 +k3)
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s
s
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 (k1 – (s-3)k4 ; k2 – 2k4)



















0100
0011
1000

s  (s+1)k1 + k2 
















 0100
0001
1000

 

sehingga rank [sE-A, B] = rank
















 0100
0001
1000

 = 3 untuk setiap sC , sehingga.  

Jadi subsistem pertama terkendali . Kemudian dengan sifat pada teorema 8 subsistem kedua 

terkendali jika dan hanya jika  rank[E , B] = rank

















1000
0010
1001

 =3 =n. Jadi sistem 

tersebut terkendali. 

b. Sistem terkendali maka sistem linear singular tersebut normalizability yaitu terdapat 

matriks K2 pada P-D sedemikian sehingga sistem loop tertutupnya membentuk system 

linear normal. Selanjutnya menentukan matriks K2 dengan  K2 = [0 , 2B T]P1
-1 

Diketahui untuk sebarang matriks nonsingular Q1 dan P1 berukuran nxn yang memenuhi                  

Q1EP1 = diag(Iq , 0),   Q1B = .
B
B

2

1








 dengan 2B  matriks rank baris penuh.  

Matriks E = 

















000
010
001

 , dengan operasi baris elementer maka dibentuk matriks ekuivalen 

E yaitu  

diag(Iq , 0)  sehingga Q1EP1 = diag(Iq , 0),  dengan  Q1 = 

















100
010
001

 , P1 = I3 dan   

Q1B = .
1
0
1
















 

sehingga 1B  = 







0
1

, 2B  = [1]  diperoleh  K2 = [ 0 0 1] P1
-1  = [ 0  0  1].   

Akan memeriksa det (E+BK2) 0 
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 E +BK2 = 

















000
010
001

 + 
















1
0
1

[ 0  0  1] =   


































100
000
100

000
010
001

= 

















100
010
101

 

sehingga diperoleh det (E+BK2)  = -1  0, maka sistem menjadi sistem normal.  

Matriks K2 = [ 0  0  1] R1xn dan mengambil matriks K1 = 0 maka bentuk persamaan 

proportional dan derivative (P-D) keadaan feedback sebagai berikut u(t) = – K2 x (t) + v(t), 

kemudian dengan mensubstitusi ke sistem pada contoh diperoleh bentuk sistem normal 

berikut 


















100
010
101

x (t) = 



















120
011
023

x(t) +  
















1
0
1

v(t)   

                  y(t) =  110  x(t) 

 

atau  x (t) = 



















120
011
143

x(t) + 
















1
0
0

v(t)   

       y(t) =  110  x(t) 

 

4. KESIMPULAN 

Sifat-sifat keterkendalian dan sifat–sifat kenormalan sistem menunjukan bahwa 

hubungan kedua sisfat tersebut adalah kenormalan suatu sistem ekivalen dengan 

keterkendalian subsistem kedua. Jika sistem terkendali maka sistem ternormalkan dan 

sebaliknya jika sistem ternormalkan maka belum tentu sistem  tersebut terkendali.  Syarat 

perlu dan syarat cukup suatu sistem ternormalkan yaitu jika sub sistem kedua terkendali.   

Sistem Linear singular dikatakan normalizability yaitu dapat dipilih proportional dan 

derivative (P-D) keadaan kendali feedback dengan mengambil matriks K2 = [ 0 , 2B ] P1
-1 

sedemikian sehingga sistem loop tertutupnya normal.  
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ABSTRACT. This paper will discuss the construction on the formulae to compute the velocity of 

Koran recitation. Through the constructed formulae, one can find the ideal duration and velocity 

to recite Koran hence he/she can finish (khatam) his/her recitation according to the practices as 

advised by the prophet (Muhammad saw) 

Keyword : velocity, Koran recitation. 

 
 

1. PENDAHULUAN  

 

Matematika sebagai alat dapat dimanfatkan untuk menyelesaikan berbagai 

permasalahan kehidupan. Tak hanya permasalahan di bidang teknik, ekonomi dan 

kedokteran yang memerlukan keterlibatan matematika dalam penyelesaiannya, 

permasalahan keagamaan pun juga memerlukan keterlibatan ilmu matematika. 

Keterlibatan ilmu matematika dalam menyelesaikan permasalahan kagamaan semakin 

jelas dan terdukung dengan berkembangnya kajian tentang integrasi-interkoneksi antara 

sains dan agama. Dalam makalah ini kecepatan yang merupakan salah satu konsep 

matematika akan digunakan untuk menentukan waktu ideal dan kecepatan baca ideal 

seseorang dalam membaca Al Qur’an. 

Kecepatan adalah sebuah konsep dalam  matematika yang menghitung 

perbandingan perubahan suatu kuantitas yang dinyatakan dengan sebuah fungsi 

dibandingkan dengan selisih variabel yang bersesuaian dalam fungsi tersebut. Dalam hal 

membaca Al Qur’an, yang dimaksud dengan kecepatan adalah perbandingan jumlah ayat 

atau banyaknya halaman yang dibaca dengan lama waktu dalam membacanya.  

Makalah ini akan membahas pengkonstruksian model matematika yang 

menyatakan kecepatan seseorang dalam membaca Al Qur’an. Melalui konstruksi model 

tersebut dapat dicari keadaan ideal berapa lama waktu yang dibutuhkan oleh seseorang 

dalam membaca Al Qur’an dan berapa kecepatan baca yang ideal sehingga seseorang 

dapat mengkhatamkan kitab Al Qur’an sesuai dengan standar yang telah dianjurkan oleh 

Rasulullah saw. 
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2. STRUKTUR AL-QUR’AN DAN KEWAJIBAN MENGKHATAMKANNYA 

 

Ditinjau dari segi bahasa (etimologi), Al-Qur'an berasal dari bahasa Arab yang 

berarti "bacaan" atau "sesuatu yang dibaca berulang-ulang". Kata Al-Qur'an adalah 

bentuk kata benda (masdar) dari kata kerja qara'a yang artinya membaca. Pemakaian 

kata ini dapat dijumpai pada salah satu surat Al-Qur'an yakni pada Surat Al Qiyamah ayat 

17 dan 18, yaitu :  

"Sesungguhnya mengumpulkan Al-Qur'an (di dalam dadamu) dan 

(menetapkan) bacaannya (pada lidahmu) itu adalah tanggungan Kami. 

(Karena itu), jika Kami telah membacakannya, hendaklah kamu ikuti 

bacaannya".  

Sedangkan arti Al-Qur’an secara istilah adalah Kalam Allah yang menganung mukjizat, 

yang diturunkan kepada Nabi Muhammad saw yang tertulis dalam mushaf yang 

diriwayatkan dengan mutawatir, dan membacanya bernilai ibadah [4]. 

Al-Qur'an yang terdiri atas 114 surat dapat dibagi menjadi beberapa bagian. 

Struktur pembagian Al-Qur’an yang terbesar adalah manzil. Secara bahasa manzil berarti 

bangunan atau rumah. Al-Qur'an dibagi menjadi 7 manzil, pembagian ini mempunyai 

tujuan agar pembacaan Al-Qur’an selesai dalam 7 hari (satu minggu). Struktur pembagian 

Al-Qur’an yang kedua adalah juz. Al-Qur'an dibagi menjadi 30 juz dengan panjang yang 

sama. Pembagian ini untuk memudahkan mereka yang ingin mengkhatamkan bacaan Al-

Qur'an dalam 30 hari (satu bulan). Kedua jenis pembagian ini tidak memiliki hubungan 

dengan pembagian subyek bahasan tertentu yang dimuat dalam Al-Qur’an [6]. 

Pembagian Al Qur’an yang ketiga adalah berdasarkan surat. Al-Qur'an terdiri atas 

114 surat. Setiap surat terdiri atas beberapa ayat yang tidak sama jumlahnya. Surat 

terpanjang berisi 286 ayat yaitu surat Al-Baqarah dan surat terpendek hanya memiliki 3 

ayat yaitu surat Al ‘Ashr, Al-Kautsar, dan An Nashr. Para ulama berbeda pendapat dalam 

menyatakan jumlah total ayat dalam Al-Qur'an. Sebagian besar menyatakan jumlah total 

ayat dalam Al-Qur'an adalah 6236 ayat. Perbedaan pendapat tersebut bukan disebabkan 

perbedaan isi Al-Qur’an, melainkan karena perbedaan cara menghitung jumlah ayat 

dalam Al-Qur’an. Surat-surat yang panjang terbagi lagi atas beberapa sub-bagian yang 

disebut ruku', total ruku’ dalam Al-Qur’an berjumlah 558. Setiap ruku' membahas tema 

atau topik tertentu [6].  
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Rasulullah saw mewajibkan seluruh umat Islam untuk membaca Al-Qur’an dan 

menjadikannya sebagai ibadah harian. Rasulullah saw bersabda [1] 

“Bacalah Al-Qur’an, karena sesungguhnya ia akan datang pada hari 

kiamat sebagai syafaat bagi orang-orang yang menjadi sahabatnya. 

(HR Bukhari) 

Membaca kitab Al-Qur’an tidaklah sama dengan membaca bacaan yang lainnya. Hal ini 

dikarenakan Allah swt berjanji memberikan pahala dan keutamaan bagi para pembaca Al-

Qur’an meskipun belum lancar dalam membacanya. Rasulullah bersabda [1] 

"Orang yang membaca Al-Qur'an dan ia mahir membacanya, maka 

kelak ia akan bersama para malaikat yang mulia lagi taat kepada Allah, 

dan orang yang membaca Al-Qur'an, sedang ia masih terbata-bata lagi 

berat dalam membacanya, maka ia akan mendapatkan dua pahala." 

(HR. Bukhari Muslim) 

 

Mengenai perintah mengkhatamkannya, Rasulullah memberikan petunjuk dalam 

beberapa hadits berikut [2] 

Dari Abdullah bin Amru bin Ash, dari Rasulullah saw., beliau berkata, 

“Tamatkanlah Al-Qur’an dalam waktu satu bulan”. Saya berkata, 

“Wahai Rasulullah, saya mampu melakukan lebih dari itu”. Rasulullah 

bersabda, “Tamatkanlah dalam waktu sepuluh hari”. Saya menjawab, 

“Wahai Nabiyullah, saya mampu melakukan lebih dari itu”, Rasulullah 

menjawab, “Tamatkanlah dalam seminggu dan jangan kurang dari 

itu”. (HR. Bukhari Muslim). 

 

“Tidak akan faham orang yang menamatkan bacaan Al-Qur’an kurang 

dari tiga hari”. (HR Abu Daud, Tirmidzi dan Ibnu Majah) 

 

Dari dua hadits di atas dapat disimpulkan bahwa berdasarkan petunjuk Rasulullah 

saw waktu ideal membaca kitab Al-Qur’an hingga khatam adalah tiga hari sampai satu 

bulan. Hal ini ditegaskan oleh Hasan Al Banna dalam nasehatnya “Hendaklah engkau 

memiliki wirid harian dari kitabullah tidak kurang dari satu juz. Usahakan untuk 

mengkhatamkan Al-Qur’an dalam waktu tidak lebih dari sebulan dan tidak kurang dari 

tiga hari” [2]. Selain tiga hari dan satu bulan Al-Qur’an juga bisa dikhatamkan dalam 

waktu sepuluh hari dan satu minggu. 
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3. KONSEP KECEPATAN 

 

 Kecepatan adalah sebuah konsep dalam  matematika yang menghitung 

perbandingan perubahan suatu kuantitas yang dinyatakan dengan sebuah fungsi 

dibandingkan dengan selisih variabel yang bersesuaian dalam fungsi tersebut. Dalam hal 

membaca Al Qur’an, yang dimaksud dengan kecepatan adalah perbandingan jumlah ayat 

atau banyaknya halaman yang dibaca dengan lama waktu dalam membacanya. Pada 

makalah ini waktu baca diwakili oleh unsur jumlah hari yang dialokasikan untuk 

membaca dan jumlah menit yang dialokasikan pada hari saat membaca. Kecepatan 

membaca diasumsikan konstan sehingga kecepatan baca yang dikonstruksikan dalam 

makalah ini mirip dengan kecepatan rata-rata [5]. 

 

4. KONSTRUKSI RUMUS KECEPATAN UNTUK MENGKHATAMKAN  

AL QUR’AN 

 

Permasalahan yang ingin diselesaikan dalam malakah ini adalah mencari waktu 

dan kecepatan baca yang ideal dalam sehari untuk membaca Al-Qur’an sehingga Al-

Qur’an dapat dikhatamkan dalam waktu satu bulan. Permasalahan tersebut akan 

diselesaikan dengan mengkontruksikan model matematika yang menggambarkan 

kecepatan seseorang dalam membaca Al-Qur’an. Untuk  membatasi konstruksi model 

yang akan dibentuk, berikut ini adalah asumsi yang digunakan dalam mengkonstruksikan 

model : 

a. Faktor yang mempengaruhi seseorang dalam mengkhatamkan Al-Qur’an dibatasi 

pada [3]: 

i. Jumlah hari yang dialokasikan untuk membaca 

ii. Jumlah waktu yang dialokasikan pada hari saat membaca  

iii. Kecepatan membaca 

b. Jumlah hari yang dialokasikan untuk membaca maksimal 30 hari. Variabel jumlah 

hari menjalani nilai-nilai diskret dari 0 sampai 30. 

c. Jumlah waktu yang dialokasikan pada hari saat membaca maksimal 24 jam atau 

1.440 menit. Variabel jumlah waktu yang dialokasikan menjalani nilai-nilai yang 

kontinu pada interval  0,1440 . 
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d. Jumlah waktu yang dialokasikan pada hari saat membaca dihitung dengan satuan 

menit/hari. 

e. Kecepatan membaca dihitung dengan satuan juz/menit. 

f. Kecepatan membaca diasumsikan tetap/konstan, relatif terhadap pemilihan jumlah 

hari dan waktu yang dialokasikan. 

 

Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, maka dapat dibuat model matematika yang 

menggambarkan kecepatan seseorang dalam mengkhatamkan Al-Qur’an sebagai berikut. 

                                                            30k
h a




                                                                     

(1) 

Keterangan notasi : 

k = kecepatan membaca Al-Qur’an juz/menit 

30 = jumlah juz dalam Al-Qur’an juz 

h = jumlah hari yang dialokasikan untuk membaca hari 

a = jumlah waktu yang dialokasikan pada hari saat membaca menit/hari 

 

5.   VALIDASI RUMUS 

 

Besaran k dalam persamaan (1) di atas dapat dipandang sebagai suatu fungsi yang 

tergantung pada variabel h dan a. Sehingga untuk memvalidasi persamaan (1) di atas, 

dapat diambil sampel nilai h dan a yang cukup ekstrem dan dilihat nilai fungsinya. 

Untuk nilai 0h   yang berarti tidak ada hari yang dialokasikan untuk membaca, 

maka jumlah waktu yang dialokasikan untuk membaca juga tidak ada yaitu 0a  . 

Sehingga diperoleh 

                                          30  tak terdefinisi
0 0

k  


.                                               (2) 

Hal ini memberikan arti bahwa kecepatan membaca Al-Qur’an seseorang tidak dapat 

dihitung jika orang tersebut tidak pernah membaca Al-Qur’an. 
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 Di lain pihak, meskipun seseorang lancar dalam membaca Al-Qur’an, sehingga 

0k  , akan tetapi ia tidak pernah mengalokasikan waktu untuk membaca Al-Qur’an (

0a  ) maka kondisi di atas dapat digambarkan dalam persamaan 

                                                  30  tak terdefinisi
0

h
k

 


.                                                (3) 

Persamaan di atas mengatakan bahwa Al-Qur’an tidak pernah dikhatamkan oleh 

seseorang yang tidak pernah mengalokasikan waktu untuk membaca Al-Qur’an.\ 

Jika 0k   yang berarti orang tersebut sangat tidak lancar membaca Al-Qur’an, 

meskipun orang tersebut mengalokasikan waktu selama 24 jam dalam sehari untuk 

membaca Al-Qur’an yaitu 24a   akan diperoleh 

                                                             0

30lim

 
k

h
k a




 
,                                                        (4) 

yang berarti untuk mengkhatamkan Al-Qur’an ia membutuhkan waktu yang sangat lama. 

Pengambilan beberapa nilai h dan a di atas selalu memberikan intepretasi model yang 

logis. Berdasarkan hal tersebut dapat disimpulkan model matematika (1) adalah model 

matematika yang valid. 

 

6.    WAKTU DAN KECEPATAN BACA IDEAL 

 

Berdasarkan asumsi pemodelan yang dibangun, kecepatan seseorang dalam 

mengkhatamkan Al-Qur’an dipengaruhi oleh jumlah hari yang dialokasikan untuk 

membaca, jumlah waktu yang dialokasikan pada hari saat membaca, dan kecepatan 

membaca. Sehingga dalam tahap awal jika seseorang ingin mengkhatamkan Al-Qur’an 

sesuai dengan tuntunan Rasululah maka variabel yang sangat berperan adalah alokasi 

waktu baca. Hal ini dikarenakan lebih mudah bagi seseorang untuk meningkatkan dan 

mengelola  jumlah waktu yang dialokasikan untuk membaca Al-Qur’an daripada 

meningkatkan  kecepatan membaca Al-Qur’an. dengan demikian menentukan waktu ideal 

dalam mengkhatamkan  Al-Qur’an adalah langkah pertama yang bisa diusahakan oleh 

seseorang. 

Waktu ideal yang paling longgar dalam mengkhatamkan  Al-Qur’an berdasarkan 

hadits Rasulullah adalah satu bulan (30 hari). Dengan mengasumsikan setiap hari 

seseorang mengalokasikan waktu untuk membaca Al-Qur’an  30h  , dan kecepatan 

baca Al-Qur’an adalah 1
60k   juz/menit (satu juz diselesaikan dalam waktu satu jam), 
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dapat dicari waktu yang harus dialokasikan tiap hari sehingga seseorang dapat 

mengkhatamkan Al-Qur’an dalam waktu satu bulan. Mengunakan persamaan (1) 

diperoleh 

                                           

30 juz

30juz  
130 hari juz/menit60

  60 menit/hari.

a
h k









                                          (5) 

Sehingga waktu yang harus dialokasikan agar  Al-Qur’an khatam dalam waktu satu bulan 

adalah  60 menit tiap hari . 

Setelah seseorang terbiasa untuk membaca Al-Qur’an ia bisa mengusahakan 

meningkatkan kecepatan bacanya sehingga waktu yang harus dialokasikan menjadi 

semakin sedikit ataupun Al-Qur’an lebih cepat dikhatamkan. Misalkan seseorang yang 

ingin mengkhatamkan Al-Qur’an dalam waktu satu bulan dan waktu yang dialokasikan 

untuk membaca adalah 40 menit tiap hari ( 30  dan  40 menit/harih a  ), maka kecepatan 

baca yang harus dimiliki adalah 

                                                 

30 juz

30 juz  
30 hari 40 menit/hari
1   juz/menit.
40

k
h a









                                   (6) 

 

7. KESIMPULAN  

 

Makalah ini telah mengkaji pengkontruksian model matematika yang menyatakan 

kecepatan seseorang dalam membaca Al-Qur’an. Melalui model tersebut didapat jika 

seseorang ingin mengkhatamkan  Al-Qur’an dalam waktu satu bulan dan waktu yang 

dialokasikan untuk membaca adalah 40 menit tiap hari maka kecepatan baca yang harus 

dimiliki adalah 1  juz/menit
40

. Meskipun demikian model ini masih sangat sederhana, 

sehingga pengembangan model matematika yang lebih akurat masih dapat dilakukan. 

Diantaranya adalah dengan mengasumsikan kecepatan baca Al-Qur’an bukan lagi fungsi 

yang konstan akan tetapi fungsi yang berubah-ubah menurut waktu sehingga lebih 

menggambarkan obyek yang dimodelkan. 
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Abstrak :Sungai mempunyai banyak jenis model aliran, seperti aliran lurus dan bercabang yang 

berupa persimpangan dua sungai. Pada penelitian ini akan dibahas tentang sedimentasi pada 

persimpangan dua sungai.  Dalam aliran pada persimpangan dua sungai terdapat dua sungai utama 

yang mengalir pada hilir yang sama. Metode Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) merupakan 

metode yang dalam penerapannya tidak menggunakan pias (grid/mesh), sehingga metode ini 

sangat bermanfaat pada masalah dengan boundary domain yang tidak kontinu atau yang bergerak. 

Dari hasil simulasi yang dilakukan, dengan kecepatan sungai pertama v1 = 0.05, yaitu 50% dari 

kecepatan pada persimpangan dua sungai dan kecepatan sungai kedua v2 = 0.09, yaitu 90% dari 

kecepatan pada persimpangan dua sungai, diperoleh bahwa setelah waktu T = 5, kecepatan turun 

sebesar 0.195987 dan ketinggian sedimen naik 2.9196 x 10-3, dengan melakukan perubahan sudut 

aliran pada sungai pertama dari 600  ke 300 dan perubahan sudut aliran pada sungai kedua dari 360  

ke 720. Diperoleh bahwa setelah waktu T= 5,  ketinggian sedimen naik sebesar 2.906 x 10-3 dan 

kecepatan turun sebesar 0.196018. Jadi perubahan sudut maupun perubahan kecepatan pada sungai 

pertama dan kedua, tidak memberi pengaruh yang signifikan pada kedalaman sungai,   ketinggian 

sedimentasi dan kecepatan aliran pada persimpangan dua sungai  

Kata kunci :Persimpangan dua sungai, Sedimentasi,  Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) 

 
1. PENDAHULUAN 

Sungai mempunyai banyak manfaat bagi kehidupan manusia. Manfaat yang penting 

bagi manusia adalah sebagai tempat penampungan air ketika musim hujan. Sungai 

mempunyai banyak jenis aliran air. Seperti, aliran air pada sungai lurus, aliran air pada 

sungai bercabang dan aliran air pada persimpangan dua sungai. Pendangkalan sungai 

dapat mengakibatkan bencana banjir pada musim hujan. Salah satu sebab terjadinya 

pendangkalan sungai adalah adanya pengendapan sedimen pada sungai. 

Sedimen adalah hasil proses erosi, baik berupa erosi permukaan, erosi parit, atau 

jenis erosi tanah lainnya. Proses terjadinya sedimentasi dapat dimodelkan secara 

matematis sehingga proses perubahan morfologi sungai akibat adanya sedimentasi  

tersebut dapat diketahui. Model sedimentasi ini dibangun dengan menggunakan 
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pendekatan metode volume hingga dan diselesaikan dengan metode Meshless Local 

Petrov-Galerkin (MLPG). Metode ini relatif baru dan masih  terus dikembangkan pada 

permasalahan dinamika fluida. Salah satu keunggulan dari metode ini adalah dalam 

proses diskritisasi daerah penyelesaian (domain). 

Metode meshless bertujuan untuk menghilangkan grid atau untuk mengurangi 

kesulitan dalam membuat grid dengan menggunakan titik sebagai penggantinya. Metode 

ini sangat fleksibel, akurat dan tidak menggunakan grid sama sekali dalam penerapannya, 

baik untuk tujuan interpolasi ataupun untuk  tujuan perhitungan integral. Bahkan karena 

kecepatan, keakuratan, dan keandalannya, metode ini diprediksi dapat menggantikan 

metode FEM dimasa mendatang.Pada penelitian ini akan dibahas kontur sedimentasi pada 

persimpangan  dua sungai utama dengan mengunakan metode Meshless Local Petrov-

Galerkin (MLPG). 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1 Sedimentasi 

 Sedimentasi terjadi karena adanya partikel-partikel padat (sedimen) yang ikut 

terbawa oleh aliran air. Mekanisme pengangkutan sedimen ini dikategorikan menjadi dua, 

yaitu bed load dan suspended load. Proses sedimentasi pada aliran sungai merupakan 

suatu proses yang alami. Namun karena berbagai faktor, sedimentasi menimbulkan 

berbagai masalah dan dapat menimbulkan dampak yang berbahaya bagi lingkungan 

sekitarnya. Proses terjadinya sedimentasi terdiri dari dua bagian, yaitu hidrodinamika dan 

morfologi.  

Bed load adalah adalah butiran sedimen yang bergerak atau berpindah dengan cara 

menggelinding, meluncur atau melompat. Salah satu rumus yang popular untuk 

menghitung banyaknya sedimen pada transpormasi sedimen adalah rumus Meyer- Peter 

dan Muller (Yang,1996).Rumus ini antara lain diterapkan oleh Liu (2001). 

Rumus Meyer-Peter & Muller (Liu, 2001) 
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Suspended load adalah transportasi sedimen dengan cara melayang di dalam air. 

Transportasi sedimen jenis ini biasanya terjadi pada aliran yang turbulen (Yang, 1996). 

Perubahan morfologi sungai diasumsikan hanya terjadi pada dasar sungai dan diakibatkan 

oleh adanya proses gerusan dan pengendapan. Perubahan dasar sungai ini dapat dihitung 

denan menggunakan persamaan kekekalan massa untuk transportasi sedimen. Yang 

(1996) menyebutnya persamaan ini persamaan kekekalan massa gelombang pasir, yaitu: 

  

 

 

 

 

2.2 Persimpangan Dua Aliran Sungai 

Persimpangan dua aliran sungai merupakan suatu fenomena alam yang menarik dan 

sangat kompleks. Dalam aliran pada persimpangan dua sungai terdapat dua sungai utama 

yang mengalir pada hilir yang sama. 

Salah satu model aliran sungai yang cukup baik telah dikembangkan oleh shazy 

shabayek, dkk(2002).model ini di bagi menjadi dua bagian yaitu sungai utama (main 

stream) dan anak sungai (lateral stream). 

Markup (2001) secara matematis telah menurunkan persamaan kekekalan massa 

dan momentum. Persamaan tersebut adalah : 

 q
x
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dengan : 

 Y = ketinggian dasar sungai,  

P  = porositas, dan qb  = bed load 

dengan : 
qb = banyaknya sedimen bed load 
s  = ss  , = massa jenis sedimen 
ρ     = massa jenis air 
g = kecepatan gravitasi,  
d50 = rata-rata diameter sedimen 

047.0c , 0.8mC , 0.1 , 
U =kecepatan aliran sungai, 
 h = kedalaman 
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forces

uA
dt
d 0

dengan :  A = luas penampang  B = lebar permukaan air 

    Q = debit aliran  Z = ketinggian aliran air 

    V = kecepatan aliran lateral  = sudut antara aliran utama dan aliran lateral 

    Q = debit aliran lateral C*= koefisien Chezy 

    g = gravitasi 

 

2.3  Metode Volume Hingga 

Banyak permasalahan di bidang mekanika fluida yang harus dianalisis dengan 

mengamati suatu daerah berhingga (volume hingga) dari suatu domain yang besar. Dasar-

dasar yang digunakan oleh mode ini untuk dapat diterapkan adalah hukum-hukum 

pertama dan kedua termodinamika. 

Hukum kekekalan massa untuk suatu volume kendali dapat dinyatakan dengan persamaan 

adalah : 

  

Hukum kekekalan momentum dapat dinyatakan dengan : 

    
forces

FuAuu
dt
d


 

 

 

Force atau gaya aliran fluida terdiri dari 2 tipe yaitu surface forces dan body force. 

 

2.4 Metode Meshless Local Patrov-Galerkin (MLPG) 

Metode meshless ini dikenal sangat efektif dimplementasikan dalam bidang 

komputasi sains dan teknik, namun dalam hal kecepatan dan keandalan masih perlu terus 

dikembangkan. Tujuan utama dari metode meshless ini adalah menghindari penggunaan 

pias (mesh/grid). penjelasan dari subdomain tersebut dapat dilihat pada gambar 5.1. 

berikut : 

 
Gambar 5.1. Local subdomain Ωs 

 

dengan : massa =  ,  = massa jenis dan  = volume 

u= kecepatan , dan A = luas permukaan 
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Perbedaan lain local weak ini dengan bentuk  global weak pada umumnya adalah 

pada space domain yang digunakan. Pada global weak, space dari fungsi trial dan test 

adalah sama, sedangkan pada local weak, space dari fungsi trial dan fungsi test dapat 

berbeda. 

Misalnya sebuah fungsi taksiran u(x) pada domain Ω dengan titik-titik sebaran 

{xi}, i = 1,21.....n, penaksiran moving last square (MLS) uh (x) dari u(x), AxΩ dapat 

didenisikan sebagai : 

       xxaxpxu Th  

dengan,         xpxpxpxp m
T ,....,, 21  adalah basis monomial lengkap order m. 

Sebagai contoh pT(x) untuk dua dimensi, bentuk linier :     3,,,1  myxxpT  

A(x) adalah vektor yang memuat koefisien fungsi a1(x), j = 1,2.....,m.merupakan fungsi-

fungsi dari variabel x  yang diperoleh dengan meminimumkan norm diskrit berbobot L2 

dan didefinikan sebagai berikut:   



n

i
ii

T
i uxxxwx

1

2ˆ)()()()( apJ  

Dengan wi(x) adalah fungsi bobot dari titik i, dengan wi(x) > 0 untuk semua x yang 

berada didalam support dari wi(x), n adalah banyaknya titik yang berada di dalam domain 

Ω dimana wi(x)> 0. 

Matrik P dan W didefinisikan sebagai berikut : 
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dan u = [u1, u2, ......un],u1 adalah nilai fiktif dan bukan nilai sebenarnya dari fungsi uh(x) 

secara umum. Dengan meminimumkan J pada persamaan akan diperoleh nilai dari a(x), 

dengan hubungan antara a(x) dan u sebagai berikut : 

û)()(a)( xxx BA   
dengan menyelesaikan persamaan  terhadap a(x), maka diperoleh : 

dengan : 

 Y = ketinggian dasar sungai, 

P  = porositas, dan qb  = bed load 
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dengan, )()()()( -1T xxxxT BAP adalah fungsi nodal dari x 

Fungsi bobot  yang digunakan pada penelitian ini adalah fungsi bobot spline.: 

Fungsi bobot spline adalah : 
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dengan ii xxd   yang merupakan jarak antara x dan xi adalah konstanta, dan ri adalah 

ukuran dari support untuk fungsi bobot wi. 

Persamaan approksimasi MLS disubstitusi ke persamaan bentuk weak tersebut. Hasil 

subtitusi tersebut kemudian dibentuk menjadi sistem persamaan linear berikut : 

fu.K ˆ     
 fu.CuK  ˆˆ  

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini akan dilakukan simulasi dari hasil analisa yang telah dilakukan.  

governing equation aliran pada persimpangan dua sungai adalah sebagai berikut : 
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Sedangkan untuk boundary condition    pada aliran sungai seperti pada Gambar 4.1. 

berikut: 
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Gambar 6.1. boundary condition aliran sungai 

 

Persamaan yang digunakan untuk menghitung sedimen adalah : 
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1 Penerapan Metode MLPG 

Dari hasil analisa, governing equation pada persimpangan pada dua sungai adalah: 

   

    

































































































0
coscos

2

coscos

1
2

1
0

1
2

1

222111

21

2

*21

2211

222







QvQv

hb
C
ULSSgh

QQ

pq
gh

y
pq
ghhu

hu

x
z
hu
h

t
xx

bbb

 

dimisalkan;  
 

 
 

,
1

2
1

0
,

1
2

1, 222
























































pq
ghEH

pq
ghhu

hu
EF

z
hu
h

E

bbb

 

    



































0
coscos

2

coscos

2211

21

2

*21

2211







vv

hb
C
ULSSgh

QQ

Gdan xx
e

 

Maka governing equation untuk persimpangan pada dua sungai menjadi : 
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Nilai E didekati dengan menggunakan pendekatan MLS sehingga menjadi 
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dengan sll adalah indeks terkecil dan srl adalah indeks terbesar dari titik-titik diskrit yang 

berada dalam subdomain  srslsx xx  dan  srslsy yy , maka 
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turunan terhadap waktu pada fungsi MLS adalah: 
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dengan mengimplementasikan MLS pada model sedimentasi, maka didapatkan 

persamaan sebagai berikut: 
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dalam bentuk matriks dapat ditulis menjadi 
0ˆˆ  fECEK  

2 Diskritisasi Terhadap Waktu 

Hasil dari penerapan metode MLPG pada model sedimentasi didiskritisasi terhadap 

waktu dengan menggunakan deret Taylor. Sehingga diperoleh : 
      ftEtCKKE ttt   ˆˆ 1  

3 Simulasi 

Simulas 1 
T  =5  waktu   teta1 = 6/18*pi sudut pada aliran sungai1 
 t =0.5  delta t   teta2 =4/20*pi  sudut pada aliran sungai2 
h =0.8  kedalaman v1 = 0.05           kecepatan sungai 1 
u =0.1 kecepatan  v2  = 0.09            kecepatan sungai 2 
zb =0.3 ketinggian sedimen 

 
 (a) (b) (c) 

Gambar 10.1. (a) plot kedalaman sungai, (b) plot kecepatan  

dan (c) plot ketinggian sedimentasi 
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Pada Simulasi 1, diberikan inputan untuk kecepatan awal aliran vl = 0.05 dan v2=0.09 

atau 50% dan 90% dari kecepatan pada persimpangan sungai u = 0.1. dan sudut pada 

aliran sungai 1 = 600 dan sudut sungai 2 = 360. Pada Gambar 10.1. (a) terlihat bahwa 

aliran dengan kondisi awal kedalaman h= 0.8 pada semua posisi (x) dan setelah waktu T 

terjadi perubahanya itu kedalamannya turun sekitar 0.0029196. Pada Gambar (b) terlihat 

bahwa aliran dengan kondisi awal kecepatan u= 0.1 pada semua posisi (x) dan setelah 

waktu T terjadi perubahan yaitu kecepatannya turun sekitar 0.195987. dan pada Gambar 

(c) terlihat bahwa aliran dengan kondisi awal ketinggian sedimen zb= 0.3, pada semua 

posisi (x) dan setelah waktu T terjadi perubahan yaitu ketinggian sedimen naik sekitar 

0.0029196. 

Simulasi 2 
T  =5  waktu   teta1 =3/18*pi sudut pada aliran sungai1 
 t =0.5  delta t   teta2 =8/20*pi  sudut pada aliran sungai2 
h =0.8   kedalaman v1 = 0.05          kecepatan sungai 1 
u =0.1 kecepatan  v2  = 0.09            kecepatan sungai 2 
zb =0.3 ketinggian sedimen 

 
 (a) (b) (c) 

Gambar 10.2. (a) plot kedalaman, (b) plot kecepatan dan (c) plot ketinggian sedimentasi. 

Pada Simulasi 2, diberikan inputan untuk kecepatan awal aliran vl = 0.05, v2=0.09 dan 

kecepatan pada persimpangan sungai u = 0.1. dan sudut pada aliran sungai 1 berubah dari  

600 menjadi 300  dan sudut sungai 2 dari 360 menjadi 720. Pada Gambar 10.2.(a) terlihat 

bahwa aliran dengan kondisi awal kedalaman h= 0.8 pada semua posisi (x) dan setelah 

waktu T terjadi perubahan yaitu kedalamannya turun sekitar0.002906. Pada Gambar (b) 

terlihat bahwa aliran dengan kondisi awal kecepatan u= 0.1 pada semua posisi (x) dan 

setelah waktu T terjadi perubahan yaitu kecepatannya turun sekitar 0.196018. Pada 

Gambar(c) terlihat bahwa aliran dengan kondisi awal ketinggian sedimen zb= 0.3, pada 

semua posisi (x) dan setelah waktu  T terjadi perubahan yaitu ketinggian sedimen naik 

sekitar 0.002906. 

Simulasi 3 

T  =5  waktu   teta1 =6/18*pi sudut pada aliran sungai1 
 t =0.5  delta t   teta2 =4/20*pi  sudut pada aliran sungai2 

0
5

10
15

0

5

10

15

0.797

0.798

0.799

0.8

0.801

 

posisi (x)

kedalaman sungai(h) sepanjang x dari waktu t=t0 sampai t=T 

waktu (t)

 

ke
da

la
m

an
 (h

)

0.7975

0.798

0.7985

0.799

0.7995

0.8

0
5

10
15

0

5

10

15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

 

pos isi (x)

kecepatan sungai(u) sepanjang x dari waktu t=t0 sampai t=T 

waktu (t)

 

ke
ce

pa
ta

n 
(u

)

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0
5

10
15

0

5

10

15
0.3

0.301

0.302

0.303

0.304

 

posisi (x)

ketinggian sedimen (zb) sepanjang x  dari waktu t=t0 sampai t=T

waktu (t)
 

ke
tin

gg
ia

n 
se

di
m

en
 (z

b)

0.3

0.3005

0.301

0.3015

0.302

0.3025



 
 
 
 
Kontur Sedimentasi pada Persimpangan Dua  ...                                                            FMIPA UNS                                          
 

 
 Seminar Nasional Matematika 2010 156 Prosiding 
 
 

 

0

5
10

15

0

5

10

15
0.3

0.301

0.302

0.303

0.304

 

posisi (x)

ketinggian sedimen (zb) sepanjang x dari waktu t=t0 sampai t=T

waktu (t)
 

ke
tin

gg
ia

n 
se

di
m

en
 (z

b)

0.3

0.3005

0.301

0.3015

0.302

0.3025

h =0.8    kedalaman v1  = 0.05        kecepatan sungai 1 
u =0.1 kecepatan  v2  = 0.05        kecepatan sungai 2 
zb =0.3 ketinggian sedimen 

Pada Simulasi 3, diberikan inputan untuk kecepatan awal aliran vl = 0.05 dan v2=0.05 

atau 50% dan 50% dari kecepatan pada persimpangan sungai u = 0.1. dan sudut pada 

aliran sungai 1 = 600 dan sudut sungai 2 = 360 

 
 (a) (b) (c) 

Gambar 10.3. (a) plot kedalaman, (b) plot kecepatan dan (c) plot ketinggian sedimentasi 

Pada Gambar 10.3. (a) terlihat bahwa aliran dengan kondisi awal kedalaman h= 0.8 pada 

semua posisi (x) dan setelah waktu T terjadi perubahan yaitu kedalamannya turun 

sekitar0.0029197.Pada Gambar 4.4.(b) terlihat bahwa aliran dengan kondisi awal  

kecepatan u= 0.1 pada semua posisi (x) dan setelah waktu T terjadi perubahan yaitu 

kecepatannya turun sekitar 0.196033. dan Pada Gambar 4.4.(c) terlihat bahwa aliran 

dengan kondisi awal  ketinggian sedimen zb= 0.3, pada semua posisi (x) dan setelah 

waktu T terjadi perubahan yaitu ketinggian sedimen naik sekitar 0.0029197. 

 

4 KESIMPULAN 

Dari hasil analisa dan pembahasan yang telah dilakukan dapat ditarik kesimpulan sebagai 

berikut:  

1. Perubahan sudut dengan memperbesar sudut maupun sebaliknya pada sungai 

pertama dan sungai kedua seperti pada simulasi 1 dan 2 memberi pengaruh yang 

sangat kecil pada kecepatan sungai dan ketinggian sedimentasi. Pada kecepatan 

sungai terjadi penurunan dengan selisih sekitar 3.1 x 10-5 dan pada ketinggian 

sedimentasi terjadi kenaikan dengan selisih sebesar 1.36x10-5.  

2. Perubahan kecepatan dengan memperbesar kecepatan aliran pada sungai pertama 

dan sungai kedua pada sinmulasi 1 dan 3 tidak memberi pengaruh yang signifikan 

pada kecepatan sungai dan ketinggian sedimentasi. Pada kecepatan sungai terjadi 
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penurunan dengan selisih sebesar 4.6x10-5 dan   ketinggian sedimentasi naik dengan 

selisih sekitar 10-5 .  
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ABSTRACT. We present preliminary results of global semi-empiric magnetohydrodynamo 

energy transfer in solar convective layer. Initial energy input is provided from inner solar radiative 

layer as lower physical boundary values. High frequencies dynamo waves will go to lower 

frequencies as result of penetrating gradual increasing opacity in solar photospheric layers. In 

time-scale of 300 years is assumed energy input for energy deposit from upper-most radiative 

layer in a depth of 20,000 km. Results show that energy transfer enters upper physical boundary in 

oscillatory 11.3 years in almost 300 years. It needs 200 years to revive next oscillatory phase. The 

200 years of silent is interpreted as the next Maunder Minimum and this may introduce global 

cooling mechanism on the planets as detected by historical Maunder Minimum solar activity in 

years 1500 to 1700.  

  
1. INTRODUCTION 

 

          The solar energy is the master and the only energy source that stimulate solar 

surface activities in many faces. The energy that emits from the solar surface has been 

known to generate dynamics in interplanetary space. Short time scales and long time 

scales dynamics in interplanetary space are both the results of non-linear interactions 

among basic physical parameters from the solar surface energy releases. The planetary 

climate dynamics is controlled as well by the solar activities in relatively long time scale. 

The global long time planetary cooling, as well as planetary global warming might relate 

to the solar activities. 

 The solar maunder minimum is the long centuries when the solar sunspots do not 

appear on the solar photosphere. It was happened several centuries before 1690 to 1700. 

Scientific data compiling on those days was not securely recorded due to the 

achievements of scientific demands was not addressed to study a long term solar 

terrestrial effect from the solar activities. It was far before 1690 the historical notice that 

many centuries without the appearance of the solar sunspot was coincidently with global 
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cooling on earth, whilst  in the last 3 centuries from 1700 until the present days we notice 

the global warming that is the average temperature of our planet rises 0.50C per year.  

 The solar activity was begun when the thermo-nuclear reaction of hydrogen fusion 

was started. The energy resulted from the reaction flow-out to reach solar outer layers 

within approximately 2106 years for 7106 km distance. After the long time the energy 

flow will slow down as the opaqueness of the outer solar layer resist high frequency 

energy flow to become lower frequency energy flow. But with the same energy density it 

will tend to change other energy flow that is the convective flow. 

 The convective flow slowing down radial energy flow significantly, so even though 

the distance to reach the solar surface is less than 20,000 km it needs 300 to 500 years to 

reach solar surface. This value is derived only from the solar sunspot phenomena on the 

solar surface. This layer is the first time photon may free from any high density plasma 

environment. The solar sunspot phenomena may be considered as one of solar transient 

energy releases from sunspot area through magnetohydrodynamics instability. For long 

time scale this transient energy release will eventually effects the interplanetary space and 

planetary global climate as well. This is the main objective of this paper.      

               
 

Figure 1: The Maunder Minimum, known as the prolonged sunspot minimum as well, is 

the name used for the period roughly spanning 1645 to 1715, when sunspots became 

exceedingly rare, as noted by solar observers of the time. From the sunspot observation 

and the planetary studies the Maunder Minimum coincided with a period of lower-than-

average global planetary temperatures [4][13]. 
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2. MATERIAL AND METHOD OF OBSERVATION  

 

  The solar sunspots are the easiest phenomena to observe on the solar surface and 

sunspots have been observed from the beginning of 1600 until the present days. As many 

solar observatories operated around the world, an international coordinator was then 

funded. The data resulted from observation has been calibrated by the coordinator by 

giving international adjustment procedures in a way that data from any observatory wide-

spread in the world may be plotted togather as international solar data. The long-term 

solar sunspot data in Figure 1 is the results plotted data from early 1600 up to 2000.  

 The International Watukosek Solar Observatory in East Java has been operated by 

LAPAN since 1987 up to now resulted pretty good data that continously provided 

everyday in bright days. The data resulted from observation has been certificated by the 

international coordinator SIDAC (Solar Influence Data Analysis Center) in Belgium, 

Europe. The international adjusted procedures may be expressed in short as R=k(10 g + 

s) . The R is a combination of  g as number of sunspot group and s as number of black 

dots on the solar surface appear in that day of observation. The digit 10 notice that one 

sunspot group ’physically’ has a weight equal to 10 black dots. The k is international 

constant for Watukosek determined by SIDAC, for Watukosek k=0.24.  

 In determining sunspot position it is important to notice the Earth that circling the 

Sun once a year makes relative positional changes to sunspot position on the solar 

surface. The sunspot positions are needed to be unique as seen from the Earth. There are 

three tilt angels that make the position of sunspot to be unique. The first is the polar angel 

P that is an angel that the solar pole projected to our line-of-sight. The second is the polar 

tilt angel B that is the reflection of the solar angel relaltive to the ecliptical plane.  And 

the third is the solar equatorial angel position L that rotates along the solar rotation on its 

own axis. The sunspot position is then became unique as long as the following 

transformation is held, 

 

 
__









 XLBPX            (1) 
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Where X is the sunspot position after considering the tilt angels P, B, and L as seen from 

the Earth, and 
__
X is the sunspot position on the solar surface. Since the solar globe is 

actually a three dimensional celestial object, while it is usually projected into two 

dimensional image, we have to be carefull to assign the three polar coordinate tensorial 

system. The only true angel seen to an observer on the Earth is P, while the rest B and L 

are subjected to projection geometrical effect then B and L must be adjusted to Bcos B 

and Lcos L consequtively. The resulting graphic may be inspected in Figure 5. The 

East and West direction may be reverse concurrently. 

 

 
Figure 2: The international sunspot number as observed at Watukosek Solar Observatory 

belongs to LAPAN from 1987 up to present days. There are two distinctive solar sunspot 

cycles and the beginning of a new cycle at 2010. The relatively long-term daily 

observation is enough to provide as initial dynamical check for magnetohydrodynamo 

simulation (see also Figure 3, 4 and 5).  
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Figure 3: The butterfly diagram from two cycles provide a check for 

magnetohydrodynamo simulation. The sunspot appearance latitude versus time may 

follow the general theory of solar differential rotation. The pattern is interpreted as energy 

releases from below as function of solar latitude.     

 
Figure 4: The solar sunspot as the only observable solar surface phenomena relates the 

mystery of solar energy generations from unseen inner core where the fusion reaction 

takes place. The sunspot number exhibits cyclic number with a period 11.3 years. During 

several hours sunspots may change rapidly in number of black dots and general 

appearance of umbrae and penumbrae. The right side is analyzed by LAPAN solar 

observer-scientist and has about 12 hours ahead of the left side of the same day 27 

October 2003. 

 

 
Figure 5: The everyday ASCII data base makes every time after daily sunspot 

observation by using the concept of tensorial algebra applied in Solar-Earth celestial 
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mechanics. Note that it is uses three important angels P, B, and L to determine uniquely 

the sunspot heliographic position [6].     

3. MAGNETOHYDRODYNAMO SIMULATION  

 

  In generating a model of the Magnetohydrodynamo, the sunspot is the only 

observable phenomenon to check whether the model gives general agreement with the 

systematic sunspot appearance. The Magnetohydrodynamo is a slow but energetic energy 

generation, since from the long term sunspot observation we observed a long and 

fundamental sunspot 11.3 years periodicity [12]. At roughly 2.0 years before and after the 

maximum phase activity of the sun, there are a lot of energy liberates from the solar 

surface in a relatively shorter time scales.  

 The theory of Magnetohydrodynamo transportive energy generation is based 

traditionally on the Babcock-Leighton theory as utilized by Dikpati and Gilman [3]. 

Similar like other stars, the sun as a big plasma-ball of hydrogen and electron rotates 

faster along equator and slower near poles. As a result there is a general motion in all 

depth of the convective layers in a way that the poloidal magnetic fields component B 

gradually transfers to toroidal magnetic fields component B. This process is called the -

effect due to the general solar differential rotation. Confirmation of the process can only 

be inferred on the solar surface from the sunspot systematic equator ward motion.  

 The quantity  in equation (9) is directly connected with the process usually 

interpreted as the Coriolis force in similar way as in planetary atmospheric and oceanic 

modeling and it may be a function of the depth r and the heliographic latitude , so that 

one may write as 

    ( r,).                (2) 

The expression (2) has the only observational validation from sunspot observation on the 

solar surface where r = R=constant, 

    (r = R,)= (),               (3)     

and we assumed that it has general form on the solar surface as derived from sunspot 

systematic motion as  

  ()=a – b cos2 – c cos4  [deg/day].       (4) 

The constants a, b, and c can be determined from daily sunspot sketch drawings with 

tight international procedure as have been being done at the Watukosek Solar 
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Observatory (LAPAN) in East Java [10]. Observationally a 14.4, b 1.7, and c 2.4, and 

hence the solar equatorial region rotates faster (25.1 days) than the polar region (35.2 

days) [8]. The radial dependence due to differential rotation in depth is expressed as 

general radial function f(r) and explicitly may written as  

  (r,)=f(r)  ()            (5) 

In 20,000 km below the solar surface f(r) gives slower rotation at about 12.00 in 

heliographic degrees relative to the plasma rotation just on the solar surface. 

 The quantity  in equations (8) anticipates the recombination process in convective 

layer’s dense plasma among H+, H, and e or the protons, hydrogen ions, and electrons. 

In high corona and in interplanetary space the constant   may effectively zero, since the 

process is essentially collision-less. But in planet proximity space the constant   may be 

more decisive since the molecular and ionic recombination is possible in relatively much 

cooler planetary atmosphere. 

 When the quantity  is non-zero then combination effect is called the -effect, 

the dynamo becomes -magnetohydrodynamo. The non-zero   transfers the toroidal 

magnetic field back to poloidal magnetic fields. This reciprocal process is maintained by 

solar differential rotation. The constant  usually called the magnetic helicity. It is caused 

by a coupling between rotation and convective transport, and driven by the Coriolis force, 

through a much smaller scale velocity distribution known as turbulence velocity 

distribution V. The general expression of  the constant is connected with the turbulence 

vortex flow V as follow 

  = (⅓)<V  (V)>          (6) 

The physical meaning of the constant   in equation (6) may also be interpreted as 

pushing the toroidal magnetic field back to its original poloidal magnetic field topology 

by turbulence and is partitioned and averaged in three space directions. As the velocity is 

related with the turbulence velocity in smaller space scale, the magnetic fields calculation 

on  is related with average magnetic fields from smaller space scale <B>. The magnetic 

diffusion from smaller space scale relates with the average magnetic field in Laplacian’s 

2<B> as follow 

 =(⅓)<V V >            (7) 

The quantity is also averaged and partitioned into three space directions. One may 

construct in similar way with the global magnetic diffusion quantity  in larger scale to 
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work with the Magnetohydrodynamo process. The set of equations we use to describe the 

magnetohydrodynamo of the solar convective layer may look like the equations below 

[9],  

 [(/t) +V]   =2 +0,                                         (8) 

 [(/t) +V]V=2<V> P+(<B>)<B>+ (  <V>)+G,        (9) 

 [(/t) +V] B =( +)2<B> + (<B>)+(<B>.)<V>+<V>(.<B>), (10)

  [(/t) +V] P =2 P(1)P(.<V>).              (11) 

Those equations (8) to (11) are the General-Lagrangian-Navier-Stokes time dependent 

partial differential equation or briefly the GLNS equation. Since the equations are highly 

non-linear [1] we resumed numerical solution as pointed out by Sod [11].  

 The computational domain is limited to a sectoral solar region, because of 

computational shortcomings facility, which is considered to be representative. The 

physical depth of the computational domain is adopted as the third dimension which lies 

20,000 km below solar surface, and equal to 200 computational grids number. The first 

and second dimensions are parallels to dimensionality of solar surface. Energy input is 

flown into computational domain from free assignment boundary condition. The upper 

most computational domain is the solar surface where the energy diffuses away to 

interplanetary space to warm the planets.  

4. RESULTS 

 

  The solar activity was begin when a giant cloud of interstellar hydrogen atoms 

contract to push each other to be more close by gravitational attraction force. This 

universal gravitational force may overcome the Brownian stochastic motion because the 

total hydrogen atoms mass exceeded the Brownian force, that is when the total mass 

exceed the Chandrasekhar’s mass limit (MCH1/H ) [2]. The gravitational contraction 

was continued until the very center developed high pressure and temperature such that the 

thermo-nuclear reaction of hydrogen fusion was started. It is four hydrogen atoms 

converted to one helium atoms with much excess of energy, the reaction is shortly may be 

describe as  4HHe+Energy+neutrinos+other elementary particles. The excess of 

energy emits outward with high frequencies that it is difficult to completely simulate the 

physical processes. We just average it by assuming a continuous energy flow from below 

solar layers. 
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 The mass excess, energy excess, neutrinos, and other elementary particles flow 

through a distance about 6105 km in radiative mode and in radiative environment of 

solar inner layers, this layer is termed as radiative layers. This layer surrounds the core 

layer where the thermo-nuclear reaction takes place. The energy flows radially outward 

with relatively the same energy density.  The situation change much when these 

energy flows encounter more opaque to high frequency energy flow near a depth of 

20,000 km below solar photospheric surface. With the same energy density, the high 

frequency flow will eventually change to much lower frequency as a result entering much 

opaque outer solar layers. Other mode change is the energy flow has more turbulence 

convective component of motion [5] (in excess of opaqueness and lower frequencies) 

rather than purely radial outward. The flows move in cyclonic motion [8] while migrate 

outward.  

 Due to the cyclonic motions [8] and general solar differential rotation [7] in plasma 

material, the magnetic field generated by the relative motion of charges particle will 

developed magnetic flux tube in convective layer. Continuation of the convective motions 

will strengthen magnetic flux tube through coalescence of smaller flux tube to unite with 

bigger flux tube. The next result is the buoyancy forces will pop-up the flux tube into 

lower density environment; that is toward solar photospheric surface. Positions where the 

flux tube penetrated the photospheric surface is observed as the solar sunspots [7]. The 

sunspots number appearance on the solar photosphere is known to fluctuate within an 

extremely low frequency of 11.3 year [5][12].  

 When one or several magnetic flux tubes move to near solar photospheric surface 

with less than 2,000 km in depth we assumed that the flux tubes are already appear as 

sunspots and the energy emerge along the flux tubes will eventually dissipates to 

interplanetary space. The process is equally well with energy release as flares or other 

energetic. In this simulation we accommodate by introducing free and dissipative 

boundary condition on upper most computational domain. While the lowest 

computational-domain is assumed as free boundary, where the energy-excess flow from 

below enter the computational convective zone as sketched in Figure 6.   

 With energy input and deposit for 300~500 years within lower layers and 

convective energy environment from a depth of 20,000 km, the emitted energy as 

sunspots appearance will also emitted more or less the same duration of 300~500 years of 

sunspot appearance with much lower frequencies. The strongest resultant frequency is 
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around 11.3 years. Thus the next will be sunspot deficiencies on solar surface since the 

same time span is needed to accumulate the next sunspots appearance. The next sunspot 

deficiencies in centuries ahead are interpreted as the next global planetary cooling or the 

next Maunder minimum.       

 This work may be develop further for complete computation for all solar surface, 

not only sectoral solar surface, but it needs extensive computational facility. The global 

solar convective processes can be covered, but with limited computational facility it 

needs unrealistic prolonged computational time. Results extracted from this work is not 

yet covered the contribution of both solar semi-hemispherical magnetohydrodynamo 

processes that may include the processes of the solar coronal hole open magnetic fields 

migration in periods of 11.32 years time scale. This magnetic migration may change the 

global magnetic flux tube generation of sunspot and may change computational results.   

 
Figure 6: The consequences of similar energy density but different environment. The 

energy flow from the solar core changes its frequency to much lower frequency and starts 

to move in cyclonic motions in solar convective layer.  

 
Figure 7: The solar magnetohydrodynamo computer simulation of energy release on the 

solar surface as the sunspot cyclic and periodic phenomena run from year 1700 to year 

3000. The result from 1700 to 2025 is closely produced to observational data from 1700 

to 1990. 
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Figure 8: The prolonged magnetohydrodynamo simulation to a time span of 6000 years 

(1700 to 7700) shows possibilities the next deficiency in sunspot number for many 

centuries ahead and there will be planetary global cooling 

5. CONCLUSIONS 

 As notice historically in years before 1645 or later, the sun has a very long term 

behavior. One of them is the energy generation and energy deposit in solar convective 

region. After the sun emits the sunspot for 300 to 500 years it seems to need roughly 

equal time scale to deposit energy in convective layer for the next sunspot long term 

appearances. The time scale for energy deposit introduces deficiency in sunspot 

appearance for centuries. Consequence for the century’s deficiency to interplanetary 

space and planetary biospheric system is the global cooling. Mean while for the last three 

centuries from 1690 up to present days (2010) we notice the global planetary warming.     

 From this research it might be several thousands years ago the Earth probably has 

experienced several global cooling and warming due to the solar magnetohydrodynamo 

long term energy deposits and releases. The global cooling may return down some heavy 

pollutants such as the carbon-dioxides (CO2) and nitrogen (N2) from higher to lower 

atmosphere and then freezing them to ice in the South or North Pole. Primitive ice in a 

depth in South Pole has relative higher freezing carbon-dioxides and nitrogen rather than 

ice on the surface. 
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MODEL LOGISTIK DENGAN DAYA DUKUNG LINGKUNGAN 
SEBAGAI FUNGSI NUTRISI UNTUK BAKTERI Lactobacillus delbrueckii 

 
Niken Larasati  

Program Studi Matematika, Jurusan MIPA 
Fakultas Sains dan Teknik, Unsoed 

 

ABSTRAK. Pertumbuhan populasi bakteri Lactobacillus delbrueckii dalam kultur batch terdiri 

dari 4 fase yaitu fase adaptasi, fase logaritmik, fase stasioner, dan fase kematian. Dalam kultur 

batch, nutrisi hanya diberikan saat awal saja sehingga daya dukung lingkungan akan menurun 

seiring berkurangnya nutrisi. Daya dukung lingkungan pada model logistik dapat dimodifikasi 

menjadi fungsi nutrisi. Oleh karena itu, model pertumbuhan logistik dengan daya dukung 

lingkungan sebagai fungsi dari nutrisi dapat digunakan untuk memprediksi pertumbuhan populasi 

bakteri Lactobacillus delbrueckii dalam kultur batch. 

Terdapat dua kasus untuk penyelesaian model tersebut, yaitu Kasus 1: laju pertumbuhan 

intrinsik tidak sama dengan perkalian antara nutritional efficiency dan konsumsi rata-rata individu 

dan Kasus 2: dengan laju pertumbuhan intrinsik sama dengan perkalian antara nutritional 

efficiency dan konsumsi rata-rata individu. Kedua kasus ini disimulasikan untuk mendapatkan 

model yang sesuai dengan rata-rata kesalahan absolut terkecil. Berdasarkan hasil simulasi dan 

perhitungan rata-rata kesalahan absolut, model yang paling sesuai adalah model dengan 

penyelesaian Kasus 1. 

Kata kunci  :  model logistik , daya dukung lingkungan, Lactobacillus delbrueckii  

                        
1. PENDAHULUAN 

Bakteri yang paling sering digunakan dalam mikrobilogi industri adalah bakteri 

asam laktat (Sudarmadji,1989). Hal ini dikarenakan bakteri asam laktat menguntungkan, 

yaitu mampu memfermentasikan berbagai jenis monosakarida dan disakarida serta 

mampu menghasilkan produk baru yang aman dikonsumsi. Salah satunya adalah bakteri 

Lactobacillus delbrueckii. Pertumbuhan bakteri dalam kultur batch dibagi menjadi 4 fase 

yaitu fase adaptasi, logaritmik, stasioner, dan kematian. Populasi bakteri akan terus 

bertambah sampai fase stasioner dan setelah fase stasioner populasi bakteri akan 

berkurang.  

Model pertumbuhan bakteri dalam kultur batch dengan memodifikasi daya 

dukung lingkungan menjadi fungsi menurun tanpa memperhatikan faktor yang 

menyebabkan penurunan tersebut  dikaji oleh Hartanti (2006) yaitu model logistik yang 

dimodifikasi. Daya dukung lingkungan pada model logistik dapat dimodifikasi menjadi 

fungsi nutrisi (Huzimura dan Matsyuyama, 1998). Dalam kultur batch, nutrisi hanya 
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diberikan saat awal saja sehingga daya dukung lingkungan akan menurun seiring 

berkurangnya nutrisi. Oleh karena itu, model pertumbuhan logistik dengan daya dukung 

lingkungan sebagai fungsi dari nutrisi dapat digunakan untuk memprediksi pertumbuhan 

populasi bakteri Lactobacillus delbrueckii dalam kultur batch.  

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1.  Model Pertumbuhan Logistik dengan Daya Dukung Lingkungan sebagai 

Fungsi dari Nutrisi 

         Model pertumbuhan logistik dengan daya dukung lingkungan bersifat konstan 

diberikan dengan persamaan  







 

K
Nr

dt
dN

N
1 1

. (1) 

Daya dukung lingkungan pada pertumbuhan bakteri Lactobacillus delbrueckii dalam 

kultur batch dipengaruhi oleh faktor nutrisi, maka daya dukung lingkungan dapat 

dinyatakan sebagai fungsi dari jumlah nutrisi (X), ditulis ) )( ( tXfK  . Jika fungsi dari 

jumlah nutrisi disubtitusikan ke dalam persamaan (1) maka diperoleh 











) )( (
1 1

tXf
Nr

dt
dN

N
. (2) 

Persamaan (2) merupakan model pertumbuhan logistik dengan daya dukung lingkungan 

sebagai fungsi dari nutrisi.  

       Diasumsikan, semakin sedikit jumlah nutrisi yang tersedia akan semakin kecil nilai   

f(X). Oleh karena itu, diambil fungsi linier dalam bentuk yang sederhana untuk  f (X) yaitu   

bXXf )(  (3) 

dengan b>0, dinamakan sebagai nutritional efficiency (Huzimura dan Matsyuyama, 

1998). Nutrisi awal yang diberikan pada kultur batch akan mulai menipis pada fase 

stasioner dan lama kelamaan akan habis. Oleh karena itu, nutrisi pada saat  t dinyatakan 

sebagai fungsi menurun yaitu 

tNaXtX   )( 0    

dengan a adalah konsumsi rata-rata individu per unit waktu, a > 0, dan X0 adalah jumlah 

nutrisi awal yang diberikan. Laju perubahan nutrisi terhadap waktu, yaitu 

aN
dt
dX

 . (4) 
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 Model pertumbuhan logistik dengan daya dukung lingkungan sebagai fungsi dari 

nutrisi diselesaikan dengan menggunakan metode peubah terpisah.    

   dt
Xf

rNdtrdN
N )(

   1
. (5) 

Menurut persamaan (4), aN
dt
dX

 , sehingga diperoleh 

 
aN

dXdt


 . (6) 

Jika persamaan (6) disubtitusikan ke persamaan (5) maka diperoleh 

   CdX
Xfa

rtrN
)(

1 ln  (7) 

dengan C adalah konstanta. Jika jumlah populasi saat t = t0 adalah N(t0)=N0 dan nutrisi 

awal yang diberikan adalah X0  maka persamaan (7) menjadi 

   CdX
Xfa

rtrN   
)(

1 ln
0

00 . 

  dX
Xfa

rtrNC   
)(

1 ln
0

00 . (8) 

Jika persamaan (8) disubtitusikan ke persamaan (7), maka diperoleh 

   
X

X Xf
dX

a
rttr

N
N

0
)(

ln 0
0

. (9) 

Apabila persamaan (3) disubtitusikan ke persamaan (9) maka diperoleh 

   
ab
r

X
XttrNN 










0
00 . exp. . 

Jika t0 = 0 , maka 

rt
ab
r

e
X
XNtN   )(

0
0 








 . (10) 

         Penyelesaian dari laju perubahan nutrisi diperoleh dengan mensubtitusikan 

persamaan (10) ke persamaan (6) dengan syarat awal 0)0( XX  , 

                 rab
ab

rte
X
N

br
aXX


















  111

0

0
0 . (11) 
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Penyelesaian laju perubahan populasi didapatkan dengan mensubtitusikan persamaan (11) 

ke persamaan (10), 

   )exp()exp(111.)(
0

0
0 rtrt

X
N

br
aNtN

rab
r

















  . (12) 

Persamaan (14) adalah penyelesaian dari model logistik dengan daya dukung lingkungan 

sebagai fungsi dari nutrisi untuk abr  . Jadi, perlu ditentukan penyelesaian model 

untuk abr  . 

Jika abr   atau b
ra   maka persamaan (10) menjadi  

rte
X

tXNtN  )( )(
0

0 







  . (13) 

Penyelesaian dari laju perubahan nutrisi (X) untuk  abr   didapatkan dengan 

mensubtitusikan persamaan (13) ke persamaan (6), diperoleh 

  





  rte

r
aXX 1exp0 . (14) 

Penyelesaian laju perubahan populasi (N) untuk abr   didapatkan dengan 

mensubtitusikan persamaan (14) ke persamaan (13), 

  





  rte

r
artNtN 1exp)( 0 . (15) 

Persamaan (15) adalah penyelesaian dari model logistik dengan daya dukung lingkungan 

sebagai fungsi dari nutrisi untuk abr  . 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1.  Simulasi  

Simulasi penyelesaian model logistik dengan daya dukung lingkungan sebagai 

fungsi dari nutrisi untuk bakteri Lactobacillus delbrueckii dibagi menjadi 2 kasus, yaitu 

Kasus 1 ( abr  ) dan Kasus 2 ( abr  ). Pada setiap kasus nilai X0, N0, dan r tetap. Data 

pertumbuhan bakteri Lactobacillus delbrueckii hasil observasi tercantum pada Tabel 1, 

dengan  X0 = 0,05 ,  N0 = 3,2x106 dan  r = 0,95 

Tabel 1.  Data populasi bakteri Lactobacillus delbrueckii 

Waktu 
(t) 

Populasi bakteri  
(N) 

0 3,2 x 106 
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Lanjutan 
1 3,2 x 106 
2 8,0 x 106 
3 3,2 x 107 
4 6,4 x 107 
5 7,2 x 107 
6 5,6 x 107 
7 4,8 x 107 
8 4,0 x 107 
9 3,2 x 107 

Sumber : Mardyarini (2006) 

Kasus 1  : abr   

Penyelesaian model untuk Kasus 1 diberikan pada persamaan (12).  

Parameter a Berubah dan Parameter b Tetap 

Simulasi dilakukan dengan menentukan nilai dari parameter b. Misal, nilai 

b=2,4x109.  

 
Keterangan : 

: a=1 x10-10 
  : a=1,1x10-10  

 : a=1,2x10-10 

 : a=1,3x10-10 

 : a=1,4x10-10      : data observasi 

Gambar 1.  Grafik hasil simulasi penyelesaian model pada Kasus 1    
                    dengan parameter a berubah dan b tetap. 

 
        Berdasarkan Gambar 1,  populasi bakteri dengan persentase kesalahan absolut 

terkecil terjadi pada nilai a = 1,1x10-10 yaitu 35,22 %. Dengan demikian, model yang 

paling mendekati data observasi adalah   

  











38483950,195,0

95,0
6

 1925614035,09807438596,0 t

t

e
e

 N (t)  3,210 . (16) 
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Parameter b Berubah dan Parameter a Tetap 

Simulasi dilakukan dengan menentukan nilai dari parameter a. Misal, nilai a=1,1x10-10.  

 

Keterangan: 
: b=1,6x109 

  : b=1,8x109  

 : b=2x109 

 : b=2,2x109 

 : b=2,4x109 

      : data observasi 

Gambar 2. Grafik hasil simulasi penyelesaian model pada Kasus 1 dengan 
parameter b berubah dan a tetap 

 

Berdasarkan Gambar 2, nilai rata-rata persentase kesalahan absolut terkecil 

terjadi pada nilai b = 1,8x109 yaitu 31,89%. Dengan demikian, model yang paling 

mendekati data observasi adalah   

               











 22739018,195,0

95,0
6

 80325894736,09674105263,0
102,3)(

t

t

e
etN . (17) 

 
Kasus 2 :  abr   

Penyelesaian model logistik dengan daya dukung lingkungan merupakan fungsi dari 

ketersediaan nutrisi untuk Kasus 2 diberikan pada persamaan (15). Simulasi dilakukan 

dengan mengubah-ubah nilai parameter a. 
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Keterangan: 
 : a=2 x10-10 

  : a=2,2x10-10  

 : a=2,4x10-10 

 : a=2,6x10-10 

 : a=2,8x10-10 

      : data observasi 

Gambar 3.   Grafik hasil simulasi penyelesaian model pada Kasus 2  
                      dengan parameter a berubah 

 

 Berdasarkan Gambar 3, nilai rata-rata persentase kesalahan absolut terkecil terjadi pada 

nilai a = 2,4x10-10 yaitu 69,66 %. Dengan demikian, model yang paling mendekati data 

observasi adalah   

        )50161684210,050161684210,095,0exp( 102,3)( 95,06 tettN  . (18) 

 

3.2. Analisa Model 

Berdasarkan hasil simulasi, grafik populasi bakteri hasil prediksi  model pada 

Kasus 1 (Gambar 1 dan 2) lebih mendekati data hasil observasi. Sedangkan grafik  

populasi  bakteri  hasil  prediksi  model  pada  Kasus 2 (Gambar 3) tidak sesuai dengan 

populasi bakteri hasil observasi. Hal ini dikarenakan, populasi bakteri pada Kasus 2 

diprediksi akan punah setelah jam ke 6. Menurut data hasil observasi bakteri belum punah 

sampai jam ke 9.  
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Pada kasus 1, perubahan nilai a dan b berpengaruh pada populasi prediksi 

model. Semakin tinggi nilai a atau semakin besar konsumsi rata-rata individu maka 

populasi bakteri diprediksi akan lebih cepat punah. Hal ini, dapat dilihat pada Gambar 1. 

Pada gambar tersebut juga bisa dilihat bahwa puncak  populasi semakin rendah jika 

konsumsi rata-rata individu semakin besar. Sedangkan perubaan nilai b berakibat semakin 

besar nilai b maka puncak populasi semakin tinggi namun bakteri lebih cepat punah. Hal 

ini diilustrasikan pada Gambar 2.  Berdasarkan rata-rata kesalahan absolut pada Kasus 1, 

penyelesaian model yang paling sesuai untuk bakteri Lactobacillus delbrueckii dalam 

kultur batch diberikan pada persamaan (17) dengan rata-rata kesalahan absolut 31,89%.  

 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil simulasi, penyelesaian model untuk abr   tidak sesuai untuk 

memprediksi populasi bakteri Lactobacillus delbrueckii dalam kultur batch.. 

Penyelesaian model yang paling sesuai untuk memprediksi populasi bakteri Lactobacillus 

delbrueckii dalam kultur batch adalah  

               











 22739018,195,0

95,0
6
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Rata-rata kesalahan absolut model tersebut adalah 31,89%. 
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ABSTRACT. The LASCO (Large Angle and Spectrometric Coronagraph) aboard SOHO (Solar 

and Heliospheric Observatory) senses coronal mass ejection (CME) events that are very crucial for 

space weather program as it may cause severely disturbance at interplanetary space and the Earth’s 

space environment. There are two instruments currently operating: LASCO-C2 with a field of 

view (FOV) from 1.5 to 6 solar radii and LASCO-C3 with FOV of 3.5 to 30 solar radii.  The 

LASCO coronagraph was designed to detect a weak of mass flow in outer corona by blocking the 

Sun light up to one solar radius or more. High sensitivity of the sensor in detecting a weak coronal 

mass flow means that the instrument also captures astronomical objects other than solar corona 

material, such as stars, planets, comets as well as energetic particles or cosmic rays. In order to 

characterize the properties CME accurately such as determination of start and end time of CME, 

shape and speed, the noise should be removed or reduced prior to data processing and analysis. In 

this work, a median filter technique is applied to obtain ‘clean’ images of LASCO instrument. An 

example of the results in denoising of LASCO-C3 image taken on October 26, 2003, at 18:18 UT 

will be given.  It is concluded that median filter technique with a mask size of 3x3 pixels is able to 

remove or reduce the noise in LASCO-C3 images of size 512x512 pixels significantly.  

Keywords:coronagraph, noise removal, median filter, coronal mass ejection (CME) 
 
 

 
1. INTRODUCTION 

Solar and Heliospheric Observatory (SOHO) observes the Sun from Lagrange-1 (L1) 

point of about 1.5 millions km from the Earth using several instruments. One of the 

instruments is LASCO (Large Angle and Spectrometric Coronagraph) that performs 

observation of the outer corona from 1.5 to 30 solar radii. It is able to detect a mass flow 

in corona, namely coronal mass ejection (CME). CME is the most powerful disturbance 

from the Sun as it contains billions of tons of plasma enveloped by strong magnetic 

fields. When it is directed to Earth it may cause severely damages to the advanced 

technologies in space and the Earth as well as may disturb human life [2,4,6,7,8,11]. 

Monitoring solar activity, especially CME events, is therefore very crucial for space 

weather program [5,10]. 
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Observations of the Sun from L1 point have some advantages over observations 

from the ground. It avoids the noise caused by the motion of atmosphere as well as it is 

possible to observe the Sun autonomously and continuously with a limited interruption. 

Even though, LASCO images are not free from the noise completely as the detector also 

senses other astronomical objects such as stars, planets, comets as well as energetic 

particles or cosmic rays. These objects definitively cause inaccuracy in data processing in 

order to characterize the properties of CME.  

Anwar has developed a method to detect CME automatically from LASCO-C3 

images to determine start/end time and a final speed of CME [1,3]. The method utilized 

running difference images technique to enhance CME’s plasma flows in LASCO-C3 

images without noise removal prior to data processing. Applying denoise technique to 

LASCO-C3 images would provide a better results.   

This work aims to develop a method to remove or reduce the noise in LASCO 

images. Section 2 describes the observation data used in this work, while the methods and 

software development are presented in section 3.  The results are presented in section 4, 

and finally section 5 provides summary of the work.  

 

2. OBSERVATIONS 

The outer solar corona at several solar radii has a plasma density very low compared 

to plasma in active region. To observe a plasma flow from CME events at white-light 

wavelength, a coronagraph – a device that is designed to block the light from the solar 

disk – should be used. The Large Angle and Spectrometric Coronagraph (LASCO) 

instrument onboard SOHO spacecraft provides images of the outer corona up to 30 solar 

radii. This makes possible to trace coronal mass ejection (CME) motion as well as its 

shape (‘Halo’ or ‘Partial’) and other properties. ‘Halo’ type CME shows plasma flows in 

all direction around the occulting disk of LASCO-C3 and usually cause a severely 

disturbance in interplanetary space as well as the Earth’s space environment. Figure 1 

shows an example of CME ‘Halo’ observed by SOHO/LASCO-C3 on October 28, 2003, 

at 11:42 UT. A circular wave-front blasted from the Sun was evident.  Unfortunately, 

LASCO-C3 images contain some noise cause by astronomical objects such as stars, 

planets, comets and energetic particles or cosmic rays. In this work, an example 

denoisingtechnique using LASCO-C3 image taken on October 26, 2003 at 18:18 UT will 

be utilized.  
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Figure 1.A sequence of SOHO/LASCO-C3 images showing a ‘Halo’ type of CME that 

occurred on October 28, 2003. A circle at the center represents the solar limb. North is up 

and West to the right. The dark circle corresponds to the coronagraph occulting disk that 

blocks the light from the Sun up to 3.5 solar radii from the solar limb. 

  

3. METHODS AND DATA PROCESSING 

There are several methods to remove the noise from an image. Selection of the 

method usually depends upon the properties of noise, accuracy of the method and 

computation time. In this work, a median filter technique is applied as it is a simple 

method to be implemented in image processing to handle a spiky noise in SOHO/LASCO 

images. The steps for cleaning efforts using median filter are as follows: 

1. Read the image file based on image type and store to a two-dimensional array 

variable. 

2. Apply median filter of size 3x3 pixels to the image and store to other two-

dimensional array variable. 

3. Calculate the residual or difference between the original and filtered images. 

4. Specify an intensity threshold for residual image. 

5. Find positions in the residual image where the pixel value greater than the intensity 

threshold value.  
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6. Calculate the number of noisy pixels in the residual image. 

7. Specify a threshold value of number of noisy pixels allowable in the residual image. 

8. Calculate the difference of number of noisy pixels in two consecutive iterations. 

9. If the difference value in step 8 less than the threshold value, then stop iteration and 

return the final clean image. Otherwise, go to the next step. 

10. Substitute the pixel value of the original image (noisy part) at positions found in step 

5 with the filtered image values of the same positions. 

11. Repeat steps 2 – 10, until step 9 is fulfill. 

 

We have constructed scripts in Interactive Data Language (IDL) to implement the 

methods described in section 3. The data used were taken from LASCO instrument 

aboard SOHO with size of 512x512 pixels. This half-resolution image was derived from 

the observation mode of full-resolution with size of 1024x1024 pixels. We selected a 

half-resolution image to reduce the time in data processing, while the main purpose to 

characterize a CME event can also be achieved in later processing. In fact, the noise size 

in half-resolution image is smaller compared to the noise in full-resolution image and 

therefore a small median filter mask can be used to clean the image. We have 

experimented with filter mask of several sizes and found that the filter mask of size 3x3 

pixels is able to remove noise significantly in LASCO-C3 images. 

As describe in section 3, it was required a number of iterations in getting a final 

‘clean’ image as shown in Figure 2. It is obvious that the number of pixels with a spiky 

noise in the residual image decreases with number of iterations during denoising process 

of LASCO-C3 image. The iteration process is set to stop if the difference of noisy pixels 

in two consecutive iterations reaches a threshold number. The default of threshold 

number was set to 5. The number of iteration of course depends upon how noisy the 

image is. Furthermore, it also depends on the intensity threshold to tolerate noise in 

intensity level as well as the threshold number of allowable noisy pixels less than the 

intensity threshold. 
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Figure 2. The number of pixels with a spiky noise is plotted against the number of 

iterations during denoising process of LASCO-C3 image taken on October 26, 2003 at 

18:18 UT. 

 

4. RESULTS AND DISCUSSIONS 

We provide some examples of the denoising results and discussions. Figure 3 shows 

a shaded-surface of noisy and ‘clean’ image at 0th iteration using median filter with a 

mask size of 3x3 pixels. It is obvious that the noise intensity can be reduced significantly 

in this iteration while the main feature (CME event) was preserved. The corresponding 

images are given in Figure 4. Some isolated spiky pixels were reduced in intensity as low 

as the median value of the mask filter at corresponding positions, while extended noisy 

pixels remains exist with a reduced in intensity. The intensity of noisy pixels will be 

 

reduced further in the following iterations.   

Figure 3. Comparison of shaded-surface of noisy (left) and noisy-reduced (right) images
at 0 iteration for denoising process of LASCO-C3 image taken on October 26,  2003,  at
18:18 UT.
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nd th th th

obvious that the main feature (CME event) was not changed so much, indicating that the 

median filter with mask size of 3x3 pixels works on a spiky noise in LASCO-C3 image.  

 

 

Figure 4. Comparison of noisy (left) and noisy-reduced image at the 0 th iteration for 

denoising process of LASCO-C3 image taken on October 26, 2003 at 18:18 UT. 

 

 

Figure 5 shows a sequence of shaded-surface of noisy-reduced images during 

intensity as well as the number of noisy pixels in these noisy-reduced images. It is 

denoising process for 2 , 4 , 10 , and 16  iterations. One can see the decrease of noise 
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Figure 5.Shaded-surface of noisy-reduced images of LASCO-C3 taken on October 26, 

2003, at 18:18 UT during denoising process for 2nd, 4th, 10th and 16th iterations. 
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Gambar 6.  A noisy image of LASCO-C3 taken on October 26, 2003 at 18:18 UT 

showing a coronal mass ejection at the North-West (left) and the resulted clean image 

(right). 

The final result is given in Figure 6 for comparison of noisy and cleaned images, 

Figure 7 for corresponding shaded-surfaces and Figure 8 for extracted noise. Figure 6 was 

enhanced by using a false-color to reveal noise in both images. Some extended noises 

were remained in the cleaned image. Most of the spiky noise can be removed or reduced 

as shown in Figure 8 and the properties of noise is given as a histogram in Figure 9. The 

maximum intensity of noise was measured to be 199 and the number of pixels having 

intensity above 50 was amount to 2413, while the number of pixels with intensity value 

less than 50 occupy the most part as shown in Figure 9. 

 

 
Figure 7. Comparison of shaded-surface of noisy (left) and clean (right) images after 20th 

iteration for LASCO-C3 data taken on October 26, 2003 at 18:18 UT. 
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Figure 8. The extracted noise computed by subtracting noisy and clean image (left) and 

its shaded-surface (right) 

 

 
Figure 9.The histogram of extracted noise of LASCO-C3 image taken on October 26, 

2003 at 18:18 UT. 
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5. CONCLUDING REMARKS 

We have described a method of removing noise in LASCO images using median 

filter technique with masking size of 3x3 pixels. It can remove or reduce the noise in 

LASCO images significantly, as long as the size of noise less than the masking size used 

in filtering process. Some astronomical objects such as planets or comets in which their 

appearance are usually greater than the masking size cannot be removed completely. 

Furthermore, if the CME event is large enough such as ‘Halo’ type of CME where its 

source region is located close to solar disk center or at the west part from the solar disk 

center, the event tends to cause heavy noise in the subsequence images several hours after 

the CME appeared in LASCO image. In this case, the noise cannot be removed 

completely. This challenging problem will be studied further in the future to find a better 

method. This research is part of LAPAN’s program to establish space weather service to 

public.  
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ABSTRACT. Nowadays Facebook is one of a very popular network in student’s life. Duration in 

using Facebook is presumable indirectly effects student`s academic achievement through 

decreasing time duration for studying. In other hand, time duration in using Facebook is also 

effected by age and faculty. 

The objectives of the research are to know direct and indirect effect of age, faculty, time 

duration in using Facebook, and time duration in studying of UNS student`s academic 

achievement.In analyzing the data, the researcher used path analysis to explain direct and indirect 

relationship among variables. 

The result of the research showed that age had negative direct effect to time duration in using 

Facebook and positive direct effect to time duration in studying, it also had positive indirect effect 

to time duration in studying and academic achievement. Faculty had positive direct effect to time 

duration in using Facebook and negative indirect effect to time duration in studying and academic 

achievement. Time duration in using Facebook had negative direct effect to time duration in 

studying and negative indirect effect to academic achievement. Time duration in studying had 

positive direct effect to academic achievement. It means that the students must decrease the time in 

using Facebook and increase time duration in studying to increase the academic achievement, 

especially to the young students under 22 years and to students in high passing grade`s faculty like 

Faculty of Medicines, Faculty of Engineering, Faculty of Economics, Facultyof  Social and Politic 

Scinces, and Faculty of Mathematics and Natural Sciences which  most of them are exact sciences 

faculty. 

Key words: Facebook, path analysis 

 

 

1. INTRODUCTION 

Facebook or usually called FB is a social networking website where the users can 

join in community like city, job, school or town. It is also to connect someone with the 

other people [7]. 

Since FB is made until now, the users in over the world increase very fast, also in 

Indonesia. In early 2010, Indonesia is the second of the most rapid increasing country in 
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using FB after USA. Based on The Inside Facebook Survey by e-marketer, numbers of 

FB users in Indonesia increased 1,431,160 users in latest a month. On December 1
st
 2009, 

e-marketer wrote13,870,120 FB users in Indonesia, whereas on January 1
st
 2010 was 

15,301,280 users. Indonesia has one level rank after USA that the FB users increased 

4,576,220 from 98,105,020 to 102,681,240 users [6]. 

The growth of Facebook makes academicians and researchers to be afraid because 

most of the users are students. It is supported that they want to know and try the new 

things. According to Premuzic and Furnham [5], high open mind will effect students`s 

academic achievement. In the latest research by Karpinski, a researcher from Ohio state 

university, presented on April 13
th
 2009 in American Education Research Annually 

Meeting showed that FB user students had lower academic achievement than non-FB user 

students [4]. 

In that research, from 219 students as sample, 148 FB user students had lower 

academic achievement than non FB user students. According to Karpinski, there is no 

direct correlation that using FB will decrease academic achievement, but FB had 

decreased students’ time to study because they prefer browsing in this popular social 

network to studying. The FB users recognized that they had wasted time to use FB. They 

study just 1 to 5 hours in a week but non FB user students usually study 10 to 15 hours in 

a week. Beside that, the research showed that 85% FB users were students and the remain 

were scholar. It showed that age effects time in using FB. 

Interesting matter in that research, FB users generally are from exact science, like 

information and technology, engineering, mathematics, and exact science rather than 

students from social and humanism science. It was caused because exact science students 

had more time with internet than others. 

One of statistics analysis that usually to find out the correlation some independent 

variables that effects directly to dependent variable is multiple linear regressions. But it 

can not explain the indirect causal correlation, so it is used path analysis to explain direct 

and indirect correlations among variables. 

Based on the discussion above, the writer is interested to analyze the correlations 

among variables that effect directly and indirectly include age, faculty, time duration in 

using FB, and time duration in studying to UNS student`s academic achievement by using 

path analysis.  
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2. MATERIAL AND METHOD 

2.1. PATH ANALYSIS 

According to Dillon and Goldstein [2], path analysis is the elaboration regression 

model that used to assess cause and effect or causal relationship and compatibility from 

that model. By using path analysis we can estimate coefficients in some linear structural 

equation which have cause and effect relationship. There are two kinds variables used in 

path analysis, there are exogenous variable or independent variable in regression model 

and endogenous variable or dependent variable in regression model. Like regression 

analysis, path analysis used to know and determine what variables are hypothesized 

which has different unit so it must be standardized to make all unit and scale every 

variable will be same. 

In using path analysis, it is needed some assumption must be observed like path 

analysis model assume that exogenous and endogenous variables must be measured in 

interval scale, correlation between variables must be linear, all errors are assumed have 

no correlation with its endogenous variable, just recursive model is permitted, exogenous 

variable is measured without error. 

The correlation exogenous variables to endogenous variable  in path analysis can be 

analyzed into direct and indirect effect, and can be found total effect. Direct effect is the 

influence from X variable to Y variable without intervening variable. In diagram, direct 

effect Xi to Xu,  showed by arrow  from Xi to Xu.  In the other hand, indirect effect happens 

when exogenous variable influences endogenous variable through third variable.  In 

diagram, indirect effect showed by arrow from Xi to Xu,  and then continuing from Xi to Xu,   

In this case, variable Xi,   as third variable. Total effect is influences from all effect that 

can be obtained by summing up direct and indirect effect [1]. 

 

2.2.  DESCRIPTION OF THE DATA  

The data used in this research is primary data obtained from questionnaire to 

Sebelas Maret University students. This research use non probability random sample 

system to get samples. The data consists of age, faculty, and time duration in using 

Facebook, time duration in studying and academic achievement. This research used 177 

samples from 9 faculties in Sebelas Maret University, they are Medicine Faculty, 

Engineering Faculty, Economy Faculty, Social and Politic Sciences Faculty, Mathematics 

and Natural Sciences Faculty, Agriculture Faculty, Law Faculty, Teacher Training and 

Education Faculty, and Letters and Fine Arts Faculty that were taken in May 2010. After 
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data was obtained, then it must be ensured that all of variables at list have interval scale. 

If the data have ordinal scale such as faculty which is scaled by faculty`s passing grade in 

2009, it must be changed into interval scale used Successive Interval Method (SIM) with 

Microsoft excel. The result of  faculty`s SIM can be seen on Table 1. 

 

Table 1. The comparison of ordinal scale and intervalesScale of faculty 

Jenis Fakultas Ordinal Scale Value Intervale Scale Value 

Kedokteran 9 4,41 

Teknik 8 3,66 

Ekonomi 7 3,39 

ISIP 6 3,26 

MIPA 5 2,93 

Pertanian 4 2,51 

Hukum 3 2,20 

KIP 2 1,83 

SSR 1 1,00 

The next step is examining path analisis assumptions like linearity and 

homoskedastiity used SPSS 11 for Windows, and from this result can be obtained that  

the data had linierity model and homoskedasticity of the data was satisfied. 

4. THE RESULT AND DISCUSSION 

There are some steps of path anaysis according to Hair et al.[3]. The steps are 

developing model based on theory, developing path diagram, conversion path diagram to 

equation, choosing matrix input, examining the model assumptions, evaluating goodness 

of fit criterion and estimating parameter, and model interpretation. 

4.1. Developing Model Based on Theory 

Theoretical model is made of literature studying and model development can be 

obtained that the time duration in using Facebook was effected by age and faculty, 

whereas time duration in studying was effected by age and time duration in using 

Facebook. Time duration in tudying effected academic achievement. 

4.2. Developing Path Diagram 

After developing model based on theory, the model will be presented in a path 

diagram to be estimated as follows. 
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Figure 1. Path diagram of theoretical model 

The model shows that there are exogenous and endogenous variables, they are the 

first exogenous variable that denoted by X1 which is age variable postulated by negative 

correlation to time duration in using Facebook. Second exogenous variable denoted by X2  

which is faculty postulated by positive correlation to time duration in using Facebook and 

negative correlation to academic achievement. First endogenous variable denoted by Y1 is 

time duration in using Facebook that is affected by age and faculty postulated by 

correlation to time duration in studying. While, second endogenous variable denoted by 

Y2 is time duration in studying variable is affected by time duration in using Facebook 

and faculty. Time duration in studying is postulated having correlation to academic 

achievement. Third endogenous variable is academic achievement variable denoted by Y3 

is affected by time duration in using Facebook and studying. 

4.3. Conversion Path Diagram to Equation 

Based on the theory developed and explained in the path diagram above, we can 

convert that specific model into structural equation. Let be i is path coefficient into-i 

path, the obtained equations are 

122111 eXXY    

214132 eYXY    

3253 eYY   . 

4.4. Choosing Matrix Input 

After the model specified completely, it was chosen matrix input. This research 

examined causal correlation so the input is covariant matrix. The result of covariant 

matrix with maximum likelihood estimates can in the Table 2.  

 

X2 

X1 

Y1 

Y2 Y3 
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Table 2. Simple covariances-estimates 

 X1 X2 Y1 Y2 Y3 

X1 2.75     

X2 0.24 0.89    

X3 -1.41 0.73 10.04   

X4 1.31 -0.23 -2.57 9.57  

X5 0.00 0.01 -0.02 0.29 0.06 

 

4.5. Examining the Model Assumptions 

The required assumptions in examining path analysis model are 

1. Sample size 

Based on Hair et al. [3] approach, sample size needed to multivariate data is 100-

200 samples. In this research, it used 177 samples, so the sample size is satisfied. 

2. Normality of the data 

The assessment of normality can be seen as follows. 

Table 3.  Assessment of normality 

Variable X1 X2 Y1 Y2 Y3 Multivariate 

C.R 0.30 -1.90 -1.25 -1.29 0.88 -1.58 

By using critical ratio (C.R) + 2,58 from standard normal distribution with  

significant level 0.01, then there was no critical ratio which is out of   + 2,58.  So 

it can be concluded that the data has normal distribution.  

3. Outlier 

Multivariate outlier can be detected by looking at the Mahalanobis distance,  by 

comparing Mahalanobis d-square value with 51.20)01.0,5(
2

 . There is no data 

having Mahalanobis d-squared value more than 20.51. So it can be concluded 

that there is no outlier. 

4. Multicoleniarity independent exogenous variables 

In this research was obtained the determinant of covariant matrix sample 8.58. 

This value is far from zero, so it can be concluded that there was no 

multicoleniarity. 

4.6. Evaluating Goodness of Fit Criterion and Estimating Parameter 

The data satisfied the assumptions, so the model can be analysed, and then it can  

be found the estimating parameter with maximum likelihood estimate. Figure 2 is 

standardized path diagram. 
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Figure 2.  Standaridized path diagram 

By considering output of the standaridized path diagram on Figure 2, it is obtained 

the equations below  

121 31.029.0 XXY   

112 21.020.0 YXY   

23 38.0 YY   

It can also be found the determinant coefficients of all endogenous variables to 

calculate the total determinant coefficient. The total determination coefficient on this 

reseach is 36 %. It means that the model can explain information on the data as 36%, the 

others can be explained by others variables out of this research. 

Next, we evaluate goodness of fit used to test the model appropriateness. The null 

hypotheses is there is no differences between sample covariant matrix and population 

covariant matrix. Table 4  is the result of appropriateness test. 

Table 4. The result of Goodness of Fit test 

Goodness of Fit Test Value 


2
 5.488 (<

2 
Tabel = 9.49) 

RMSEA 0.046 (< 0.08) 

GFI  0.988 (> 0.90) 

AGFI 0.955 (> 0.90) 

CMIN/DF 1.372 (< 2.00) 

TLI 0.952 (> 0.95) 

CFI 0.981 (> 0.95) 

Based on the values obtained, it can be concluded that null hypothesis is 

acceptable. So there are no differences among sample covariant matrix and population 

covariant matrix estimated. 

X2 Y1 

Y2 X1 

USIA
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After goodness of fit test, it was continued with path coefficient test. The null 

hypothesis of this test that the  path coefficient among variables is zero. The result of path 

coefficient test can be seen from p value in Table 5. 

Table 5. Estimation of regression parameter 

Correlation among Variables Estimate p 

Y1 <--- X2 0.982 *** 

Y1 --- X1 -0.601 *** 

Y2 <--- Y1 -0.203 0.005 

Y2 <--- X1 0.373 0.007 

Y3 <--- Y2 0.030 *** 

From Table 5, there is no p value  > 0.05. It shows that there is happened cause and 

effect correlation among variables with estimate value of regression parameter based on 

Table 4 are significant, so it does not need to do trimming. 

Path analysis test also shows the quantity from direct effects, indirect effects, and 

total effects from a variable to the others .The direct effect (DE), indirect effect (IE), and 

total effect (TE) of this research can be seen in Tabel 6. 

Table 6. Direct effect, indirect effect, and total effect. 

V. Ek/En 
X1 X2 Y1 Y2 

DE IE TE DE IE TE DE IE TE DE IE TE 

Y1 -0.31 0.00 -0.31 0.29 0.00 0.29 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 

Y2 0.20 0.07 0.27 0.00 -0.06 -0.06 -0.21 0.00 -0.21 0.00 0.00 0.00 

Y3 0.00 0.10 0.10 0.00 -0.02 -0.02 0.00 -0.08 -0.08 0.38 0.00 0.38 

 

4.7. Model Interpretation 

Based on the total determinant coefficient, it is obtained that model can explain the 

information on data as 36 %. This value is good enough to make a decision about model 

interpretation. The interpretation of the model based on Table 6 are the age had direct 

effect as -0.31 to time duration in using Facebook and as 0.20 to time duration in 

studying. It means that  the increasing of age will cause decreasing of time duration in 

using Facebook and increase time duration in studying. It is supported that the young 

students prefer to know and try new things than the old students. It also had indirect 

effect as 0.07 to time duration in studying and as 0.10 to academic achievement. It means 

V.En 
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the increasing of age will cause the increasing of time duration in studying through the 

decreasing of time duration in using Facebook and cause the increasing academic 

achievement indirectly through the decreasing of time duration in using Facebook and the 

increasing of time duration in studying studying. Faculty had direct effect as 0.29 to time 

duration in using Facebook, indirect effect as -0.06 to time duration in studying, and 

indirect effect as -0.02 to academic achievement . It means that the increasing of faculty`s 

passing grade will increase the time duration in using Facebook and decrease time 

duration in studying. The high passing grade student which the most of them are exact 

sciences students need more time duration used internet to finish their study`s assignment 

so they often using Facebook. It also indirectly will decrease academic achievement 

through the decreasing of time duration in using Facebook. Time duration in using 

Facebook had direct effect as -0.21 to time duration in studying and indirect effect          

as -0.08 to academic achievement. It means that time duration in using Facebook will 

decrease the time duration in studying and the effect are the decreasing of academic 

achievement indirectly. Time duration in studying had direct effect as 0.38 to academic 

achievement. It means the increasing of time duration in studying will increase academic 

achievement.  The highest total effect to academic achievement is given by time duration 

in studying so all variables that significant effect to time duration in studying must  be 

considered.  

5. CONCLUSION 

From the discussion, it can be concluded that  age had negative direct effect to time 

duration in using Facebook and positive direct effect to time duration in studying, it also 

had positive indirect effect to time duration in studying and academic achievement. 

Faculty had positive direct effect to time duration in using Facebook and negative indirect 

effect to time duration in studying and academic achievement. Time duration in using 

Facebook had negative direct effect to time duration in studying and negative indirect 

effect to academic achievement. Time duration in studying had positive direct effect to 

academic achievement. It means that the students must decrease the time in using 

Facebook and increase time duration in studying to increase the academic achievement, 

especially to the young students under 22 years and to students in high passing grade`s 

faculty like Faculty of Medicines, Faculty of Engineering, Faculty of Economics, Faculty 

of Social and Politic Scinces, and Faculty of Mathematics and Natural Sciences which  

most of them are exact sciences faculty. 
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Abstrak. Radial Basis Function Network (RBFN) dapat digunakan sebagai  model untuk data 

runtun waktu. Kelebihan dari model ini adalah tidak membutuhkan asumsi khusus terkait dengan 

pola data, dan mampu menyelesaikan kasus nonlinear. Tinggi muka air Jurug merupakan contoh 

data runtun waktu yang bersifat nonlinear. Dalam penelitian ini dicari model Radial Basis 

Function Network berdasarkan pelatihan beberapa pasangan input-target data pelatihan. Model 

yang dipilih adalah model dengan MSE terkecil dan selanjutnya digunakan untuk meramalkan data 

tma Jurug tahun 2010. Hasil penelitian menunjukkan bahwa ketepatan penentuan banyaknya data 

pelatihan mempengaruhi besarnya MSE model yang dihasilkan.   

Kata kunci: Tinggi muka air, Radial Basis Function Network 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Fenomena genangan air dan banjir mungkin sudah menjadi hal yang biasa pada saat 

musim hujan.  Dari tahun ke tahun,  semakin banyak wilayah sekitar Surakarta, 

khususnya di sekitar  daerah aliran sungai (DAS) stasiun Jurug yang mudah tergenang. 

Efek yang paling dirasakan dengan kejadian ini adalah terganggunya kenyamanan dan 

keamanan dalam beraktifitas di jalan raya.  Apabila genangan air ini sudah pada level 

yang lebih besar maka kerugian yang diterimapun akan lebih besar lagi.  Kejadian banjir 

besar pertama terjadi pada tahun 1966, hampir setengah Kota Solo terendam air.  

Kejadian ini terulang kembali pada akhir tahun 2007 dan awal tahun 2009, meski tidak 

sebesar sebelumnya akan tetapi cukup memberikan banyak kerugian. 

Salah satu upaya untuk menekan kerugian akibat banjir adalah mengetahui kapan 

terjadinya banjir.  Dengan adanya informasi mengenai kapan kemungkinan terjadinya  

banjir, masyarakat bisa lebih siaga, menyelamatkan nyawa dan harta bendanya. Banjir 

terjadi karena debit air yang tinggi, melebihi ambang batas (kemampuan) DAS dan 

tingginya curah hujan. Karena keterbatasan data debit air dan curah hujan, maka data 

yang digunakan dalam penelitian ini adalah data tma harian. Data ini dianggap dapat 

mewakili data debit air dan curah hujan sebagai indikator terjadinya banjir. Data tma 

harian yang digunakan adalah data tma stasiun Jurug periode 1 Januari  2000 hingga 31 

Desember 2009.   
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Pemodelan data tma yang dibahas dalam penelitian ini adalah pemodelan tma Jurug 

menggunakan Radial Basis Function Network (RBFN). RBFN adalah suatu neural 

network yang cara kerjanya meniru kerja neuron manusia. Cara kerja dari jaringan  ini 

adalah dengan sistem memori pengalaman masa lalu untuk merespon kejadian masa 

datang.   

Beberapa penelitian mengenai peramalan banjir menggunakan RBFN telah 

dilakukan sebelumnya oleh Jayawardena et al (1997), Jayawerdana and Fernando (1998),  

Harun et al (2001), dan Lin et al (2009).  Jayawardena et al (1997) dan Jayawerdana and 

Fernando (1998), telah menggunakan RBFN dalam meramalkan banjir di Pearl River 

Delta Hongkong. Dalam penelitian tersebut, RBFN dibandingkan dengan Multilayer 

Perceptron (MLP), tipe neural network yang lain. Hasil yang diperoleh adalah RBFN 

memberikan hasil peramalan yang lebih baik dibanding model MLP. Atas dasar inilah, 

dalam penelitian ini neural network yang digunakan adalah RBFN 

Kunci dari pemodelan RBFN adalah pada penentuan variabel input, penentuan 

banyaknya unit pada lapisan tersembunyi dan penentuan parameter. Parameter yang 

dimaksud meliputi pemilihan center, spread dan bobot yang menghubungkan unit 

tersembunyi dengan unit output. Kombinasi yang tepat antara center, spread dan bobot 

akan menghasilkan model yang optimum, yaitu model dengan error terkecil. Pada 

penelitian ini ditunjukkan apakah banyaknya data pelatihan dengan kombinasi center, 

spread dan bobot yang optimum mempengaruhi tampilan model RBFN. Kriteria 

informasi yang digunakan sebagai dasar penentuan model adalah Mean Square Error 

(MSE). 

2. MATERI DAN METODE 

2.1 Arsitektur RBFN 

Dalam Jayawerdana et al (1997) dijelaskan bahwa RBFN merupakan jaringan yang 

terdiri dari dua lapisan, yaitu lapisan tersembunyi dan lapisan output. Sementara itu 

dalam Lin and Chen (2005) dikatakan bahwa RBFN terdiri dari tiga lapisan. Perbedaan 

ini dikarenakan ada dua pendapat mengenai input, dalam Jayawerdana et al (1997), input 

tidak dianggap sebagai suatu lapisan dengan alasan tidak ada operasi hitung disana 

(Fausett,1994), sedangkan Lin and Chen (2005) menganggap input sebagai satu lapisan. 

Untuk selanjutnya, tim peneliti lebih condong pada pendapat pertama. Arsitektur RBFN 

secara umum disajikan pada Gambar 1. 
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Gambar 1. Arsitektur RBFN 

dengan N variabel input, L unit pada lapisan tersembunyi dan M variabel output. 

(sumber: Jayawerdana et al, 1997) 

Pada lapisan tersembunyi, input ditransformasikan menggunakan fungsi basis. 

Fungsi basis merupakan fungsi non linear. Ada beberapa fungsi basis yang bisa 

digunakan yaitu fungsi Gaussian, linear, pendekatan kubik, thin plate spline, 

multikuadratik dan multikuadratik invers. Dalam Chen et al (1991) dijelaskan  bahwa 

pemilihan fungsi basis tidak begitu mempengaruhi jaringan. Namun demikian, fungsi 

yang paling umum digunakan adalah fungsi Gaussian (Jayawerdana et al (1997), Maillard 

and Gueriot (1997)). Fungsi Gaussian didefinisikan sebagai   

ℎ 𝑥 = exp −
 X𝑖 − U𝑗 

2𝜎𝑗
2   

dengan  X𝑖   adalah vektor  input data ke-i, U𝑗   adalah center dari unit ke-j pada lapisan 

tersembunyi, dan 𝜎𝑗  adalah spread dari unit ke-j lapisan tersembunyi.  Notasi ||.|| 

menyatakan fungsi jarak (norm).  

Output RBFN dipengaruhi oleh penentuan center, spread dan bobot yang 

menghubungkan unit-unit pada lapisan tersembunyi dengan unit-unit pada lapisan output.   

2.2 Metode Pembelajaran Dalam RBFN  

Metode pembelajaran yang digunakan dalam RBFN adalah metode pembelajaran 

supervised (terawasi) dan metode unsupervised (tidak terawasi). Perbedaan antara kedua 

metode pembelajaran ini  adalah pada ketergantungannya terhadap target dalam 

 input Lapisan tersembunyi Lapisan output 
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penentuan parameter. Sebagaimana telah disebutkan dalam Chen et al (1991), 

Jayawardena et al (1997), dan Jayawardena and Fernando (1998), parameter dalam RBFN 

adalah center, spread dan bobot yang menghubungkan lapisan tersembunyi dan output. 

Penentuan center dan spread tidak tergantung pada target, dengan demikian pembelajaran 

pada tahap ini menggunakan metode unsupervised, penentuan parameter hanya 

tergantung pada input. Ada beberapa cara dalam menentukan center dan spread. 

Referensi mengenai ini dapat kita jumpai pada Moody and Darken (1989), Haykin 

(1994), dan Lin and Chen (2005). 

Metode pembelajaran supervised digunakan untuk menentukan bobot yang 

menghubungkan lapisan tersembunyi dengan output. Banyak penelitian menggunakan 

metode orthogonal least square yang mengacu pada Chen et al (1991). Sejauh 

pengetahuan tim peneliti berdasarkan referensi yang ada, hingga saat ini metode 

orthogonal least square dianggap metode yang paling tepat untuk estimasi parameter 

bobot dalam RBFN 

2.3 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode kajian literatur mengenai 

pemodelan RBFN dan kemudian diterapkan pada kasus riil yaitu pada data sekunder tma 

Jurug. Data diambil dari Balai Besar Wilayah Sungai Bengawan Solo (BBWSBS) di 

Surakarta. Adapun langkah-langkah yang diambil untuk mencapai tujuan adalah sebagai 

berikut. 

a. Merancang pemodelan RBFN untuk data harian tma Jurug berdasarkan plot data 

dan analisis hubungan data antar waktu (autocorrelogram ), untuk selanjutnya 

digunakan sebagai pertimbangan dalam penentuan variabel input dan output. 

b. Menentukan data pelatihan dan data uji. Data yang digunakan adalah data harian 

tma periode 1 Januari 2000 hingga 31 Desember 2009. Data pada tahun 2009 

digunakan sebagai data uji dan data sebelumnya sebagai datapelatihan. 

c. Membentuk  model RBFN, yang meliputi 

i. Menentukan pasangan input-target.  Dalam hal ini ada beberapa alternatif 

pasangan input-target, tergantung pada banyaknya data pelatihan yang 

digunakan. 

ii. Menentukan parameter, yaitu center, spread dan bobot.  
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a) Menentukan center terkait dengan penentuan banyaknya unit pada 

lapisan tersembunyi.  Dalam penelitian ini, banyak unit pada lapisan 

tersembunyi dimulai dengan satu unit kemudian ditambah satu lagi dan 

seterusnya hingga menghasilkan error yang sekecil mungkin. Adapun 

jumlah maksimal unit pada lapisan tersembunyi adalah sama dengan 

banyaknya data pelatihan. 

b) Menentukan spread. Dalam penelitian ini nilai spread adalah sama untuk 

setiap unit pada lapisan tersembunyi dan ditentukan melalui metode        

”trial and error” 

c) Menentukan bobot. Metode yang digunakan dalam menentukan bobot 

adalah metode orthogonal least square dengan algoritma Gramm-

Schmidt yang mengacu pada Chen et al (1991). Metode ini sekaligus 

untuk menentukan banyaknya unit dan center pada lapisan tersembunyi.  

iii. Setiap model RBF yang dihasilkan diuji menggunakan data uji dan 

menentukan MSE yang dihasilkan. 

iv. Model terbaik adalah model dengan MSE terkecil. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Analisis pola data dan autocorrelogram 

Pola data dan hubungan antara data tma pada masa sekarang dengan masa 

sebelumnya dapat digunakan sebagai dasar pertimbangan dalam menentukan variabel 

input. Berdasarkan  Gambar 2(a) dan 2(b) dapat disimpulkan  adanya kecenderungan pola 

data sama dari tahun ke tahun dan adanya hubungan jangka panjang antara data tma 

sekarang dengan data tma sebelumnya.  

             

(a) Plot data tma Jurug 1 Jan 2000-31 Des 2009                   (b) Autocorrelogram data tma Jurug 

Gambar 2. Plot Pola Data dan Autocorrelogram tma Jurug 
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Berdasarkan analisa pola data pada Gambar 2, tim peneliti menetapkan data harian dalam 

satu tahun sebagai variabel input. Dengan demikian variabel input terdiri dari 365 hingga 

366 variabel, hal ini terkait dengan jumlah hari pada bulan Februari yang berbeda setiap 4 

tahunnya. Untuk memudahkan perhitungan, banyaknya hari dalam bulan Februari 

dianggap 29. Apabila jumlah hari pada bulan Februari adalah 28 hari, maka data ke 29 

pada bulan Februari diisi dengan rata-rata tma tanggal 28 Februari dengan 1 Maret pada 

tahun bersangkutan.  

3.2 Model RBFN untuk data tma Jurug 

Data pelatihan yang digunakan adalah data tma Jurug tahun 2000 hingga 2008. Data 

tma tahun 2009 dijadikan sebagai data uji. Berdasarkan hasil kesimpulan pada subbagian 

3.1 maka diambil data harian pada satu tahun sebelumnya sebagai data input untuk 

meramalkan data tahun berikutnya. Dengan demikian banyaknya unit input sama dengan 

banyaknya unit pada lapisan output. Dalam penelitian akan ditunjukkan apakah 

banyaknya data pelatihan mempengaruhi model. Hasil penelitian yang disajikan pada 

Tabel 1 adalah sebagian dari hasil percobaan yang telah dilakukan. Dari setiap data 

pelatihan yang digunakan ditampilkan model dengan MSE data uji terkecil. 

Tabel 1. Hasil MSE pada data uji. 
No Banyak data 

pelatihan 

Banyak 

center 

Spread MSE data 

uji 

1 8 8 0.1 1.6227 

2 7 7 0.1 1.5580 

3 6 6 0.1 1.5444 

4 5 1 0.1 1.9179 

5 4 1 0.1 1.6227 

6 3 3 0.1 1.3379 

7 2 1 0.1 1.2591 

8 1 1 0.1 9.3646 

Berdasarkan beberapa kali percobaan yang telah dilakukan, dapat disimpulkan 

bahwa nilai spread tidak begitu berpengaruh dalam pembentukan model. Model yang 

paling baik dari hasil percobaan setelah diujikan pada data uji adalah model yang 

diperoleh melalui pelatihan dengan dua data pelatihan. Plot data peramalan pada data uji 

dan peramalan tma Jurug tahun 2010 disajikan pada Gambar 3. 
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Data ke- (mulai 1 Januari 2009 s/d 31 Desember 2010) 

  Gambar 3. Peramalan untuk data uji dan tma tahun 2010 

4. KESIMPULAN 

Kesimpulan yang dapat diperoleh dalam penelitian ini adalah banyaknya data 

pelatihan mempengaruhi tampilan model RBFN. Meski prinsip kerja RBFN berdasarkan 

sistem memori pengalaman masa lalu, dan adanya fakta bahwa ada hubungan jangka 

panjang dalam data tma bukan berarti bahwa semakin banyak data pelatihan akan 

menghasilkan model yang semakin baik. Hal ini ditunjukkan dengan nilai MSE terkecil 

pada model dengan dua data pelatihan, yang diujikan pada data tma tahun 2009. Hasil 

peramalan pada tanggal 11 Februari, 17 Maret, 20 April dan 20 Mei 2010 menunjukkan 

tma yang cukup tinggi, yaitu lebih dari 7 meter. Tingkat tma ini merupakan peringatan 

bagi warga sekitar Jurug untuk lebih waspada terhadap datangnya banjir. 
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ABSTRAK. Model SVIR merupakan model deterministik yang diperoleh dari model epidemik SIR 

dengan vaksinasi dan imigran terinfeksi. Model ini diperoleh dengan menerjemahkan mekanisme 

penyebaran penyakit yang dirumuskan dengan membagi populasi menjadi empat kelas, yaitu: 

Susceptibles (S), Vaccinated (V), Infectives (I) and Recovered (R) yang disajikan dalam bentuk 

persamaan diferensial nonlinear. Makalah ini mengkaji perilaku kualitatif model SVIR tanpa 

adanya imigran terinfeksi di mana pemberian vaksin efektif atau tidak efektif memberantas 

penyakit serta tanpa kematian karena penyakit. Pada model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan 

vaksin tidak efektif,  titik kesetimbangan endemik akan stabil asimptotik lokal untuk angka 

reproduksi dasar .10 R Pada model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin efektif, titik 

kesetimbangan bebas-penyakit adalah stabil asimptotik untuk  angka reproduksi vaksin 1R
 
dan 

titik kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik lokal jika 1R .  Pada model SVIR tanpa 

kematian karena penyakit dan terdapat imigran terinfeksi ke dalam host mempunyai satu titik 

kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan endemik adalah stabil (global) untuk berbagai nilai 

laju vaksinasi.   

Kata Kunci: Model SVIR, angka reproduksi vaksin, kestabilan titik kesetimbangan 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 

Model epidemik adalah contoh pemodelan matematika dalam bidang biologi dan 

kedokteran. Pada kajian mengenai penyebaran penyakit infeksius pada umumnya terdapat 

dua macam model dasar yang dipergunakan, yaitu model diskrit dan model kontinu. Pada 

model diskrit  digunakan model probabilistik, sedangkan pada model kontinu digunakan 

model deterministik.  

Model epidemik penyakit yang diperhatikan dalam makalah ini adalah tipe SIR 

karena ada pengaruh vaksinasi dan imigran terinfeksi (model SVIR) khususnya tanpa 

imigran terinfeksi dan tidak ada kematian karena penyakit. Model deterministik yang 

diformulasikan dalam model SVIR merupakan model epidemik penyakit dengan empat 

kompartemen, yaitu: Suseptibles (S), Vaccinated (V), Infectives (I) dan Recovered (R).  
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Susceptibles adalah kelompok individu yang sehat tetapi mempunyai kemungkinan untuk 

terinfeksi.  Vaccinated adalah kelompok individu yang telah diberi vaksin. Infectives 

adalah kelompok individu yang telah tertular penyakit dan dapat menularkan penyakitnya 

kepada individu lain. Recovered adalah kelompok individu yang sembuh dan kebal. 

Model epidemik SVIS diperoleh dengan menerjemahkan mekanisme penyebaran penyakit 

yang akan disajikan dalam bentuk sistem persamaan diferensial nonlinear.   

Dalam epidemiologi 0R  adalah parameter ambang yang menentukan apakah 

penyakit akan menyerang populasi host atau tidak.  Perilaku tersebut dapat dinyatakan 

dalam istilah epidemiologi sebagai berikut: jika rata-rata jumlah infeksi kedua yang 

disebabkan oleh individu terinfeksi kurang dari satu, maka penyakit hilang, tetapi jika 

lebih dari satu terjadi epidemik [1]. Angka reproduksi dasar ( 0R ) kurang dari satu  

memberikan syarat perlu untuk memberantas sebuah epidemik [2]. Banyak fenomena 

dalam epidemiologi memuat bifurkasi transkritis, yang menerangkan sebuah perubahan 

kestabilan antara kestabilan bebas penyakit dan kesetimbangan endemik. 

Menurut [3] dan [4], titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik 

lokal jika 1R  pada model SVIS  dengan (tanpa) kematian karena penyakit dan titik 

kesetimbangan endemik akan stabil asimtotik jika 1R di mana 

))((

))((











A
R  adalah angka reproduksi vaksin [5]. Keadaan ini juga 

berlaku jika tidak ada imigran terinfeksi yang masuk dalam model ini dan terdapat 

bifurkasi transkritis. Pada model SVIS  tanpa kematian karena penyakit dan pemberian 

vaksinasi efektif, titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik lokal jika 

1R  dan pada titik kesetimbangan endemik terdapat parameter treshold (angka 

reproduksi dasar) 0R  jika imigran yang terinfeksi mendekati nol. Pada model SVIS  tanpa 

kematian karena penyakit dan pemberian vaksinasi tidak efektif, titik kesetimbangan 

bebas penyakit akan stabil asimtotik lokal jika 1R dan ada kestabilan pada 

kesetimbangan endemik. 

Dalam makalah ini, akan dikaji apakah perilaku kualitatif juga belaku pada model 

epidemik penyakit tipe SIR dengan pengaruh program vaksinasi dan kedatangan imigran 

(model SVIR). Menggunakan analisis sistem dinamik, titik kesetimbangan model dan 

jenis kestabilan dari titik kesetimbangan model dapat ditentukan. Sebagai alat bantu  

dalam melakukan simulasi numerik, digunakan program Matlab dan Maple.  
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2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Model SVIR merupakan model deterministik yang dirumuskan dengan membagi 

populasi menjadi empat kelas, yaitu:  Susceptibles (S), Vaccinated (V),  Infectives (I), dan 

Recovered (R). Model dapat disajikan dalam sistem persamaan diferensial nonlinear 

berikut [5] 

   

 

 

.

1

RI
dt

dR

IVISIAp
dt

dI

VVIS
dt

dV

VSSIAp
dt

dS

















  

                                    

dengan  .)()()()()( tRtItVtStN   
  adalah jumlah imigran dan  p adalah porsi 

infectives dari imigran ( 10  p );   adalah faktor di mana vaksin mereduksi infeksi (

0  berarti vaksin efektif dalam mencegah infeksi dan 1  berarti vaksin tidak efektif 

dalam mencegah infeksi);   adalah laju vaksinasi dan   adalah laju pemakaian vaksin 

habis;   adalah laju kematian yang berhubungan dengan penyakit;   adalah laju 

kematian alami tidak berhubungan dengan penyakit ( 0 );   adalah laju  recovery 

dalam satuan waktu ( 0 ); N  adalah laju kontak infeksi per orang per unit waktu; 

adalah laju kelahiran alami (konstan) di mana semua kelahiran baru masuk ke dalam 

Susceptible. 

 Pada pembahasan selanjutnya akan diperhatikan kasus khusus dari sistem (1), 

yaitu jika diasumsikan tidak ada imigran terinfeksi atau tidak ada kematian karena 

penyakit. 

2.1  Model SVIR Tanpa Imigran Terinfeksi dan Vaksin Tidak efektif 

 Model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin tidak efektif diperoleh dari 

sistem (1) dengan memisalkan  1dan0  p , yaitu 

(1) 
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.RI
dt

dR

IVISI
dt

dI

VVIS
dt

dV

VSSIA
dt

dS

















                                      (2)  

  

 Titik kesetimbangan sistem (2) diperoleh dengan menyamakan ruas kanan 

dengan nol. Dari 0
dt

dI
 diperoleh .atau0 11

*

0





 VSI





 

Dari 0
dt

dR
 

dan ,0*
0 I  diperoleh .0*

0 R Dari 0dan0 *

0  I
dt

dV
diperoleh 








*

0*

0

S
V . 

Selanjutnya, dari 0,0 *

0  I
dt

dR
 dan  








*

0*

0

S
V diperoleh 

)(

))((*

0









A
S  .   

Jadi,  titik kesetimbangan bebas-penyakit sistem (2) adalah 
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RIVSE         (3)  

Selanjutnya, dari 
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*
1dan0 VS

dt

dV








diperoleh .
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Jika 
*

1

*

1 dan VS  disubstitusikan ke ,0
dt

dS
diperoleh .*

1












A
I  Dengan 

mensubstitusikan  
*

1

*

1 ke VI diperoleh
)]())([(

)( 2
*

1
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sehingga 

.
)())([(
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*
1
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A
S










  

Dengan  mensubstitusikan 
*
1I ke 0

dt

dR

 

diperoleh .
)(

)(*
1















A
R

 

Dengan demikian, titik kesetimbangan endemik sistem 

(2) adalah  

   .,,, *
1

*
1

*
1

*
1

*
1 RIVSE                                                      (4) 

  

Selanjutnya, didefinisikan 
))((

))((











A
R  sebagai angka 
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reproduksi vaksin.  Jika dalam model tidak ada vaksin atau  0 , maka diperoleh  

 
 

.0









A
R

                                                                 

(5)

                               

 Dalam hal ini, 0R  disebut angka reproduksi dasar. Jika 10 R  maka setiap 

individu terinfeksi hanya dapat menyebarkan penyakit kepada rata-rata kurang dari satu 

individu terinfeksi baru sehingga penyakit akan hilang dan model mempunyai titik 

kesetimbangan bebas-penyakit  .0,0,, *
0

*
0

*
0 VSE   Sebaliknya, jika ,10 R  maka setiap 

individu terinfeksi dapat menyebarkan penyakit kepada rata-rata lebih dari satu individu 

terinfeksi baru sehingga akan terjadi epidemik dengan titik kesetimbangan endemik 

 .,,, *
1

*
1

*
1

*
1

*
1 RIVSE    

 Untuk mengkaji kestabilan dari titik kesetimbangan model SVIR tanpa imigran 

terinfeksi dan vaksin tidak efektif, model (2) dilinearisasi sehingga diperoleh matriks 

Jacobi  
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Matriks Jacobi untuk titik kesetimbangan bebas-penyakit   0,0,, *
0

*
0

*
0 VSE   adalah 
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EJ           (7) 

 

dengan persamaan karakteristik  

        .010

2
  R                       (8) 

Nilai-nilai eigen dari persamaan (8) adalah 

,2,1     3 dan ).)(1( 04   R                 (9)  

Titik kesetimbangan 
*
0E  bersifat stabil asimtotik jika keempat nilai eigen adalah real 

negatif.  Jelas bahwa 0,0,0 321   . Nilai eigen 4  adalah negatif jika 10 R . 

Dengan demikian titik kesetimbangan bebas-penyakit  0,0,, *
0

*
0

*
0 VSE   stabil asimtotik 

lokal untuk .10 R  



 

 

 

 
Perilaku Kualitatif Model Epidemik SVIR ...                                  FMIPA UNS                                                                     

Seminar Nasional Matematika 2010     229                                                           Prosiding 

 

Matriks Jacobi untuk titik kesetimbangan endemik ),,,( *
1

*
1

*
1

*
1

*
1 RIVSE  adalah  
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Persamaan karakteristik dari matriks Jacobi )( *
1EJ adalah 

       0100
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0  RHGRR        (11) 

dengan nilai-nilai eigen   

  ,, 021   R   

    
dan
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14 0

2

00
3




RHGRR 
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14 0
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RHGRR 
      Nilai  eigen 21 dan    jelas bernilai real 

negatif. Nilai eigen 43 dan   bernilai negatif jika .10 R  Jadi, titik kesetimbangan 

endemik ),,,( *
1

*
1

*
1

*
1

*
1 RIVSE   bersifat stabil asimtotik lokal untuk  .10 R  

 Selanjutnya, dilakukan simulasi numerik dari sistem (2) menggunakan alat bantu 

program Matlab dan Maple. Nilai-nilai parameter model adalah 

5.0,12,1.0,1,2.0,3,2    dengan jumlah subpopulasi awal 

awal  .7)0(dan10)0(,25)0(,33)0(  RIVS
 Pada simulasi ini akan diberikan dua 

kasus yang berbeda, yaitu untuk laju vaksinasi 17  dan  .5
 Pada kasus ,17  

angka reproduksi dasar 13.40 R dan model mempunyai titik kesetimbangan endemik  

).55.37,31.0,49.11,62.0(*
1 E

 Karena ,10 R maka titik kesetimbangan bebas-penyakit 



1E  stabil asimtotik lokal. Gambar 3.1 memperlihatkan bahwa solusi grafik sistem (2) 

dengan laju vaksinasi 17  terjadi osilasi dari awal sampai dengan waktu 25 tahun di 

mana subpopulasi IVS dan,  mengalami penurunan tetapi subpopulasi R

menunjukkan kenaikan hingga akhirnya konvergen menuju ke titik kesetimbangan 

endemik ).55.37,31.0,49.11,62.0(*
1 E
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 Selanjutnya, model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin tidak efektif dengan 

5 mempunyai angka reproduksi dasar 13.40 R
 
dan titik kesetimbangan endemik  

.)55.37,315.0,24.10,87.1(*
1 E  Seperti dalam kasus ,17  titik kesetimbangan 

endemik juga stabil asimtotik lokal untuk kasus 5 .  Perilaku solusi grafik dari sistem 

(2) untuk 5  hampir sama dengan kasus .17  Perubahan peningkatan dan 

penurunan pada masing-masing subpopulasi diperlihatkan dalam Gambar 3.2.  perubahan 

berlangsung terus-menerus dan menuju ke titik kesetimbangan endemik 

.)55.37,315.0,24.10,87.1(*
1 E   

 

Gambar 3.1  Solusi model SVIR dengan 17dan1,0  p   

 

   

Gambar 3.2  Solusi model SVIR dengan 5dan1,0  p   

  

 

2.2  Model SVIR Tanpa Imigran Terinfeksi dan Vaksin efektif 

 Model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin efektif diperoleh dari model (1) 

dengan memisalkan  0dan0  p , yaitu 
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.RI
dt

dR

ISI
dt

dI

VS
dt

dV

VSSIA
dt
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                                                                                                               (12)  

  

 

 

 Titik kesetimbangan model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin efektif 

(sistem (12) ) diperoleh secara analog seperti dalam kasus model SVIR tanpa imigran 

terinfeksi dan vaksin tidak efektif . Titik kesetimbangan bebas-penyakit sistem (12) 

adalah sama dengan titik kesetimbangan bebas-penyakit sistem (2), yaitu
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A
R  adalah angka reproduksi vaksin.  

 Titik kesetimbangan endemik untuk sistem (12) adalah  
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Dengan melinearisasi model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin efektif  

(sistem (12)) diperoleh matriks Jacobi 
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Matriks Jacobi untuk titik kesetimbangan bebas-penyakit   0,0,, *
0

*
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*
0 VSE   adalah 
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yang mempunyai persamaan karakteristik  

0])1)([()()( 2   R                     (18) 

Dari persamaan (18) diperoleh nilai-nilai eigen 

)(, 32,1    dan .)1)((4   R
                

(19) 

Dari (19), jelas bahwa .0dan0,0 321    Karena   0   maka 

)1)((4   R  bernilai negatif jika .1R Dengan demikian titik 

kesetimbangan bebas-penyakit
*
0E  bersifat stabil asimtotik lokal untuk .1R  

 Matriks Jacobi pada titik kesetimbangan endemik ),,,( *
1

*
1

*
1
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1

*
1 RIVSE   untuk sistem 

(12) adalah 
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 Dari persamaan karakteristik (21), titik kesetimbangan endemik 


2E  bersifat 

stabil jika semua nilai eigen mempunyai bagian real negatif. Nilai eigen 1  jelas negatif, 

sedangkan nilai-nilai eigen yang lain merupakan akar-akar dari persamaan 

032
2

1
3  aaa   dapat diselidiki menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Akar-akar 
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persamaan kubik ini bernilai negatif jika memenuhi syarat 0,0 31  aa  dan 

.0321  aaa  Syarat ini dapat terpenuhi jika 01R  atau .1R  Jadi, titik 

kesetimbangan endemik bersifat stabil asimtotik untuk .1R  

Selanjutnya, dilakukan simulasi numerik dari sistem (12) menggunakan nilai-

nilai parameter model dan nilai awal yang sama dengan kasus sebelumnya.  Pada simulasi 

ini akan diberikan dua kasus yang berbeda, yaitu untuk laju vaksin  3  dan  .1  

Pada kasus ,3  angka reproduksi vaksin 69.0R dan model mempunyai titik 

kesetimbangan bebas-penyakit  ).0,0,67.41,33.8(),,,( *
0

*
0

*
0

*
0

*
0  RIVSE

 Karena 

,169.0 R maka titik kesetimbangan bebas-penyakit 


0E  adalah stabil asimtotik lokal.  

Gambar 3.3 memperlihatkan solusi grafik sistem (12) dengan laju vaksinasi 

.3   Seiring berjalannya waktu, subpopulasi VS dan mengalami penurunan dan 

peningkatan sehingga setelah sekitar 50 tahun  menuju ke titik kesetimbangan bebas-

penyakit 
*
0E

 dengan jumlah individu yang divaksin adalah 41 individu.  

 Selanjutnya, jika ,1  angka reproduksi vaksin adalah 55.1R
 
dan  model 

mempunyai titik kesetimbangan endemik .)55.17,15.0,18.20,11.12(*
1 E  Karena 1R ,  

maka titik kesetimbangan endemik  
*
1E  bersifat stabil asimtotik .  Perilaku solusi grafik 

dari sistem (12) untuk 1  ditunjukkan dalam Gambar 3.4. Gambar 3.4 menunjukkan 

bahwa konvergensi VS dan  menuju ke titik kesetimbangan endemik 
*
1E  lebih cepat 

(kira-kira setelah 10 tahun) dengan jumlah individu yang divaksin hampir separuh dari 

kasus 3 ( 20 individu) .  

 
Gambar 3.3  Solusi model SVIR dengan 3dan0,0  p   
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Gambar 3.4  Solusi model SVIR dengan 1dan0,0  p   

 
2.3  Model SVIR Tanpa Kematian Karena Penyakit  

 Model SVIR tanpa kematian karena penyakit diperoleh dari model (1) dengan 

memisalkan  0  dan diperoleh 
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(22) 

dengan total populasi RIVSN   sehingga diperoleh   
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dt

dR

dt

dI

dt

dV

dt

dS

dt

dN
                                       (23) 

Menurut teori sistem otonomus,  persamaan (23) dapat dinyatakan dengan 








A
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t
lim  .                                      (24) 

Dengan demikian, total populasi dapat diasumsikan konstan.  Selanjutnya, S  dapat 

diganti dengan ,RIVK  sehingga sistem (22) menjadi 
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.LPQKOR 

Titik kesetimbangan model dapat diperoleh dengan menyamakan nol untuk 

semua persamaan (ruas kanan) sistem (25).  Apabila ada individu yang terinfeksi ( 0I ), 

maka dari kondisi kesetimbangan 0dan0 
dt

dR

dt

dV
 diperoleh 

.
)(

)(
dan

*

**
*

*
*














I

IIA
V

I
R                                 (26) 

Setelah ** dan VR  disubstitusikan ke dalam persamaan 0
dt

dI
  dan dilakukan 

penyederhanaan diperoleh persamaan kubik dalam *I ,   

0)( *2*3**  DCIBIEIIf                                      (27) 

dengan  

,)(2  E
  

,)]()()([   AB
 

,)]()()()([   ApAC  

.)(   pAD  

Untuk mengkaji kestabilan dari titik kesetimbangan model SVIR, dilakukan 

linearisasi model (27) dan diperoleh matriks Jacobi pada titik kesetimbangan endemik 

),,( ****
1 RVIE  , yaitu 
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00

)(

****

*
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       (28)                   

Persamaan karakteristik dari  matriks Jacobi (28) adalah 

,032
2

1
3  aaa                                        (29) 

dengan   ,)(1 ROKa  dan2 LNMQKRKOORa  MQOLNRa 3  

 

 Menggunakan Kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan endemik  *E  stabil 

(global) jika dan hanya jika  .0dan0,0 32131  aaaaa   

 Dengan mensimulasikan nilai-nilai  laju vaksinasi 5dan17    dan nilai –

nilai parameter seperti pada model sebelumnya  dan nilai awal  

7)0(dan40)0(,10)0(  RVI diperoleh hasil sebagai berikut.  
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Menggunakan nilai-nilai parameter yang sama seperti kasus sebelumnya dan nilai 

17  menghasilkan 94.0R dan titik kesetimbangan endemik 

)02.13,57.35,11.0(*
1 E . Pada kasus ini, persamaan karakteristik (29) dari matriks 

Jacobi pada  menghasilkan .71.11dan93.67,50.21 321  aaa Karena Kriteria 

Routh-Hurwitz dipenuhi, maka titik kesetimbangan endemik adalah stabil (global).  Pada 

kasus 5  menghasilkan angka reproduksi vaksin 18.1R dan titik kesetimbangan 

endemik )52.17,72.28,15.0(*
1 E dan persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (11) 

dengan .353.4dan593.17,615.8 321  aaa  Pada kasus ini, kriteria Routh-Hurwitz 

dipenuhi sehingga titik kesetimbangan endemik juga stabil (global) .  

Menggunakan nilai-nilai paramater seperti pada kasus sebelumnya dengan nilai 

awal  7)0(dan40)0(,10)0(  RVI diperoleh hasil sebagai berikut. Gambar 3.5 dan 

Gambar 3.6 menunjukkan solusi grafik dari I(t), V(t) dan N(t) untuk kedua kasus (

5dan17   ). Pada awalnya, untuk kasus 17 jumlah subpopulasi sesuai dengan 

nilai awal yang diberikan, tetapi seiring dengan bertambahnya waktu tampak konvergen 

menuju ke titik kesetimbangan endemik )02.13,57.35,11.0(*
1 E . Demikian juga halnya 

untuk kasus  ,5  Gambar 3.6 menujukkan solusi grafik yang hampir sama dengan 

kasus .17  Untuk kasus ,5 titik kesetimbangan endemiknya adalah 

.)52.17,72.28,15.0(*
1 E  Dalam model SVIR tanpa kematian karena penyakit, angka 

reproduksi vaksin tidak mempengaruhi kestabilan dari titik kesetimbangan endemik. 

 

Gambar 3.5 Solusi grafik SVIR dengan 17dan0    
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     Gambar 3.6 Solusi grafik SVIR dengan 5dan0    

 

 Berdasarkan Gambar 3.5 dan Gambar 3.6,   pola perilaku solusi grafik 

subpopulasi individu hampir sama. Semakin tinggi nilai laju vaksinasi, jumlah 

subpopulasi invected dan recovered semakin kecil tetapi subpopulasi vaccined semakin 

besar.  Hal ini disebabkan oleh adanya kesembuhan individu yang terinfeksi, di lain pihak 

jumlah subpopulasi yang terinfeksi menurun akibat kematian alami dan adanya individu 

terinfeksi yang sembuh.  Seiring dengan berjalannya waktu, perubahan peningkatan dan 

penurunan jumlah masing-masing subpopulasi akan terus berlanjut hingga akhirnya 

konvergen menuju titik kesetimbangan endemik. 

 

3. KESIMPULAN 

 

Pengambilan nilai laju vaksinasi   yang berbeda pada model SVIR tanpa imigran 

terinfeksi dan vaksin tidak efektif  berpengaruh pada nilai titik kesetimbangannya, tetapi  

titik kesetimbangan endemik akan stabil asimptotik lokal untuk angka reproduksi dasar 

.10 R   Pada model SVIR tanpa imigran terinfeksi dan vaksin efektif,   titik 

kesetimbangan bebas-penyakit adalah stabil asimptotik untuk  angka reproduksi vaksin 

1R
 
dan titik kesetimbangan endemik  

*
1E  bersifat stabil asimtotik lokal jika 1R .   

Pada model SVIR tanpa kematian karena penyakit dan terdapat imigran terinfeksi 

ke dalam host mempunyai satu titik kesetimbangan endemik. Seiring dengan berjalannya 

waktu, perubahan peningkatan dan penurunan jumlah masing-masing subpopulasi akan 

terus berlanjut hingga akhirnya konvergen menuju titik kesetimbangan endemik. Titik 

kesetimbangan endemik bersifat stabil (global) untuk berbagai nilai laju vaksinasi.   
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Abstrak. Salah satu model prediksi bilangan bintik matahari(BBM) yang cukup terkenal di kumpulan 

makalah-makalah fisika matahari (solar physics) adalah model Xanthakis. Model ini dimodifikasi 

untuk memprediksi bilangan bintik matahari maksimum pada siklus ke 24. Dengan demikian terdapat 

dua tujuan pokok pembahasan dalam makalah ini, yaitu memperkirakan bilamana terjadinya aktivitas 

matahari maksimum (terkait dengan bulan dan tahun) selama siklus ke 24 ini dan berapa jumlah bintik 

matahari pada saat tersebut. Oleh karena itu, diharapkan hasil prediksi ataupun aplikasi model ini  

dapat memberikan tambahan informasi pada proses fisis matahari, sehubungan dengan terjadi 

peningkatan aktivitasnya yang berdampak pada lingkungan antariksa dan kehidupan di bumi.  

Kata kunci : Prediksi, Bilangan bintik matahari, siklus 24, Xanthakis.  

 

 

1. PENDAHULUAN 

      Saat ini sudah banyak model prediksi yang diterapkan ataupun dikembangkan oleh para 

peneliti, untuk memperkirakan waktu terjadinya bilangan bintik matahari (BBM) maksimum, 

maupun jumlah terbesarnya pada setiap siklus.  Zhang Guiqing dan Huaning, misalnya telah 

memprediksi jumlah maksimum bilangan bintik matahari yang terjadi pada awal tahun 2000 

dengan [Rm] =160 selama siklus 23 (lihat [7]). Begitu juga Bhatt N.J, et.al. dan Duhau S., 

masing-masing  menaksirkan  hal  yang  sama  untuk  siklus 24  yaitu,  berturut-turut  

[Rm] = 111 ± 21 dan [Rm] = 87,5 ± 23,5  (lihat [1] dan [2]).  

      Selain itu informasi dari NASA (National Aeronautics and Space Administration) tentang 

hasil prediksinya untuk siklus 24 yaitu, [Rm] = 70 diperkirakan terjadi sekitar bulan Juni 2013. 

Sedangkan NOAA (National Oceanic and Atmospheric Administration) juga melaporkan 

hasil prediksi sementara tentang terjadinya peristiwa tersebut di atas sekitar bulan Mei 2013 

dengan [Rm] = 90 pada siklus 24 ini.  

      Oleh karena itu LAPAN dalam hal ini Pusfatsainsa (Pusat Pemanfaatan Sains Antariksa) 

yang juga merupakan satu-satunya institusi terkait dengan aktivitas matahari di negeri ini, 
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sudah seharusnya mencoba untuk mengeluarkan prediksinya. Sehubungan dengan itu muncul 

pemikiran dari peneliti LAPAN (Pusfatsainsa) untuk membahasnya dalam makalah ini yang 

berjudul :“Prediksi Bilangan Bintik Matahari Maksimum pada Siklus 24 dengan 

Menggunakan Modifikasi Model Xanthakis”. Model ini sudah cukup lama dikenal dan 

dibangun dengan memperhatikan selang waktu kenaikan bilangan bintik matahari (BBM), 

sejak dari minimum s/d maksimum (time of rise)T R  dalam suatu siklus tertentu.  

      Namun kriteria model Xanthakis ini dapat digunakan hanya sampai dengan siklus ke 19, 

sesuai dengan data observasi pada saat itu (lihat [6]). Penggunaan model ini pada siklus-

siklus selanjutnya yaitu 20, 21, 22, 23, 24, .... harus memerlukan sedikit modifikasi untuk 

menentukan selang waktuT R  dalam setiap siklus yang terkait. Inilah yang mengakibatkan 

terjadinya perubahan dalam pengelompokan T R  untuk setiap siklus dengan beberapa pilihan.  

      Selanjutnya yang menjadi masalah adalah bagaimana proses modifikasi T R ? Dan 

bagaimana hasil prediksi jumlah bilangan bintik matahari maksimum pada siklus 24 ini? 

(terkait juga dengan perkiraan bulan dan tahun terjadinya). Dengan demikian, jelas tujuan 

pembahasan makalah ini adalah untuk memprediksi kondisi aktivitas matahari maksimum 

pada siklus 24. Sedangkan manfaatnya adalah untuk mendukung proses fisis terkait di 

matahari serta sebagai tambahan informasi tentang isu tahun 2012.  

 

2. MATERI DAN METODE 

      Konsep yang digunakan dalam penelitian ini adalah menyangkut prosedur klaster hirarki 

dengan ukuran jarak yuklidian. Sedangkan untuk penggabungan klaster dapat digunakan 

jarak minimum sebagai kriterianya. Prosedur klaster hirarki ini yang diterapkan untuk 

penggolongan data olahan T R  dan T R
*  dari setiap siklus. Dalam hal ini T R

*  adalah selang 

waktu penurunan bilangan bintik matahari (BBM) sejak dari maksimum s/d minimum 

berikutnya dalam suatu siklis tertentu. Rincian prosedur klaster hirarki ini dapat dilihat pada 

[5]. Selain itu, juga digunakan konsep logika samar (fuzzy logic) dengan metode 

penegasannya (defuzzyfication) untuk penentuan T R  dan T R
*  dalam klaster yang terkait. 

Konsep-konsep aplikasi logika samar ini dapat dibaca di [3] dan [4].  

      Sedangkan data T R  dan T R
*  yang digunakan dalam penelitian ini dihitung berdasarkan 

data-data olahan rata-rata bulanan bilangan bintik matahari selama 23 siklus matahari (mulai 
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dari siklus 1 s/d siklus 23) yang bersumber dari NOAA. Selanjutnya tahapan kegiatan 

penelitian yang dilakukan ini dapat dijabarkan dalam beberapa langkah berikut : 

         i). Kompilasi  data  rata-rata  bulanan  bilangan  bintik  matahari  selama  23  siklus  

             (siklus 1 s/d 23) dari NOAA. 

       ii). Seleksi tahun-tahun  terjadinya bilangan bintik matahari maksimum dan minimum  

            (THmaks & THmin), juga besarnya bilangan bintik matahari maksimum dan minimum 

            (Rmaks & Rmin) untuk setiap siklus. 

      iii). Hitung selang waktu kenaikan bilangan bintik matahari, sejak dari THmin s/d THmaks  

                  dan selang waktu penurunan bilangan bintik matahari, sejak dari THmaks s/d THmin  

            berikutnya (T R  & T R
* ) untuk setiap siklus.  

      iv). Gunakan metode analisis klaster untuk pengelompokan T R  danT R
*  pada tiap siklus 

            matahari (mulai dari siklus 1 s/d  siklus 23). 

- Dalam hal ini lakukanlah standarisasi data-data T R  & T R
*  dengan formulasi  

     X ij
0  = 

S

XX

j

jij 
, dalam hal ini  




N

i

ijj X
N

X
1

1
  dan   )

2

1

(
1

XX
N

S j

N

i

ijj  


, 

          j = 1, 2. ;  i = 1, ...., N=23.   

 -  Hitung rata-rata klaster (cluster centroid) dengan formulasi 



2

1

00

2

1

j

iji XX  ,  

-  Hitung jarak Yuklidian  dy  dan jumlah jarak dari data T R  , T R
*  yang sudah 

   distandarisasi untuk setiap siklus dengan formulasi dy = )(
20

0

XX i
ij
   dan 

      Ji  = )(
2

2

1

00



j

iij XX . 

-  Hitung selisih jumlah jarak antar masing-masing siklus dengan formulasi  

       JJ jiij   dengan  i ≠ j  dan  jiij   ,  i = 1, ...., N  ;   j = 1, 2. 

 - Tentukan kriteria jarak minimum untuk penggabungan antar klaster dan  

               proses selanjutnya  lihat [5]. 

        v). Setelah nilai-nilai variabel terbentuk dalam klaster kemudian gunakan informasi fisis 

              tentang ekivalensi pola kurva bilangan bintik matahari tiap 10 siklus. 
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       vi). Lakukan proses penegasan dengan logika samar untuk penentuan T Rx  yang  

              terkait, berdasarkan formulasi 





i

i

i

Rii

Rx

T

T




,  untuk jelasnya lihat  [3] dan [4]. 

      vii). Perkirakan THmaks  untuk setiap siklus N, (dalam hal ini  N = 20, ...., 24).   

     viii). Gunakan model Xanthakis untuk menentukan rata-rata bilangan bintik matahari  

             maksimum yaitu 
8

2
)

2
sin(4)(2

2 h
NlhYlTlkR RRRRRm   

             dengan ketentuan sebagai berikut:  

            a). hkR
2  , untuk  N = 7, ...., 29.       b). )3(  hhkR , untuk  N = 4, 5, 6. 

            c). )2(  hhkR , untuk  N = 0, 1, 2, 3. 

            d). e
n

n
Y n 9

10




 , untuk n = 0, 1, ..., 9,yang berkorespondensi dengan N = -10, 0, ..., 80. 

      Sedangkan 3,6lR  adalah konstanta yang diestimasi berdasarkan kuadrat terkecil (least 

square estimation) dari data-data olahan observasi. Untuk kasus a) 81kR , kasus b) 54kR  

dan kasus c) .99kR  Untuk lebih yakin dan jelas proses ilmiahnya dapat dibaca pada referensi 

[6]. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

      Pembahasan makalah ini menggunakan data rata-rata bulanan bintik matahari selama 23 

siklus, mulai dari siklus 1 s/d siklus 23 (tahun 1754 s/d tahun 2009) yang diperoleh dari 

NOAA. Namun dalam tampilan bahasan ini tidak semua data dicantumkan (karena 

pertimbangan jumlah halaman) , sehingga hanya data-data dari tahun 1754 s/d tahun 1792 

dan dari tahun 1966 s/d tahun 2009 saja, yang ditabulasikan dalam Tabel 1. 

 

  Tabel 1.  Rata-rata Bulanan Bilangan Bintik Matahari.        

=============================================================== 

TAHUN    Jan    Feb    Mar    Apr    Mei    Jun      Jul        Ag       Sep    Okt    Nov      Des 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1754           0.0     3.0    1.7    13.7    20.7   26.7    18.8      12.3      8.2    24.1   13.2         4.2 

1755         10.2   11.2    6.8      6.5      0.0     0.0      8.6        3.2    17.8    23.7     6.8       20.0 

 

1756         12.5     7.1    5.4      9.4    12.5   12.9      3.6        6.4    11.8    14.3    17.0        9.4 
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1757         14.1   21.2  26.2    30.0    38.1   12.8    25.0      51.3    39.7    32.5    64.7      33.5 

1758         37.6   52.0  49.0    72.3    46.4   45.0    44.0      38.7    62.5    37.7    43.0      43.0 

1759         48.3   44.0  46.8    47.0    49.0   50.0    51.0      71.3    77.2    59.7    46.3      57.0 

1760         67.3   59.5  74.7    58.3    72.0   48.3    66.0      75.6    61.3    50.6    59.7      61.0 

 

1761         70.0   91.0  80.7    71.7  107.2   99.3    94.1      91.1  100.7    88.7    89.7      46.0 

1762         43.8   72.8  45.7    60.2    39.9   77.1    33.8      67.7    68.5    69.3    77.8      77.2 

1763         56.5   31.9  34.2    32.9    32.7   35.8    54.2      26.5    68.1    46.3    60.9      61.4 

1764         59.7   59.7  40.2    34.4    44.3   30.0    30.0      30.0    28.2    28.0    26.0      25.7 

1765         24.0   26.0  25.0    22.0    20.2   20.0    27.0      29.7    16.0    14.0    14.0      13.0 

 

1766         12.0   11.0  36.6      6.0    26.8     3.0      3.3        4.0      4.3      5.0      5.7      19.2 

1767         27.4   30.0   43.0    32.9    29.8   33.3    21.9     40.8    42.7    44.1    54.7      53.3 

1768         53.5   66.1   46.3    42.7    77.7   77.4    52.6     66.8    74.8    77.8    90.6    111.8 

1769         73.9   64.2   64.3    96.7    73.6   94.4  118.6   120.3  148.8  158.2  148.1    112.0 

1770       104.0 142.5   80.1    51.0    70.1   83.3  109.8   126.3  104.4  103.6  132.2    102.3 

 

1771         36.0   46.2   46.7    64.9  152.7  119.5   67.7     58.5  101.4    90.0    99.7      95.7 

1772       100.9   90.8   31.1    92.2    38.0    57.0   77.3     56.2    50.5    78.6    61.3      64.0 

1773         54.6   29.0   51.2    32.9    41.1    28.4   27.7     12.7    29.3    26.3    40.9      43.2 

1774         46.8   65.4   55.7    43.8    51.3    28.5   17.5       6.6      7.9    14.0    17.7      12.2 

1775           4.4     0.0   11.6    11.2      3.9    12.3     1.0       7.9      3.2      5.6    15.1        7.9 

 

1776         21.7   11.6     6.3    21.8    11.2    19.0      1.0    24.2    16.0    30.0    35.0      40.0 

1777         45.0   36.5   39.0    95.5    80.3    80.7    95.0  112.0  116.2  106.5  146.0    157.3 

1778       177.3 109.3 134.0  145.0  238.9  171.6  153.0  140.0  171.7  156.3  150.3    105.0 

1779       114.7 165.7 118.0  145.0  140.0  113.7  143.0  112.0  111.0  124.0  114.0    110.0 

1780         70.0   98.0   98.0    95.0  107.2    88.0    86.0    86.0    93.7    77.0    60.0      58.7 

 

1781         98.7   74.7   53.0    68.3  104.7    97.7    73.5    66.0    51.0    27.3    67.0      35.2 

1782         54.0   37.5   37.0    41.0    54.3    38.0    37.0    44.0    34.0    23.2    31.5      30.0 

1783         28.0   38.7   26.7    28.3    23.0    25.2    32.2    20.0    18.0      8.0    15.0      10.5 

1784         13.0     8.0   11.0    10.0      6.0      9.0      6.0    10.0    10.0      8.0    17.0      14.0 

1785           6.5     8.0     9.0    15.7    20.7    26.3    36.3    20.0    32.0    47.2    40.2      27.3 

 

1786         37.2   47.6   47.7    85.4    92.3    59.0    83.0    89.7  111.5  112.3  116.0    112.7 

1787       134.7 106.0   87.4  127.2  134.8    99.2  128.0  137.2  157.3  157.0  141.5    174.0 

1788       138.0 129.2 143.3  108.5  113.0  154.2  141.5  136.0  141.0  142.0    94.7    129.5 

1789       114.0 125.3 120.0  123.3  123.5  120.0  117.0  103.0  112.0    89.7  134.0    135.5 

1790       103.0 127.5   96.3    94.0    93.0    91.0    69.3    87.0    77.3    84.3    82.0      74.0 

1791         72.7   62.0   74.0    77.2    73.7    64.2    71.0    43.0    66.5    61.7    67.0      66.0 

1792         58.0   64.0   63.0    75.7    62.0    61.0    45.8    60.0    59.0    59.0    57.0      56.0 

 

1966         28.2   24.4   25.3    48.7    45.3    47.7    56.7    51.2    50.2    57.2    57.2      70.4 

1967       110.9   93.6 111.8    69.5    86.5    67.3    91.5  107.2    76.8    88.2    94.3    126.4 

1968       121.8 111.9   92.2    81.2  127.2  110.3    96.1  109.3  117.2  107.7    86.0    109.8 
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1969       104.4 120.5 135.8  106.8  120.0  106.0    96.8    98.0    91.3    95.7    93.5      97.9 

1970       111.5 127.8 102.9  109.5  127.5  106.8  112.5    93.0    99.5    86.6    95.2      83.5 

 

1971         91.3   79.0   60.7    71.8    57.5    49.8    81.0    61.4    50.2    51.7    63.2      82.2 

1972         61.5   88.4   80.1    63.2    80.5    88.0    76.5    76.8    64.0    61.3    41.6      45.3 

1973         43.4   42.9   46.0    57.7    42.4    37.5    23.1    25.6    59.3    30.7    23.9      23.3 

1974         27.6   26.0   21.3    40.3    39.5    36.0    55.8    33.6    40.2    47.1    25.0      20.5 

1975         18.9   11.5   11.5      5.1      9.0    11.4    28.2    39.7    13.9      9.1    19.4        7.8 

 

1976           8.1     4.3   21.9    18.8    12.4    12.2      1.9    16.4    13.5    20.6      5.2      15.3 

1977         16.4   23.1     8.7    12.9    18.6    38.5    21.4    30.1    44.0    43.8    29.1      43.2 

1978         51.9   93.6   76.5    99.7    82.7    95.1    70.4    58.1  138.2   125.1   97.9    122.7 

1979       166.6 137.5 138.0  101.5  134.4  149.5  159.4  142.2  188.4   186.2 183.3    176.3 

1980       159.6 155.0 126.2  164.1  179.9  157.3  136.3  135.4  155.0   164.7 147.9    174.4 

 

1981       114.0 141.3 135.5  156.4  127.5    90.9  143.8  158.7  167.3   162.4 137.5    150.1 

1982       111.2 163.6 153.8  122.0    82.2  110.4  106.1  107.6  118.8     94.7   98.1    127.0 

1983          84.3  51.0   66.5    80.7    99.2    91.1    82.2    71.8   50.3     55.8    33.3       33.4 

1984          57.0  85.4   83.5    69.7    76.4    46.1    37.4    25.5   15.7     12.0    22.8       18.7 

1985          16.5  15.9   17.2    16.2    27.5    24.2    30.7    11.1     3.9     18.6    16.2       17.3 

 

1986            2.5  23.2   15.1    18.5    13.7      1.1    18.1      7.4     3.8     35.4    15.2         6.8 

1987          10.4    2.4   14.7    39.6    33.0    17.4    33.0    38.7   33.9     60.6    39.9       27.1 

1988          59.0  40.0   76.2    88.0    60.1  101.8  113.8  111.6 120.1   125.1   125.1    179.2 

1989        161.3 165.1 131.4  130.6  138.5  196.2  126.9  168.9 176.7   159.4  173.0    165.5 

1990        177.3 130.5 140.3  140.3  132.2  105.4  149.4  200.3 125.2   145.5  131.4    129.7 

 

1991       136.9  167.5 141.9  140.0  121.3  169.7  173.7  176.3 125.3   144.1  108.2    144.4 

1992       150.0  161.1 106.7    99.8    73.8    65.2    85.7    64.5   63.9     88.7    91.8      82.6 

1993         59.3    91.0   69.8    62.2    61.3    49.8    57.9    42.2   22.4     56.4    35.6      48.9 

1994         57.8    35.5   31.7    16.1    17.8    28.0    35.1    22.5   25.7     44.0    18.0      26.2 

1995         24.2    29.9   31.1    14.0    14.5    15.6    14.5    14.3   11.8     21.1      9.0      10.0 

 

1996         11.5      4.4     9.2      4.8      5.5    11.8      8.2    14.4     1.6       0.9    17.9      13.3 

1997           5.7      7.6     8.7    15.5    18.5    12.7    10.4    24.4   51.3     23.8    39.0      41.2 

1998         31.9    40.3   54.8    53.4    56.3    70.7    66.6    92.2   92.9     55.5    74.0      81.9 

1999         62.0    66.3   68.8    63.7  106.4  137.7  113.5    93.7   71.5   116.7  133.2      84.6 

2000         90.1  112.9 138.5  125.5  121.6  124.9  170.1  130.5 109.7     99.4  106.8    104.4 

 

2001         95.6    80.6 113.5  107.7    96.6  134.0    81.8  106.4 150.7   125.5  106.5    132.2 

2002       114.1  107.4   98.4  120.7  120.8    88.3    99.6  116.4 109.6     97.5    95.5      80.8 

2003         79.7    46.0   61.1    60.0    54.6    77.4    83.3    72.7   48.7     65.5    67.3      46.5 

2004         37.3    45.8   49.1    39.3    41.5    43.2    51.1    40.9   27.7     48.0    43.5      17.9 

2005         31.3    29.2   24.5    24.2    42.7    39.3    40.1    36.4   21.9       8.7    18.0      41.1 
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2006         15.3      4.9   10.6    30.2    22.3    13.9    12.2    12.9   14.4     10.5    21.4      13.6 

2007         16.8    10.7     4.5      3.4    11.7    12.1      9.7      6.0     2.4       0.9      1.7      10.1 

2008           3.3      2.1     9.3      2.9      3.2      3.4      0.8      0.5     1.1       1.9      4.1        0.8 

2009           1.3      1.4     0.7      0.8      2.9      2.9      3.2      0.0     4.3       4.6      4.2      10.6 

2010         13.1  

 

Sumber: NOAA 

 

      Dari data rata-rata bulanan selama 23 siklus matahari ini diseleksi tahun-tahun minimum 

dan maksimum serta RMin  , RMaks  untuk setiap siklus. Itu berarti hasil-hasil penerapan 

langkah-langkah i) dan ii) pada bagian metodologi  ini, akhirnya dapat ditabulasikan dalam 

Tabel.2. 

 

Tabel 2.  Hasil  observasi  dan  perhitungan  RMin  , RMaks   pada  tahun-tahun  minimum  dan 

               maksimum   kurva  BBM  untuk  setiap  siklus. 

 

      Dari hasil Tabel 2., kemudian dihitung T R  (selang waktu antara min. s/d maks.) dan T R
*  

(selang waktu antara maks. s/d min. berikutnya) untuk setiap siklus. Dengan demikian hasil 

perhitungan menurut langkah iii) pada bagian metodologi  ini, juga  dapat ditabulasikan 

dalam Tabel 3. 

 

 

 

Siklus 

ke- N 

Tahun 

Min. 

Tahun 

Maks. 

 

RMin  

 

RMaks

 

Siklus 

ke- N 

Tahun 

Min. 

Tahun 

Maks. 

 

RMin  

 

RMaks

 

    1 1754-1 1761-5 0,0 107,2   13 1889-11 1893-8 0,2 129,2 

    2 1766-6 1769-10 3,0 158,2   14 1901-4 1907-2 0,0 108,2 

    3 1775-2 1778-5 0,0 238,9   15 1913-5 1917-8 0,0 154,5 

    4 1784-5 1787-12 6,0 174,0   16 1923-8 1928-7 0,5 98,0 

    5 1798-5 1804-10 0,0 62,3   17 1933-8 1937-7 0,2 145,1 

    6 1810-1 1817-3 0,0 96,2   18 1944-4 1947-5 0,3 201,3 

    7 1822-1 1830-4 0,0 106,3   19 1954-1 1957-10 0,2 253,8 

    8 1833-6 1836-12 1,0 206,2   20 1964-7 1968-5 3,1 127,2 

    9 1843-2 1847-10 3,5 180,4   21 1976-7 1980-5 1,9 179,9 

   10 1856-5 1860-7 0,0 116,7   22 1986-6 1990-8 1,1 200,3 

   11 1867-1 1870-5 0,0 176,0   23 1996-10 2000-7 0,9 170,1 

   12 1878-8 1883-11 0,0 84,5   24 2009-8     ??? 0,0   ??? 
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Tabel 3. Hasil perhitungan T R  (selang waktu antara min. s/d maks.) dan T R
*  (selang  

              waktu antara maks. s/d min. berikutnya) pada kurva BBM untuk setiap siklus. 

 

 

 

       

 

 

 

 

 

 

 

 

Perlu diketahui bahwa variabel-variabel yang akan dianalisis secara pengklasteran lebih 

dahulu harus distandarisasi menjadi variabel standar seperti pada langkah iv) di bagian 

metodologi ( 00 X  dan 10 S X
). Hasil dari standarisasi ini ditabulasikan dalam Tabel 4. 

 

Tabel  4. Data-data T R  dan T R
*  dari tabel 3., yang telah  distandarisasi menjadi                 

dan .              

      Setelah bagian-bagian (items) pada langkah iv) ini dilaksanakan, akibatnya dihasilkan 4 

(empat) klaster sebagai berikut : 

T RS

T RS
*

Siklus ke- N        T R          T R
*  Siklus ke- N        T R          T R

*  

       1       7,3        5,1       13       3,75       7,7 

       2       3,3        5,3       14       5,8       6,25 

       3       3,25        6,0       15       4,25       6,0 

       4       3,5      10,4       16       4,9       5,1 

       5       6,4        5,25       17       3,9       6,75 

       6       7,3        4,8       18       3,1       6,7 

       7       8,25        3,2       19       3,6       6,9 

       8       3,5        6,2       20       3,8       8,2 

       9       4,7        8,6       21       3,8       6,1 

      10       4,2        6,5       22       4,2        6,2  

      11       3,3        8,25       23       3,75        9,1  

      12       5,25        6,0       24   

N  T RS
*  N T RS  T RS

*  

1 1,86 - 0,91 13 - 0,56 0,72 

2 - 0,86 - 0,79 14 0,84 - 0,19 

3 - 0,90 - 0,35 15 - 0,22 - 0,35 

4 - 0,73 2,42 16 0,22 - 0,91 

5 1,24 - 0,82 17 - 0,46 0,13 

6 1,86 - 1,10 18 - 1,0 0,09 

7 2,50 - 2,11 19 - 0,66 0,22 

8 - 0,73 - 0,22 20 - 0,52 1,04 

9 0,09 1,29 21 - 0,52 - 0,28 

10 0,25 0,03 22 0,25 - 0,22 

11 - 0,86 1,07 23 - 0,56 1,60 

12 0,46 - 0,35 24   

T RS
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Klaster 1 atau K1 mencakup N = 2, 3, 4, 8, 11, 18, dengan 5,33  T R . 

Klaster 2 atau K2 mencakup N = 9, 10, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 22, 23, dengan 55,3 T R . 

Klaster 3 atau K3 mencakup N = 5, 12, 14, dengan 5,65  T R . 

Klaster 4 atau K4 mencakup N = 1, 6, 7, dengan 5,85,6  T R . 

Sedangkan untuk T R
*  diperoleh  5 (lima) klaster berikut : 

Klaster 1 atau K
*
1  mencakup N = 6, 7, dengan 53 *  T R . 

Klaster 2 atau K
*
2 mencakup N = 1, 2, 3, 5, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 21, 22, dengan 5,65 *  T R . 

Klaster 3 atau K
*
3 mencakup N = 17, 18, 19, dengan 5,75,6 * T R . 

Klaster 4 atau K
*
4 mencakup N = 11, 13, 20, dengan 5,85,7 *  T R . 

Klaster 5 atau K
*
5 mencakup N = 4, 9, 23, dengan 5,8* T R . 

      Selanjutnya dengan menerapkan ekivalensi pola dari langkah v) dan setelah  langkah vi) pada 

bagian metodologi dilaksanakan, ini akan menghasilkan dua kemungkinan (alternative) 

penentuanT R . Dengan demikian nilai-nilai prediksiT R  dari dua alternatif ini, untuk beberapa 

siklus tertentu (yaitu N = 20, 21, 22, 23, 24 ) dapat dilihat dalam Tabel 5.  

 

Tabel 5. Hasil prediksi T R  dari dua alternatif proses penegasan untuk N = 20, ..., 24. 

 

      Nilai-nilai prediksi T R  atau TR Pred.  dari Tabel 5 di atas ini, selanjutnya digunakan untuk 

mem-perkirakan tahun terjadinya bilangan bintik matahari maksimum(THmakspred.). Hasil 

penerapan langkah vii)  pada  bagian  metodologi  ini  dengan  kedua  alternatif  di atas  dapat  

dilihat  pada Tabel 6 dan Tabel 7. 

 

 

 

 

 

Alternatif I Alternatif II 

           N       TR Hit.    TR Pred.            N       TR Hit.    TR Pred. 

           20         3,8    4,08            20         3,8     4,2 

           21         3,8    3,29            21         3,8     5,3 

           22         4,2    5,82            22         4,2     4,275 

           23         3,75    4,08            23         3,75     3,5 

           24          ?    5,82            24           ?     4,65 
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Tabel 6. Hasil observasi THmin , THmaks dan prediksi THmaks selama N = 20,...,24  untuk  

              alternatif I. 

               

           N      THmin obs.       THmaks obs.      THmaks pred.  % Galat (EP) 

           20      1964 - 7        1968 - 5        1968 - 7          7,37 

           21      1976 - 7        1980 - 5        1979 - 10        13,42 

           22      1986 - 6        1990 - 8        1992 - 3        38,57 

           23      1996 - 10        2000 - 7        2000 - 10          8,8 

           24      2009 - 8              ?        2015 - 5  

 

Tabel 7 . Hasil observasi THmin , THmaks  dan prediksi THmaks selama N = 20,...,24  untuk  

               alternatif II. 

 

      Kemudian untuk prediksi rata-rata Rmaks  selama N = 20,...,24, dapat menggunakan model 

Xanthakis seperti pada langkah viii) di bagian metodologi. Sedangkan hasil perhitungan 

prediksi  tersebut  dengan  kedua  alternatif  di atas  telah  dicantumkan  dalam  Tabel 8  dan  

Tabel 9. 

 

Tabel 8 . Hasil observasi rata-rata Rmaks  dan prediksi rata-rata Rmaks  selama N = 20,...,24. 

               untuk  alternatif I. 

 

 

 

 

 

 

 

           N      THmin obs.       THmaks obs.      THmaks pred.  % Galat (EP) 

           20      1964 - 7        1968 - 5        1968 - 9        10,52 

           21      1976 - 7        1980 - 5        1981 - 10        39,47 

           22      1986 - 6        1990 - 8        1990 - 9          1,78 

           23      1996 - 10        2000 - 7        2000 - 4          6,67 

           24      2009 - 8              ?        2014 – 3 -4  

         N         Rmaks obs.         Rmaks pred.      % galat (EP) 

         20           127,2              144,8           13,84 

         21           179,9              197,7             9,91 

         22           200,3               86,2           56,95 

         23           170,1              145,7           14,32 

         24               ?               86,8  
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 Tabel 9 . Hasil observasi rata-rata Rmaks  dan prediksi rata-rata Rmaks selama N = 20,...,24.  

                untuk alternatif II. 

 

 

      Dari Tabel 5 terlihat bahwa pada alternatif I untuk siklus 22 selisih antara TR Pred. dan TR Hit. 

cukup besar yaitu 1,62 tahun, sehingga galatnya menjadi 38,57 % (lihat Tabel 6). Sedangkan 

pada alternatif II untuk siklus 21 selisih antara TR Pred. dan TR Hit. juga cukup besar yaitu 1,5 

tahun, sehingga galatnya menjadi 39,47 % (lihat Tabel 7). Dengan demikian ada suatu 

keanehan (anomaly) pada kedua siklus tersebut yaitu sklus 21 dan siklus 22. Oleh karena itu 

perlu diselidiki mekanisme fisis yang telah terjadi pada  siklus-siklus matahari tersebut, dengan 

melibatkan konsep-konsep teori dinamo. Ini juga suatu masalah yang perlu dipertimbangkan 

dan menjadi bahan penelitian dikemudian hari. Selanjutnya dari Tabel 6 dan Tabel 8 terlihat 

bahwa aktivitas bintik matahari terbesar untuk siklus 24, menurut  alternatif I diperkirakan 

terjadi pada bulan Mei 2015 dengan maksimum rata-rata bilangan bintik matahari sebesar 86,8. 

Begitu juga dari Tabel 7 dan Tabel 9 terlihat bahwa aktivitas bintik matahari terbesar untuk 

siklus 24, menurut  alternatif II diperkirakan terjadi pada bulan Maret s/d April 2014 dengan 

maksimum rata-rata bilangan bintik matahari sebesar 116,4. Selain itu juga ditampilkan grafik 

dari selang waktu kenaikan bilangan bintik matahari T R  terhadap siklus N pada Gambar 1 di 

bawah ini. Dengan demikian diharapkan dapat memperkirakan kecenderungan pola T R  untuk 

siklus-siklus selanjutnya. 

   

       N         Rmaks obs.       Rmaks pred.        % galat (EP) 

       20         127,2          109,7            13,74 

       21         179,9            67,1            62,72 

       22         200,3          162,4            18,95 

       23         170,1          180,9              6,33 

       24             ?          116,4  
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Dari Gambar 1 di atas, muncul permasalahan (open problem) bagaimana memprediksi  

T R  untuk siklus 25 ?  Inilah yang menjadi bahan pemikiran untuk penelitian selanjutnya, 

sehingga dapat memprediksi THmaks dan Rmaks  pada siklus berikutnya. 

 

4. KESIMPULAN 

      Dari hasil pembahasan makalah ini, terdapat dua alternatif penentuan selang waktu 

kenaikan bilangan bintik matahari, sejak dari minimum s/d maksimum (time of rise)T R . Oleh 

karena itu, juga akan mengakibatkan dua alternatif hasil prediksi THmaks untuk setiap siklus 

matahari. Khusus untuk siklus 24 dapat dikatakan bahwa dengan alternatif I, ternyata 

aktivitas bintik matahari terbesar diperkirakan terjadi pada bulan Mei 2015. Sebaliknya 

dengan alternatif II, ternyata aktivitas bintik matahari terbesar diperkirakan terjadi pada bulan 

Maret s/d April 2014. Untuk kedua alternatif ini masing-masing mempunyai galat (error) 

yang bervariasi untuk setiap siklus (lihat Tabel 6 dan Tabel 7). Sedangkan maksimum rata-

rata bilangan bintik matahari selama siklus 24 menurut alter-natif I dan alternatif II, berturut-

turut diperkirakan sebesar 86,8 dan 116,4 dengan galat (error) yang bervariasi untuk setiap 

siklus (lihat Tabel 8 dan Tabel 9).  

 

Gambar1. Kurva TR vs N
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ABSTRACT. One model of good enough river model has been developed by Shazy Shabayek, et 

al (2002). In this model, Shazy Shabayek domain divides the river domain into two parts of the 

control volume. The main river (main stream) is expressed as a control volume 1, while the 

tributary (lateral stream) is expressed as a control volume 2. Phenomenon that occurs model in this 

river model is the inclusion of the flow of the river from lateral stream to main stream. In this final 

model, sedimentation model on rivers Shabayek Shazy model is built using Finite Volume Method 

and solved using Meshless Local Petrov-Galerkin.  From the simulation, with initial velocity of 

lateral flow vl = 0.02, After time T = 5, the flow velocity was down to around 0.143 and the height 

of the sediment up until about 2.25 x 10
-3

. Furthermore, with the initial velocity of lateral flow vl = 

0.25, After a time T = 5, the flow velocity increased to around 0.0691 and the height of sediment 

down to about 0.0026. Tributary angle changes from 30
0
 to 60

0
 give effect to the height of the 

sediment, which is about 5 x 10
-5

 and its influence on the flow velocity, which is about 3.2 x 10
-3

. 

Thus, large or small lateral flow velocity have a major impact on river depth, flow velocity and 

height of sedimentation in the main river. Tributary angle changes from 30
0
 to 60

0
 gives a very 

small effect on the river depth, flow velocity, and height of sedimentation.  

Keywords : river model Shazy Shabayek, sedimentation, Meshless Local Petrov-Galerkin, Finite 

Volume Method 

 

 

1. PENDAHULUAN

Sungai memiliki peranan penting bagi kehidupan manusia. Kenyataan ini dapat 

dilihat dari pemanfaatan sungai yang makin lama makin kompleks, mulai dari sarana 

transportasi, sumber air baku, sumber tenaga listrik dan sebagainya. Air yang mengalir di 

dalam sungai akan mengakibatkan proses penggerusan tanah didasarnya. Proses 

terjadinya sedimentasi pada dasar sungai model Shazy Shabayek dapat dimodelkan dan 

disimulasikan secara matematis sehingga proses perubahan morfologi sungai akibat 

adanya sedimentasi dan penggerusan tersebut dapat diketahui. Pemodelan tersebut dapat 

dijadikan sebagai bahan pertimbangan dalam pengambilan suatu kebijakan, sehingga 

dampak yang akan ditimbulkan akibat adanya sedimentasi dan pengerusan tersebut dapat 

dicegah sedini mungkin atau dikurangi. 
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Model sedimentasi ini dibangun dengan menggunakan pendekatan metode volume 

hingga dan diselesaikan dengan metode Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG). 

Metode MLPG ini relatif baru, dan masih  terus dikembangkan pada permasalahan 

dinamika fluida. Salah satu keunggulan dari metode ini adalah dalam proses diskritisasi 

daerah penyelesaian (domain). Pada metode-metode numerik yang telah ada, untuk 

melakukan interpolasi ataupun penghitungan integral, dibutuhkan mesh (pias) pada 

domain yang akan diselesaikan. Sehingga untuk domain yang bentuknya kompleks, 

diskontinu atau mempunyai boundary (batas domain) yang bergerak merupakan 

permasalahan yang sulit diselesaikan. Tujuan utama dari metode ini adalah untuk 

menghilangkan grid atau untuk mengurangi kesulitan dalam membuat grid dengan 

menggunakan titik sebagai penggatinya (Atlury dan Lin, 2001). Metode ini sangat 

fleksibel, akurat dan tidak menggunakan grid sama sekali dalam penerapannya, baik 

untuk tujuan interpolasi ataupun untuk tujuan perhitungan integral. 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1.   Sedimentasi 

Sedimentasi terjadi karena adanya partikel-partikel padat yang ikut terbawa oleh 

aliran air. Proses sedimentasi pada aliran sungai merupakan proses yang alami. Namun 

karena berbagai faktor, sedimentasi menimbulkan berbagai masalah dan dapat 

menimbulkan dampak yang berbahaya bagi lingkungan sekitar. 

   Zou Liu (2001) mengusulkan tiga macam transportasi sedimen, yaitu wash load, 

bed load, dan suspended load. Wash load adalah partikel atau sedimen yang terbawa oleh 

air, akan tetapi partikel ini tidak berasal dari ataupun mengendap ke dasar aliran sehingga 

perilaku atau komposisi dari jenis angkutan ini tidak dapat diprediksi. Oleh karena itu, 

Ottovanger (2005), Yang (1996) dan beberapa peneliti lain hanya membagi jenis 

transportasi sedimen ini menjadi dua jenis, yaitu bed load dan suspended load. Bed load  

adalah butiran sedimen yang bergerak atau berpindah dengan cara menggelinding, 

meluncur atau melompat. Ada beberapa macam rumus yang dapat digunakan untuk 

menghitung banyaknya sedimen jenis bedload ini. Salah satu rumus yang populer adalah 

rumus Meyer-Peter & Muller (Yang, 1996). Rumus ini antara lain diterapkan oleh Liu 

(2001). 
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dengan :   : rasio massa jenis sedimen 

dengan  massa jenis air 

 : banyaknya sedimen bed load 

 : tegangan geser 

= 8.0  ;     = 1.0  ;    = 0.047 

: rata-rata diameter sedimen 

 : massa jenis air 

 : massa jenis sedimen 

 : kecepatan sungai utama 

 

 

 

 

 

   Suspended load adalah transportasi sedimen dengan cara melayang di dalam air. 

Transportasi sedimen jenis ini biasanya terjadi pada aliran turbulen (Yang, 1996). 

Perubahan dasar sungai ini dapat dihitung dengan menggunakan persamaan kekekalan 

massa untuk transpotasi sedimen. 

 

 

2.2.   Model Sungai Shazy Shabayek 

   Fenomena yang terjadi pada model sungai Shazy Shabayek  adalah masuknya 

aliran dari anak sungai ke sungai utama seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1. 

Beberapa karakteristik dari sungai utama akan mengalami perubahan dengan masuknya 

aliran anak sungai. Perubahan tersebut antara lain adalah perubahan massa, kecepatan, 

kedalaman, arah dan debit aliran, serta perubahan-perubahan lainnya.  

 

Gambar 1. Aliran Sungai Model ShazyShabayek 

   Gaya hidrostatis dinotasikan (P), komponen hilir berat air (W) dan gaya geser (S) 

pada pertemuan sungai menurut Shazy Shabayek dapat dihitung dengan menggunakan 

rumus : 

   

  

dengan :  : ketinggian sedimen 

            : porositas 

 

dengan : 

 : berat jenis air ;        : kedalaman sungai utama 

 : lebar sungai ;         : kecepatan aliran pada anak sungai 

 : kofisien gesek        : luas volume kendali 

 : panjang domain kendali pertemuan sungai 

 : kemiringan sungai. 
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2.3.   Metode Volume Hingga 

    Banyak permasalahan di bidang mekanika fluida yang harus dianalisis dengan 

mengamati suatu daerah berhingga (volume hingga) dari satu domain yang besar. Dasar-

dasar yang digunakan oleh metode ini untuk dapat diterapkan adalah hukum-hukum dasar 

fisika, yaitu hukum kekekalan massa, hukum kekekalan momentum dan hukum pertama 

dan kedua termodinamika (Munson, 2003). Hukum kekekalan massa untuk suatu volume 

kendali dapat dinyatakan dengan persamaan : 

 

Sedangkan hukum kekekalan momentum dapat dinyatakan dengan persamaan : 

 

2.4.   Metode Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) 

Tujuan utama dari metode meshless ini adalah menghindari pias (mesh/grid). 

Metode ini tidak menggunakan mesh baik dalam melakukan interpolasi fungsi trial dan 

test, maupun dalam melakukan penghitungan integral. Penjelasan dari subdomain MLPG 

dapat dilihat pada Gambar 2 berikut ini : 

 

Gambar 2. Local Subdomain  dari domain  

  Perlu diketahui bahwa bentuk subdomain pada local weak ini tidak harus sama 

bentuk maupun ukurannya, sehingga bentuk subdomain yang digunakan dapat dipilih 

yang sederhana dengan catatan bahwa gabungan dari subdomain ini dapat mengcover 

keseluruhan domain. Misalkan sebuah fungsi taksiran  pada domain  dengan titik-

titik sebaran , i=1, 2, 3, . . . ,n, penaksir Moving Least Square (MLS)  dari 

 didefinisikan sebagai berikut : 

 

dengan  adalah basis monomial lengkap orde m. 

Sebagai contoh  untuk 2 dimensi, bentuk linier : 

, m=3 
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 adalah vektor yang memuat koefisien- koefiisien fungsi , j=1,2,3, . . . ,m 

(Sosrodarsono dan Tominaga, 1984). 

 

dengan A dan B adalah matriks yang didefinisikan sebagai berikut : 

 

kemudian  disubtitusikan ke dalam  sehingga di peroleh : 

 

 

dengan adalah fungsi nodal dari x. 

Fungsi bobot  yang digunakan pada penelitian ini adalah fungsi bobot spline, yaitu : 

 

dengan  adalah jarak antara  dan  dan  adalah ukuran dari support untuk fungsi 

bobot . 

Kemudian dari aproksimasi MLS dapat dibentuk menjadi sistem pesamaan linier berikut : 

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

    Pada bab ini dilakukan simulasi dengan beberapa inputan yang berbeda. 

Governing equation untuk aliran sungai model Shazy Shabayek adalah sebagai berikut : 

Kekekalan massa : 

 

 

Kekekalan momentum : 

Sungai Utama : 
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Pertemuan Sungai   : 

 

Sedangkan boundary condition  diasumsikan seperti pada gambar berikut :  

 

Gambar 3. Boundary condition sungai model Shazy Shabayek 

Kekekalan massa sedimen 

 

Transportasi sedimen 

 

3.1. Penerapan Metode MLPG 

   Untuk menerapkan MLPG, selanjutnya governing equation sungai utama disusun 

dalam matriks sebagai berikut : 

 

misalkan :  

Sehingga sistem Persamaan diatas dapat ditulis menjadi : 

 

Dengan cara yang sama untuk governing equation pada pertemuan sungai, dapat ditulis 

menjadi : 
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Nilai  didekati dengan pendekatan Moving Least Square (MLS) sebagai berikut : 

 

Turunan terhadap waktu dari fungsi MLS ini adalah : 

 

Dengan mengimplementasikan MLS pada model sedimentasi di atas, maka diperoleh 

persamaan dalam bentuk matriks yaitu : 

 

3.2. Diskritisasi Terhadap Waktu 

Persamaan diatas didiskritisasi terhadap waktu dengan Deret Taylor, sehingga diperoleh : 

 

3.3. Simulasi 

Kondisi awal yang diberikan terhadap keadaan kedalaman, kecepatan 

maupun ketinggian sedimen adalah sama pada semua posisi, , 

, dan  dengan  adalah konstanta. Berikut 

ini disajikan beberapa hasil output program dengan menggunakan beberapa 

inputan : 
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(a)              (b)                                               (c) 

Gambar 4. (a) Plot kedalaman sungai pada simulasi 1 

(b) Plot kecepatan sungai pada simulasi 1 

(c) Plot ketinggian sedimentasi sungai pada simulasi 1 

Pada Simulasi 1, diberikan inputan untuk kecepatan awal aliran lateral vl = 0.02, yaitu 

10 % dari kecepatan awal sungai utama ui = 0.2. Dari Gambar 4 terlihat bahwa aliran dengan 

kondisi awal kedalaman hi = 0.6, kecepatan awal ui = 0.2 dan ketinggian awal sedimen zbi = 0.1 

pada semua posisi (x) dan setelah waktu T = 5, kedalaman sungai turun sampai sekitar 2.25 x 10
-3

, 

kecepatan aliran turun sampai sekitar 0.143 dan ketinggian sedimen naik sampai sekitar 0.0019. 

      

(a)                                               (b)      (c) 

Gambar 5. (a) Plot kedalaman sungai pada simulasi 2 

(b) Plot kecepatan sungai pada simulasi 2 

(c) Plot ketinggian sedimentasi sungai pada simulasi 2 

 Untuk Simulasi 2, kecepatan awal aliran lateral pada Simulasi 1 diubah dari vl = 0.02 

menjadi vl = 0.25, sehingga vl > ui. Sedangkan untuk inputan yang lainnya tetap. Pada Gambar 2 

terlihat bahwa setelah waktu T = 5, kedalaman sungai meningkat sampai sekitar 0.0026, kecepatan 

aliran pada awalnya naik sekitar 0.0691, akan tetapi setelah beberapa waktu kecepatan aliran 

menjadi turun sekitar 0.0514. Sedangkan ketinggian sedimen turun sampai sekitar 0.0026. 

Simulasi 1 

kedalaman sungai (hi) =  0.6 

kecepatan sungai (ui ) =  0.2 

ketinggian sedimen  (zbi) =  0.1 

kecepatan aliran lateral (vl) =  0.02 

waktu (T) =  5 

delta t (dt) =  0.5 

sudut anak sungai (teta) =  pi/6 
 

 

Simulasi 2 

kedalaman sungai (hi) =  0.6 

kecepatan sungai (ui ) =  0.2 

ketinggian sedimen  (zbi) =  0.1 

kecepatan aliran lateral (vl) =  0.25 

waktu (T) =  5 

delta t (dt) =  0.5 

sudut anak sungai (teta) =  pi/6 

 

Simulasi 3 

kedalaman sungai (hi) =  0.6 

kecepatan sungai (ui ) =  0.2 

ketinggian sedimen  (zbi) =  0.1 

kecepatan aliran lateral (vl) =  0.02 

waktu (T) =  5 

delta t (dt) =  0.5 

sudut anak sungai (teta) =  pi/3 

 

 



 

 
 

 

Profil Sedimentasi Pada Sungai Model Shazy Shabayek  FMIPA UNS 

Seminar Nasional Matematika 2010 260 Prosiding 

 

     

(a)                                              (b)       (c) 

Gambar 6. (a) Plot kedalaman sungai pada simulasi 3 

  (b) Plot kecepatan sungai pada simulasi 3 

   (c) Plot ketinggian sedimentasi sungai pada simulasi 3 

  Untuk Simulasi 3, inputan sudut anak sungai (teta) pada simulasi 1 diubah dari teta = 30
0
 

menjadi teta = 60
0
, sedangkan untuk inputan yang lain tetap. Dari Gambar 6 terlihat bahwa setelah 

waktu T = 5, kedalaman sungai turun sampai sekitar 0.0023, kecepatan aliran turun sampai sekitar 

0.1462. Sedangkan ketinggian sedimen meningkat sampai sekitar 0.0023. 

 Dari simulasi 1 dan simulasi 3, terlihat bahwa perubahan sudut anak sungai mempunyai 

pengaruh yang sangat kecil pada kedalaman dan ketinggian sedimen, yaitu sekitar 5 x 10
-5

. 

Sedangkan pengaruhnya terhadap kecepatan sekitar 3.2 x 10
-3

. 

4. KESIMPULAN 

Dari hasil pembahasan dan simulasi diperoleh kesimpulan sebagai berikut :  

1. Kedalaman sungai, kecepatan  aliran sungai dan ketinggian sedimentasi pada sungai model 

Shazy Shabayek sangat dipengaruhi oleh besar kecilnya kecepatan awal aliran lateral yang 

masuk ke sungai utama. Dapat dilihat pada simulasi 1 dan 2. Pada simulasi 1 kecepatan awal 

aliran lateral vl = 0.02, yaitu 10% lebih kecil dari kecepatan awal aliran sungai utama ui. 

Setelah waktu T = 5, kedalaman sungai turun sampai sekitar 2.25 x 10
-3

, kecepatan aliran  juga 

turun sampai sekitar 0.143, dan ketinggian sedimen naik sampai sekitar 2.25 x 10
-3

. Sedangkan 

pada Simulasi 2, kecapatan awal aliran lateral vl = 0.25, lebih besar dari kecepatan awal aliran 

sungai utama ui = 0.2. Setelah waktu T = 5, kedalaman sungai meningkat sampai sekitar 

0.0026, kecepatan aliran pada awalnya naik sampai sekitar 0.0691, kemudian turun sampai 

sekitar 0.0514, dan ketinggian sedimen turun sampai sekitar 0.0026. Jadi, Jika kecepatan awal 

aliran anak sungai besar, melebihi kecepatan awal aliran sungai utama maka akan banyak 

sedimen yang terangkut, sehingga ketinggian sedimen akan turun. Sedangkan jika kecepatan 

awal aliran anak sungai jauh lebih kecil dari kecepatan awal aliran sungai utama maka akan 

banyak sedimen yang mengendap tetapi sedikit sedimen yang terangkut, sehingga ketinggian 

sedimen mengalami peningkatan. 
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2. Perubahan sudut anak sungai terhadap sungai utama dari 30
0
 menjadi 60

0
 memberikan 

pengaruh yang sangat kecil pada kedalaman sungai, kecepatan aliran maupun ketinggian 

sedimen. Hal ini dapat dilihat dapat pada simulasi 1 dan Simulasi 3. 

  Beberapa saran yang disampaikan penulis untuk penelitian lanjut mengenai sedimentasi 

sungai adalah sebagai berikut : 

1. Adanya penelitian lebih lanjut mengenai sedimentasi sungai untuk model aliran yang tidak 

seragam. 

2. Dikembangkan penelitian untuk jenis sedimen wash load dan suspended load. 

3. Dikembangkan penelitian sedimentasi untuk morfologi sungai yang lebih kompleks. 
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ABSTRAK. Metode interaktif dan posteriori (generasi) dalam masalah optimisasi multitujuan 

akan memberikan informasi yang lebih banyak tentang solusi bagi pembuat keputusan. Metode  

posteriori memberikan informasi tentang keseluruhan konteks dari solusi alternatif sebelum 

keputusan akhir. Selanjutnya akan dibahas variasi dari metode kendala-  yang disebut metode 

kendala-  yang diperluas. Keuntungan metode ini adalah hanya akan menghasilkan solusi efisien 

(bukan solusi efisien lemah) dan mencegah iterasi ganda yangmana ini dapat mengakibatkan 

keluar lebih awal dari perulangan yang relevan (mengarah pada solusi yang tidak fisibel) dan 

mempercepat keseluruhan proses. Metode ini akan diaplikasikan pada masalah perencanaan 

produksi perusahaan. 

Kata kunci : optimisasi multitujuan, metode priori, metode kendala-  yang diperluas, pembuat 

keputusan, solusi efisien, solusi fisibel. 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Dalam pengambilan keputusan sering melibatkan masalah optimisasi untuk 

memaksimalkan/meminimalkan suatu tujuan dengan kendala tertentu. Dalam aplikasi,  

masalah optimisasi berkembang dari yang hanya terdiri dari satu tujuan menjadi 

optimisasi dengan banyak tujuan. Solusi dari masalah optimisasi satu tujuan selalu dapat 

ditemukan dan merupakan solusi optimal serta semua informasi tentang variabel 

keputusan relevan (fisibel) dengan masalah real. Pada masalah optimisasi multitujuan 

tidak ada solusi optimal tunggal yang secara simultan mengoptimalkan semua fungsi 

tujuan. Dalam kasus ini pembuat keputusan harus mencari solusi yang paling disukai. 

Dalam masalah optimisasi multitujuan, konsep optimalitas diganti dengan efisiensi atau 

dikenal dengan konsep optimal Pareto. Solusi efisien yang dimaksud adalah solusi yang 

tidak terdominasi yatu solusi yang tidak dapat diperbaiki dalam satu fungsi tujuan tanpa 

mengabaikan performansinya pada paling sedikit satu bagian. 

 Menurut Hwang dan Masud, metode untuk menyelesaikan masalah optimisasi 

multitujuan terbagi menjadi tiga fase berdasarkan pada keterlibatan pembuat keputusan 
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pada proses pengambilan keputusan yang mengekspresikan preferensinya (kesukaannya). 

Ketiga metode tersebut adalah metode priori, metode interaktif dan metode generasi 

(posteriori). Pada metode priori pembuat keputusan menyatakan preferensinya sebelum 

proses penyelesaian misalnya dengan memberikan perubahan atau pembobot pada fungsi 

tujuan. Pada fase metode interaktif, terdapat interaksi antara solusi yang dihasilkan  

dengan pembuat keputusan dan proses ini biasanya konvergen setelah beberapa iterasi ke 

solusi yang paling disukai. Pada metode posteriori, pembuat keputusan dilibatkan dalam 

memilih solusi yang paling disukai diantara solusi yang ada setelah solusi efisien 

diperoleh. 

Metode interaktif dan posteriori (generasi) dalam masalah optimisasi multitujuan 

akan memberikan informasi yang lebih banyak tentang solusi bagi pembuat keputusan. 

Metode  posteriori memberikan informasi tentang keseluruhan konteks dari solusi 

alternatif sebelum keputusan akhir, namun metode ini kurang popular. Selanjutnya akan 

dibahas variasi dari metode kendala-  yang disebut metode kendala-  yang diperluas 

yang merupakan metode priori. Keuntungan metode ini adalah hanya akan menghasilkan 

solusi efisien dan mencegah iterasi ganda yangmana ini dapat mengakibatkan keluar lebih 

awal dari perulangan yang relevan dan mempercepat keseluruhan proses. Selanjutnya 

metode ini akan diaplikasikan pada masalah perencanaan produksi perusahaan. 

 

2. PEMBAHASAN 

Secara umum masalah optimisasi multitujuan dapat dirumuskan sebagai berikut : 

meminimumkan )(xf  

dengan kendala x S        (1) 

: n

if R R  fungsi sasaran dan 1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))t

kf x f x f x f x  , 1 2( , , , )t

nx x x x   

variabel keputusan serta S   adalah daerah fisibel. Jika tidak ada konflik diantara 

fungsi-fungsi sasaran maka solusi optimal lengkap dapat ditemukan tetapi sebagian besar 

satu sasaran dengan sasaran yang lain saling konflik.  

Definisi 1. Masalah (1) dikatakan mempunyai solusi optimal lengkap jika terdapat 

Sx *
 sehingga 

kixfxf ii ,...,3,2,1),()( *   untuk setiap Sx *
. 

Disini  
*x  disebut solusi optimal lengkap.  

Karena diantara fungsi sasaran yang satu dengan yang lain saling konflik dan 

tidak teratur maka hampir tidak mungkin mencari penyelesaian yang mengoptimalkan 
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semua sasaran. Hal ini disebabkan tidak adanya urutan yang alami, yang ada urutan 

sebagian/parsial. Koopmans [1971] mengenalkan konsep optimalitas Pareto sebagai 

berikut: 

Definisi 2. Vektor keputusan  
*x S  disebut optimal Pareto jika tidak ada x S  yang 

lain sehingga 
*( ) ( ), 1,2,...,i if x f x i k    dan  

paling sedikit terdapat satu j yang berlaku 
*( ) ( ),j jf x f x i j  . 

 

Selain  konsep optimal Pareto dari konsep urutan parsial juga akan menurunkan konsep 

solusi yang efisien dan solusi  yang dominan. 

Definisi 3. Diberikan vektor keputusan Sxx ,*
. Vektor  

*x  dikatakan mendominasi x

jika berlaku  nixx ii ,...,2,1,*  . Solusi 
*x  dikatakan solusi efisien jika 

*x bukan 

solusi yang dominan. 

 

Optimisasi multitujuan biasanya diselesaikan dengan metode berbobot (masalah 

diubah ke dalam optimisasi satu tujuan). Metode berbobot dikerjakan dengan mengubah 

beberapa tujuan menjadi satu tujuan dengan memberi bobot pada masing-masing tujuan 

sehingga tujuan menjadi kombinasi linear dari beberapa tujuan. Sedangkan metode 

berkendala mengubah beberapa tujuan menjadi satu tujuan dengan menjadikan tujuan 

utama sebagai tujuan dan menjadikan tujuan-tujuan  yang lain menjadi kendala. Dalam 

metode berbobot, jumlah berbobot dari fungsi sasaran dioptimalkan, sehinga dapat 

disajikan sebagai berikut: 

meminimumkan )(...)()( 2211 xfwxfwxfw kk  

dengan kendala x S .,...,2,1,, kjRw j   

Sedangkan pada metode berkendala satu tujuan utama dimimimalkan (misal tujuan 

pertama yang dipilih) sedangkan tujuan yang lain dijadikan kendala, sehingga masalah 

dapat disajikan sebagai berikut; 

meminimumkan )(1 xf  

dengan kendala kjRxfxfxf jkk ,...,3,2,,)(,...,)(,)( 3322   , (2) 

x S . 
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Beberapa keuntungan metode berkendala dibandingkan metode berbobot adalah 

a. Untuk masalah optimisasi multitujuan linear, metode pembobot diaplikasikan untuk 

daerah fisibel asli dan menghasilkan solusi ekstrim. Oleh karena itu solusi ekstrim 

hanya membangun solusi ekstrim yang efisien. Sebaliknya metode berkendala 

diaplikan pada daerah yang bukan fisibel asli dan mudah menghasilkan solusi efisien 

yang tidak ekstrim. Akibatnya metode berbobot dapat menghabiskan proses dan 

perulangan yang berarti ada banyak kombinasi bobot yang menghasilkan solusi 

ekstrim efisien yang sama. Dilain pihak metode ini dapat mengeksploitasi hampir 

setiap proses yang menghasilkan solusi efisien yang berbeda, maka menghasilkan 

representasi lebih dari himpunan efisien. 

b. Metode pembobot tidak dapat menghasilkan solusi efisien yang tidak mendukung 

pada masalah optimisasi multi-tujuan bulat dan campuran (mix integer). 

c. Pada metode pembobot, penskalaan fungsi sasaran mempunyai pengaruh kuat pada 

hasil yang diperoleh. 

d. Dalam metode berkendala, jumlah dari solusi efisien yang dibangun dapat 

dikendalikan dengan menyesuaikan jumlah titik di setiap range fungsi sasaran. 

 

Metode berkendala-  diperluas 

Meskipun terdapat beberapa keuntungan dari metode berkendala, namun 

mempunyai dua hal yang perlu perhatian yaitu range dari fungsi sasaran atas himpunan 

efisien (khususnya perhitungan nilai nadir) dan jaminan dari efisiensi dari solusi yang 

diperoleh. Untuk mengaplikasikan metode berkendala-  diperlukan range dari setiap 

fungsi sasaran paling sedikit k-1 fungsi sasaran yang akan digunakan sebagai kendala. 

Perhitungan dari range fungsi sasaran atas himpunan efisien tidak trivial. Range ini dapat 

diperoleh dari nilai maksimum dan nilai minimum individual. Dengan asumsi eksistensi 

solusi optimum 
jox  fungsi sasaran individual, masalah minimasi dengan kendala 

didefinisikan dengan  

 kjxf j
Sx

,...,2,1),(min 


. 

Jadi diperoleh minimum individual  

 )(min)(min xfxzz j
Sx

jo

jj


 . 

Dengan asumsi eksistensi solusi optimum 
jox  fungsi sasaran individual, masalah 

maksimisasi dengan kendala didefinisikan dengan  
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 kjxf j
Sx

,...,2,1),(max 


. 

Jadi diperoleh maksimum individual  

 )(max)(max xfxzz j
Sx

jo

jj


 . 

Hal kedua yang perlu diperhatikan adalah solusi optimal Masalah (2) dijamin dari 

solusi efisien jika semua kendala dari k-1 fungsi sasaran terbatas. Jika terdapat solusi 

optimal alternatif maka tidak efisien tetapi ini merupakan solusi efisien lemah. Untuk 

mengatasi keraguan dikenalkan transformasi dari kendala fungsi sasaran menjadi 

persamaan-persamaan dengan menambahkan variabel pengetat secara eksplisit. 

Kemudian jumlahan dari variabel-variabel pengetat ditambahkan dalam fungsi sasaran 

untuk menekan program agar hanya menghasilkan solusi efisien. Akibatnya masalah 

menjadi  

meminimumkan )...()( 321 ksssxf 
          (3)

 

dengan kendala kkk sxfsxfsxf   )(,...,)(,)( 232222 , 

,,...,3,2, kjRs j  x S ,    bilangan kecil dan biasanya antara 
310

 dan 

610
.  

 

Teorema 4 berikut menjamin bahwa solusi masalah optimisasi (3) dengan metode  

berkendala-  mencegah diperoleh generasi dari solusi efisien lemah. 

Teorema 4. Rumusan Masalah (3) dari metode berkendala-  hanya menghasilkan solusi 

yang efisien. 

Bukti. Misalkan Masalah (3) mempunyai solusi alternatif dan salah satunya x’ 

mendominasi solusi optimal x yang diperoleh dari Masalah (3). Berarti bahwa vektor 

 kk sssz   ,...,,, 33221  didominasi oleh  ',...,',', 33221 kk sssz   . 

Dengan kata lain  

'.

'

'

3333

2222

kkkk ss

ss

ss














 

Kemudian diambil jumlahannya maka diperoleh 

 



k

j

j

k

j
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Hal ini kontradiksi dengan asumsi awal bahwa solusi optimal (3) memaksimumkan 

jumlahan js . Oleh karena itu tidak ada solusi x’ yang mendominasi solusi yang diperoleh 

x.  Dengan kata lain solusi x yang diperoleh adalah solusi yang efisien. □ 

 

Untuk mencegah sembarang masalah penskalaan direkomendasikan untuk 

mengganti js  pada suku kedua fungsi sasaran  dengan jj rs /  dengan jr  adalah range 

dari fungsi sasaran ke-j. Oleh karena itu masalah optimisasi yang diselesaikan dengan 

metode berkendala-  diperluas menjadi 

  meminimumkan )...()(
3

3

2

2
1

k

k

r

s

r

s

r

s
xf    

dengan kendala kkk sxfsxfsxf   )(,...,)(,)( 232222 ,

,,...,3,2, kjRs j  x S ,    bilangan kecil dan biasanya antara 
310

 dan 

610
. 

 

Masalah 5 : Perencanaan Supplai Produksi 

Suatu perusahaan mempunyai pabrik yang memproduksi 3 jenis produk yaitu A, 

B dan C. Untuk memproduksi 1 ton jenis A memerlukan 2 ton material X, 3 ton material 

Y dan 4 ton material Z. Untuk memproduksi 1 ton jenis B memerlukan 8 ton material X 

dan 1 ton material Y. Untuk memproduksi 1 ton jenis C memerlukan 4 ton material X, 4 

ton material Y dan 2 ton material Z. Perusahaan menjual produk A rata-rata 5 juta/ ton, 

produk B rata-rata 10 juta / ton dan produk C rata-rata 12 juta/ ton. 

Selama proses produksi 1 ton produk A menghasilkan 1 ton polusi, 1 ton produk 

B menghasilkan 2 ton polusi dan 1 ton produk C menghasilkan 2 ton polusi. Misalkan 

pabrik hanya mampu menyediakan material X maksimum 100 ton, material Y maksimum 

50 dan material Z maksimum 50. Perusahaan ingin memaksimumkan pendapatan total 

dan meminimumkan polusi yang dihasilkan. Didefinisikan   

1x = banyaknya produk A yang dihasilkan, 

2x = banyaknya produk B yang dihasilkan dan 

3x = banyaknya produk C yang dihasilkan. 

Masalah 5 dapat dirumuskan menjadi 

memaksimumkan cxz 1  
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meminimumkan dxz 2  

dengan kendala 0,  xbAx  

atau  

meminimumkan cxz 1  

meminimumkan dxz 2  

dengan kendala 0,  xbAx  

dengan  



















3

2

1

x

x

x

x , 



















204

413

482

A , 



















50

50

100

b ,  12105c  dan  221d .  

 Solusi dari masalah maksimum dan minimum individual dari masing-masing 

fungsi tujuan 1z  dan 2z  sebagai berikut : 

.71429.35,0,0,200 max

2

min

2

max

1

min

1  zzzz  

Dengan kata lain pendapatan maksimum yang akan diperoleh 200 juta tetapi 

menghasilkan polusi sebanyak 35.71429. Sedangkan polusi minimum akan menjadi 0 ton 

tetapi tidak memperoleh pendapatan (tanpa proses produksi). Perusahaan memberikan 

solusi alternatif terhadap pendapatan dan polusi sebagai berikut : 

1. Perusahaan paling tidak memperoleh pendapatan 75% dari pendapatan maksimal 

200 juta. Dengan kata lain pendapatan minimum perusahaan sebesar 150 juta 

( ), tetapi tentu akan lebih baik jika bisa memperoleh pendapatan 

semaksimum mungkin (200 juta ). 

2. Perusahaan tidak ingin menghasilkan polusi lebih dari 30 ton ( ).  

Masalah 5 diselesaikan dengan metode berkendala. Misalkan memaksimumkan 

pendapatan menjadi tujuan utama sedangkan tujuan yang lain dijadikan kendala maka 

diperoleh  

.67.11,3.3,0,33.173 321

min

1  xxxz
 

Jika Masalah 5 diselesaikan dengan metode berkendala-ε diperluas maka akan diperoleh 

salah satu solusi untuk   

200,2 1  r  

akan menghasilkan
 

.7143.5,7143.10,1429.7,0,5714.188 2321

min

1  sxxxz
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Tabel 1 Nilai Pendapatan  terhadap μ 

μ
 

pendapatan     polusi 

0 -200 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

0.25 -198.5714 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

1 -194.2857 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

2 -188.5714 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

3 -182.8571 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

4 -177.1429 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

4.5 -174.2857 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

4.6 -173.7143 0 7.1429 10.7143 5.7143 35.7144 

4.9 -173.3333 0 3.3 11.67 0 29.94 

5 -173.3333 0 3.3 11.67 0 29.94 

 

Tabel 1 menyatakan hubungan nilai pendapatan terhadap  nilai μ yang berbeda-beda. 

Hasil perhitungan menunjukkan bahwa pendapatan perusahaan dapat ditingkatkan dengan 

memperkecil nilai μ. Namun mengakibatkan polusi yang dihasilkan lebih dari 30 ton 

(tidak diperbolehkan). Jadi antara pendapatan dan polusi saling konflik sehingga 

diperlukan solusi kompromi yang dapat memenuhi keduanya misalnya dengan 

memproduksi  

0,67.11,3.3,0 2321  sxxx
 

akan menghasilkan pendapatan 173.3333 dan polusi yang dihasilkan 29.94. 

Misalkan meminimumkan polusi menjadi tujuan utama sedangkan tujuan yang 

lain dijadikan kendala maka diperoleh   

.5.12,0,0,25 321

min

2  xxxz
 

Jika Masalah 5 diselesaikan dengan metode berkendala-ε diperluas diperoleh 

.0,5.12,0,0,25 2321

min

2  sxxxz
 

 

3. KESIMPULAN 

Metode metode kendala-  yang diperluas merupakan metode priori. Keuntungan 

metode metode kendala-   yang diperluas ini adalah hanya akan menghasilkan solusi 

efisien dan mencegah iterasi ganda yangmana ini dapat mengakibatkan keluar lebih awal 

dari perulangan yang relevan dan mempercepat keseluruhan proses. Metode ini dapat 
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diaplikasikan pada masalah perencanaan produksi perusahaan. Penelitian ini dapat 

dikembangkan lagi misal dengan pendekatan konsep fuzzy atau dengan metode interaktif 

Metode interaktif dan posteriori (generasi) dalam masalah optimisasi multitujuan 

memberikan informasi yang lebih banyak tentang solusi bagi pembuat keputusan.  
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Abstrak. Dengan memanfaatkan operator diferensial, masalah Sturm-Liouville nonlinear dapat 

dilinearisasi ke dalam masalah eigen vektor, . Pengkajian eksistensi nilai eigen dari masalah 

Sturm-Liouville nonlinear ekuivalen dengan masalah eigen dari bentuk hasil linearisasi ini. Pada 

artikel ini akan dibahas tentang syarat cukup agar bilangan  menjadi nilai eigen dari masalah 

Sturm-Liouville dengan parameter eigen nonlinear. Lebih lanjut, akan diselidiki dari spektrum nilai 

eigen dari masalah Sturm-Liouville nonlinear pada interval .  

Kata kunci: Sturm-Liouville nonlinear, nilai eigen, spektrum, linearisasi 

 

1. PENDAHULUAN 

 Pada proses penyelesaian masalah gelombang dan konduksi panas dengan tehnik 

pemisahanvariabelakanmuncultipemasalahsyaratbatas Sturm-Liouville 

                                       (1) 

 

dengan ,  fungsi positif yang mempunyai turunan kontinu pada  fungsi 

nonnegatif kontinu pada  dan  adalah parameter eigen (Haberman, 1987). Persamaan 

ini juga dapat ditafsirkan sebagai bentuk kestabilan dari pencampuran di dalam proses 

penemuankembaliminyakdenganmenggunakan model Hele-Shaw dari medium 

seraphomogen (Pasa, 2002). Ide pokok dari masalah (1) adalah menentukan  nilai eigen  

yang bersesuaian dengan fungsi eigen  sehingga memenuhi syarat batas tersebut. Beberapa 

sifat pokok dari nilai eigen dan fungsi eigen dari masalah tersebut telah dibahas oleh 

Haberman (1987), Folland (1992), dan, Cormani dan Ryham (2002). Penelitian terhadap 

masalah Sturm-Liouville baik secara analitik maupun numerik berkembang sampai saat ini, 
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antara lain: Dwyer dan Zettl (1994, 1995), Sutrima (2001), Dewi Retno Sari dan Sutrima 

(2003), Sutrima (2004), dan Sutrima (2005).  

Dalam perkembangannya muncul masalah Sturm-Liouvilledengan parameter eigen 

tipe nonlinear  

 

                                                             (3) 

dengan  fungsi yang mempunyai turunan kontinu dan positif pada . Dalam hal ini 

parameter eigen  tidak lagi linear akan tetapi nonlinear. Pada dasarnya tipe masalah ini telah 

dikenalkan oleh Langer et al. (1990), Adamjan et al. (1993) dan Adamjan dan Langer (1995).  

 Masalah mendasar dari masalah Sturm-Liouville (2) sebagaimana masalah (1) adalah 

menentukan eksistensi dari nilai eigen, yang dalam hal ini bergantung kepada . Untuk kasus 

(1) dimana  bersifat linear tidak terlalu sulit untuk menunjukkan eksistensi nilai eigen dan 

sifat-sifatnya [Haberman, 1987; Folland, 1992]. 

  Dari asumsi (2) bahwa  adalah fungsi kontinu yang mempunyai turunan positif 

menyatakan bahwa adalah fungsi yang naik pada interval [0,1]. Akibatnya  mencapai 

minimum di  dan maksimum di , serta mempunyai invers. Misalkan 

 

dan 

 

Dalam Sutrima (2009) telah dikaji eksistensi nilai eigen masalah (2) pada interval . 

Dalam artikel ini akan dikaji eksistensi nilai eigen (2) pada interval . 

2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Untuk  didefinisikan operator  

 

pada ruang Hilbert L
2
 = L

2
(0,1) dengan domain  

. 
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Bilangan disebut nilai eigen dari L jika terdapat , , sehingga 

. Notasi p(L) menyatakan himpunan semua nilai eigen dari L, dan  

 

menyatakan spektrum dari L. 

Sebagaimana telah dibahas dalam Sutrima (2009), masalah (2) dan (3) dapat 

dituliskan kembali sebagai  

                                                            (4) 

untuk 

 , , , dan , 

dengan domain . Operator  adalah operator linear self-adjoint(Sutrima, 

2009). 

2.1 Nilai Eigen  

Sebagaimana yang telah dibahas dalam Sutrima (2009) bahwa bilangan berperan 

penting dalam penyelidikan nilai eigen dari . Pada bagian ini akan ditentukan syarat fungsi  

 agar bilangan  menjadi nilai eigen dari operator .  

Teorema 2.1Jika  dan  pada  maka terdapat fungsi 

kontinu positif  sehingga  adalah nilai eigen dari .  

Bukti: Pertama, ambil . Persamaan (2) dengan  menjadi  

 

Jika  diambil konstan, maka  

 (6) 

adalah penyelesaian dari (2), dengan  adalah fungsi Bessel order . Syarat batas di  

dipenuhi. Agar memenuhi syarat batas ,  harus dipilih sehingga , 

yang berarti bahwa  dengan adalah harga nol dari . 

 Berikutnya misalkan sembarang fungsi dengan . Terdapat 

fungsi kontinu sehingga 



 

 

 

 

 

SpektrumNilai Eigen MasalahSutrm-Liouville Nonlinear                                                  FMIPA UNS 

 

 

Seminar NasionalMatematika 2010 274 Prosiding 

 

 

. 

Oleh karena itu,  

 

Diambil  

 

dengan adalah harga nol dari . Dengan menyelesaikan untuk  diperoleh  

 

yang mempunyai minimum berubah-ubah tergantung kepada pemilihan . Dengan pemilihan 

ini diperoleh persamaan , dengan (6) adalah penyelesaiannya. Jadi,  adalah 

nilai eigen dari . 

 

2.2 Nilai Eigen pada Interval  

Pada bagian ini akan didiskusikan spektrum pada interval . Pertama 

ditunjukkan bahwa nilai eigen tidak dapat mencapai  dari bawah. 

Teorema 2.2Operator  mempunyai paling banyak berhingga nilai eigen pada 

interval .  

Bukti: Untuk sembarang , fungsi  naik terhadap  pada interval 

. Misal  adalah dua nilai eigen dan  fungsi eigen yang bersesuaian. 

Seperti pada Teorema 2.1, Teorema Perbandingan menyatakan bahwa  mempunyai harga 

nol pada  minimal sama dengan harga nol dari .  

Misalkan  adalah penyelesaian dari persamaan diferensial untuk  dengan 

, mempunyai berhingga banyak harga nol pada . Teorema 

Perbandingan menunjukkan bahwa semua fungsi eigen dengan nilai eigen  mempunyai 

harga nol paling banyak sama dengan harga nol dari . Tetapi hal ini menyatakan bahwa 

hanya terdapat berhingga banyak nilai eigen yang lebih kecil dari .  
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Berikutnya, akan ditunjukkan bahwa terdapat nilai eigen pada interval , 

apabila  diambil cukup besar. 

Teorema 2.3Untuk  yang diberikan, terdapat bilangan , sehingga hubungan 

 mengakibatkan bahwa  mempunyai paling sedikit satu nilai eigen 

pada interval .  

Bukti: Dengan , berlaku 

 

 

Jika diambil  

,    

persamaan (8) sama dengan  

 

. 

Jika  

 

maka . Akibatnya . 

 

 Teorema berikut memberikan syarat ketiadaan dari nilai eigen pada interval . 

Dinotasikan bagian positif dari fungsi  sebagai 

 

 

 

Teorema 2.4Jika  

 

(8) 

(9) 
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maka  tidak mempunyai nilai eigen pada interval .  

Bukti: (i) Pertama ambil . Misalkan  adalah operator seperti pada (4). 

Operator  adalah operator kelas trace postif, yang dapat dituliskan sebagai operator 

integral dengan kernel 

 

Lebih lanjut, didefinisikan  

 

dan misalkan  adalah operator perkalian dengan fugsi  di dalam . Akibatnya,  

nilai eigen dari  jika dan hanya jika  adalah nilai eigen dari operator kelas trace self-adjoint 

. 

Dengan cara sama, misal  adalah operator perkalian dengan fungsi   dan  

,                                         (11) 

yang merupakan operator kelas trace positif. Karena , maka  

).  

  

 

 

Karena itu, berlaku , dan . Hal ini menunjukkan bahwa  

bukan nilai eigen dari  dan pernyataan terbukti untuk . 

 (ii) Untuk kasus . Didefinisikan operator  

 

untuk . Operator  tidak terbatas dengan domain 

 

 

(10) 
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Karena , dan  adalah operator tertutup dan terdefinisi di 

mana-mana, maka operator ini terbatas. Akan ditunjukkan bahwa  konvergen ke  

dalam norma apabila . Diambil . Karena , maka  

   dengan  . 

Perhatikan bahwa , dengan  kernel dari operator  pada (10). Akibatnya, 

dapat diestimasi bahwa 

 

Jadi,  

 

 

 

 

Jika , maka fungsi  konvergen titik demi titik dan monoton ke . 

Dengan teorema kekonvergenan terbatas, maka untuk  

 

dan sehingga  di dalam norma. Dengan bagian (i) menunjukkan bahwa 

 

untuk . Tetapi kekonvergenan  ke  menyatakan bahwa  bukan nilai eigen 

dari . Dengan demikian  bukan nilai eigen dari . 

 

Akibat 2.5Jika  

 

maka  tidak mempunyai nilai eigen pada interval .  

Bukti: Misalkan  Karena , maka  
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untuk suatu . Akan ditunjukkan bahwa syarat pada Teorema 2.4 dipenuhi, 

 

 

 

 

Teorema 2.6Jika  dan 

 

maka  tidak mempunyai nilai eigen pada interval .  

Bukti: Operator  adalah operator integral dengan kernel 

 

Operator ini adalah operator Hilbert-Schmidt. Oleh karena itu berlaku ketaksamaan 

 

dengan  menyatakan norma operator Hilbert-Schmidt. Di pihak lain, diperoleh  
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Oleh karena itu, , yang menyatakan   dengan  

didefinisikan oleh (11). Sisa bukti sama seperti bukti pada Teorema 2.4. 

 

3. KESIMPULAN 

 Dari hasil penelitian dapat disimpulkan bahwa: (1) bilangan  dengan 

kondisi tertentu dapat menjadi nilai eigen dari masalah Sturm-Liouville nonlinear, yang 

diberikan oleh Teorema 2.1; (2) dapat ditentukan spektrum nilai eigen dari masalah Sturm-

Liouville nonlinear pada interval , yang diuraikan dalam Teorema 2.2 – 2.6.  
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ABSTRAK. Penelitian ini bertujuan melakukan analisis regresi logistik untuk memprediksi 

faktor-faktor resiko pada mahasiswa FMIPA UNS terhadap indeks prestasi rendah. Sampel yang 

diambil adalah mahasiswa jurusan Matematika, Biologi, Fisika dan Kimia FMIPA UNS angkatan 

2001 sampai dengan 2006 dengan menggunakan teknik stratified cluster sampling. Hasil 

penelitian menunjukkan bahwa dari 133 mahasiswa yang terambil sebagai sampel diperoleh hasil 

bahwa 34,6 % mahasiswa yang memiliki indeks prestasi rendah (IPK < 2,75). Berdasarkan 

evaluasi model ternyata peubah-peubah yang berpengaruh terhadap IPK rendah adalah 

kemampuan bahasa Inggris (EAP), keaktifan mencari literatur dari internet (INTERNET1 dan 

INTERNET2), keaktifan mengikuti perkuliahan (AKTIF2), pembuatan jadwal belajar sesuai sks 

(JB) dan pekerjaan ibu (IBU). Dari keenam faktor tersebut diperoleh hasil bahwa mahasiswa 

dengan nilai tes EAP yang < 2,75 akan memiliki resiko memperoleh IPK rendah 33 kali 

dibandingkan mahasiswa dengan nilai tes EAP   2,75. Sedangkan mahasiswa yang tidak pernah 

mencari literatur yang berkaitan dengan materi kuliah di internet akan memiliki resiko 

memperoleh IPK rendah 12 kali dibandingkan mahasiswa yang sering mencari literatur yang 

berkaitan dengan materi kuliah di internet, mahasiswa yang jarang mencari literatur yang berkaitan 

dengan materi kuliah di internet akan memiliki resiko memperoleh IPK rendah 4 kali 

dibandingkan mahasiswa yang sering mencari literatur yang berkaitan dengan materi kuliah di 

internet, mahasiswa yang kadang-kadang mengikuti perkuliahan yang diberikan dosen akan 

memiliki resiko memperoleh IPK rendah 9 kali dibandingkan mahasiswa yang selalu mengikuti 

perkuliahan yang diberikan dosen. Selain itu mahasiswa yang membuat jadwal belajar di luar 

perkuliahan untuk menerapkan sistem SKS pada awal perkuliahan akan memiliki resiko 

memperoleh IPK rendah 0,3 kali dibandingkan mahasiswa yang tidak membuat jadwal belajar di 

luar perkuliahan untuk menerapkan sistem SKS pada awal perkuliahan. Selanjutnya mahasiswa 

yang pekerjaan ibunya swasta akan memiliki resiko memperoleh IPK rendah 4 kali dibandingkan 

mahasiswa yang pekerjaan ibunya PNS atau ibu rumah tangga. 

Kata kunci : IPK, model regresi logistik, stratified cluster sampling 

 
 

1. PENDAHULUAN 

Indeks Prestasi Kumulatif (IPK) mahasiswa adalah ukuran kemampuan 

mahasiswa setelah melalui proses pembelajaran dengan menggunakan sistem kredit 

semester. Nilai IPK ini sering dijadikan ukuran untuk dapat diterima bekerja di suatu 
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instansi atau perusahaan tertentu. Menuju era globalisasi ini standar IPK menjadi semakin 

meningkat apalagi bagi lulusan perguruan tinggi dalam negeri yang bersaing ketat dengan 

lulusan dari luar negeri. 

 Penelitian untuk melihat faktor resiko  terhadap mahasiswa dengan IPK rendah 

dikarenakan mahasiswa yang telah lulus dengan IPK rendah akan mempunyai sedikit 

peluang untuk dapat bekerja pada berbagai instansi/perusahaan, sehingga akan 

memperpanjang masa tunggu lulusan (Hanrimo, 2004). Banyak instansi/perusahaan 

mensyaratkan IPK   2,75 untuk dapat bekerja di tempat tersebut setelah melalui 

beberapa tes.  

 Dalam penelitian ini akan dilihat faktor internal dan faktor eksternal dari 

mahasiswa yang diduga berpengaruh terhadap  IPK mahasiswa. Informasi yang diperoleh 

dari faktor-faktor tersebut dapat berupa data kontinu atau dapat berupa data kategorik 

sehingga diperlukan model regresi logistik yang mampu memodelkan dan memprediksi 

faktor resiko pada mahasiswa FMIPA UNS terhadap IPK rendah. 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1. Faktor-faktor penyebab indeks prestasi kumulatif  rendah 

Faktor-faktor yang dimungkinkan menyebabkan IPK mahasiswa FMIPA rendah 

diklasifikasikan menjadi dua bagian yaitu faktor dalam dan faktor luar. Faktor-faktor 

dalam yang berasal dari mahasiswa itu sendiri antara lain adalah kemampuan berbahasa 

Inggris, penggunaan fasilitas perpustakaan dan internet, keaktifan mengikuti perkuliahan, 

pemahaman materi, penerapan sistem SKS, pembuatan jadwal belajar,  lama belajar, 

kegiatan yang diikuti mahasiswa di luar kuliah dan pelaksanaan tugas kuliah selama 

kuliah. Sedangkan faktor-faktor luar antara lain peran tutorial, beban tugas kuliah, tempat 

tinggal, lingkungan kehidupan mahasiswa, penyampaian Kartu Hasil Studi ke orangtua 

atau wali, perhatian orangtua, pekerjaan Ibu, pekerjaan Bapak.  

 

2.2. Analisis Reliabilitas dan Validitas 

Faktor-faktor yang diduga menjadi penyebab IPK mahasiswa FMIPA rendah 

diteliti dengan menggunakan kuesioner yang kemudian dianalisis secara kualitatif. Item-

item pertanyaan dalam kuesioner perlu diuji apakah benar-benar merupakan ukuran yang 

tepat. Kuesioner sebelum diedarkan biasanya diuji coba terlebih dahulu, apakah kuesioner 

tersebut memenuhi persyaratan validitas dan reliabilitas. Biasanya uji coba kuesioner 
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digunakan responden yang sejenis sebanyak 20 – 30 orang. Jumlah ini dianggap telah 

memenuhi persyaratan normalitas (Sarmanu, 2004) 

 

2.3. Uji Validitas 

 Untuk menguji apakah instrumen yang digunakan dalam hal ini kuesioner 

memenuhi persyaratan validitas, pada dasarnya digunakan korelasi Pearson yaitu 

 
   

         2222 
 






yynxxn

yxxyn
r  

dengan x adalah skor dari butir pertanyaan dan y adalah skor total (penjumlahan harga 

semua variable yang akan diuji). Cara analisisnya dengan cara menghitung koefisien 

korelasi antara masing-masing nilai pada nomor pertanyaan dengan nilai total dari nomor 

pertanyaan tersebut. Selanjutnya koefisien korelasi yang diperoleh r masih harus diuji 

signifikansinya dengan membandingkannya dengan r table. Bila r hitung   dari r tabel 

maka nomor pertanyaan tersebut valid. Bila menggunakan program SPSS, dapat dilihat 

harga p   0,05 berarti nomor pertanyaan tersebut valid. 

 

2.4. Uji Reliabilitas 

 Suatu kuesioner disebut reliabel/handal jika jawaban-jawaban responden  tersebut  

konsisten. Reliabilitas dapat diukur dengan jalan mengulang pertanyaan yang mirip pada 

nomor-nomor berikutnya, atau dengan jalan melihat konsistensinya (diukur dengan 

korelasi) dengan pertanyaan lain. Untuk menguji reliabilitas, yang diuji keandalannya 

hanyalah nomor pertanyaan yang valid saja. Dengan bantuan SPSS, digunakan metode 

split-half dengan cara nomor pertanyaan dikelompokkan menjadi kelompok I dan II. 

Jumlah nilai kelompok I diberi symbol X dan kelompok II diberi symbol Y. Jika nomor 

pertanyaannya ganjil, nomor pertanyaan yang di tengah bias dimasukkan ke dalam 

kelompok I atau II. Selanjutnya kelompok I dikorelasikan dengan kelompok II dengan 

menggunakan korelasi Pearson (r). Kemudian r yang diperoleh dimasukkan ke dalam 

rumus korelasi genap gasal (r gg), yaitu 

 
 

 r
rggr



1
2

 

Uji signifikansi r gg dengan membandingkannya dengan r tabel. 
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2.5. Regresi Logistik untuk indeks prestasi mahasiswa  FMIPA UNS 

Setiap mahasiswa dapat diidentifikasi apakah mempunyai IPK rendah atau tinggi. 

Kejadian apakah seorang mahasiswa mempunyai IPK rendah atau tidak merupakan 

kejadian Bernoulli. Dalam penelitian ini digunakan nilai 1 untuk peubah acak Y yang 

menunjukkan IPK rendah dan nilai 0 yang menunjukkan IPK tinggi. Karena p 

didefinisikan sebagai peluang IPK rendah maka Y merupakan peubah acak yang 

mengikuti distribusi bernoulli Y ~ B(p) yaitu 

 )1()](1[)()( yy xpxpyYf   

dengan 

 )|1()( xYExp   adalah peluang IPK rendah 

dan keadaan x didefinisikan sebagai 

 
]exp[1

]exp[
)(

10

10

X
X

xp






 . 

 Menurut Hosmer dan Lemeshow (1989) model linear umum dibentuk oleh tiga 

komponen yaitu komponen acak, yang mengidentifikasi distribusi peluang peubah 

respon, komponen sistematik yang merupakan fungsi linear dari peubah-peubah penjelas 

(prediktor) dan fungsi penghubung, yang merupakan penghubung antara komponen 

sistematik dengan nilai harapan dari komponen acak. Salah satu bentuk fungsi 

penghubung adalah fungsi logit yang didefinisikan sebagai perbandingan logaritma p(x) 

terhadap [1-p(x)] sebagai berikut 

 Xxpxpxg 10)]}(1/[)(ln{)(   . 

Jika terdapat p peubah penjelas dan peubah penjelas ke-j merupakan peubah kategori 

dengan t-tingkatan maka fungsi penghubung logitnya adalah 

   ppjuju XXXxg  ......)( 110  

dengan u = 1, 2,  ..., t-1. 

Pada penelitian ini, komponen-komponen di atas adalah Y sebagai komponen 

acak, g(x) sebagai komponen sistematik dan p(x) sebagai nilai harapan dari komponen 

acak. Menurut Agresti (1990) jika komponen acak merupakan distribusi bernoulli, 

komponen sistematik merupakan data campuran (kontinu dan kategorik) dan fungsi 

penghubungnya adalah fungsi logit maka model yang sesuai adalah model regresi 

logistik. 
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2.6. Pendugaan Parameter Regresi Logistik 

 Pada model regresi logistik, metode pendugaan parameter yang dapat digunakan 

menurut Coslett (1981) adalah metode kemungkinan maksimum. Bentuk fungsi 

kemungkinan yang dimaksimumkan jika observasi satu dengan yang lainnya independen 

adalah 

 



n

i
i xyYfl

1

)|()(             (1) 

Parameter   diduga dengan memaksimumkan persamaan (1).  Untuk memudahkan 

penghitungan dilakukan pendekatan dengan pendekatan logaritma, sehingga didapat 

fungsi   log-kemungkinan sebagai 

 
1

( ) ln ( ) { ln[ ( )] (1 ) ln[1 ( )]}
n

i i i i
i

L l y p x y p x 


      

 Untuk selanjutnya, dihitung turunan pertama dari ( )L   masing-masing terhadap 

0  , 1   ,…, j   sehingga didapat persamaan 

 [ ( )] 0i iy p x   dan [ ( )] 0i i ix y p x  , dimana i = 1, 2, …,n. 

Karena p(xi) tidak linear dalam  , maka penduga kemungkinan maksimum untuk 

dihitung dengan menggunakan algoritma Iteratively Reweighted Least Square (IRLS). 

Paket kemasan SPSS Versi 11 dapat digunakan untuk menghitung nilai-nilai dugaan  i. 

 

2.7. Evaluasi Terhadap Model 

Untuk mengevaluasi model menurut Hosmer dan Lemeshow [5] , digunakan 

statistic uji Wald (W) dan statistik uji-G (Uji Nisbah Kemungkinan) .  

Statistik uji W adalah untuk menguji parameter i  yang didefinisikan  sebagai 

 
( )

i

i

bW
se b

  

dengan  bi adalah nilai dugaan untuk parameter i  dan se[bi] adalah dugaan galat standar 

untuk koefisien bi. W diasumsikan mengikuti distribusi normal standar. Prosedur “Binary 

Logistic” memberikan nilai W yang telah dikuadratkan dan nilai peluang ekor kanan 

distribusi Chi kuadrat. 



Analisis Faktor resiko Pada Mahasiswa FMIPA …                                                        FMIPA UNS 
 

Seminar Nasional Matematika 2010 287 Prosiding 

Statistik uji G adalah untuk menguji suatu model yang didefinisikan sebagai  

  G = -2 [ L0 – Lq] 

dengan L0 dan Lq masing-masing adalah log kemungkinan dari model tanpa peubah 

penjelas dan model dengan q peubah penjelas. G diasumsikan mengikuti distribusi Chi 

kuadrat dengan derajat bebas q. Statistik G juga dapat menguji kebaikan suatu model 

reduksi terhadapa model penuh. Jika model penuh memiliki p peubah penjelas dan model 

reduksi terdiri dari q peubah penjelas, maka statistik G dapat menguji parameter-

parameter 1q   sampai dengan p  sekaligus yaitu dengan membandingkan nilai Log 

kemungkinan model penuh dengan nilai Log kemungkinan model reduksi. Untuk 

permasalahan ini G dirumuskan sebagai : 

  G = -2 [Lq – Lp] 

dengan hipotesis  

0 1 2

1

: ... 0

: paling sedikit ada satu parameter 0( 1, 2,..., )
q q p

i

H
H i q q p

  


    

   
 

Untuk menarik kesimpulan  dapat dilihat dari evaluasi di atas dan nilai-nilai 

penduga parameter perlu diinterpretasikan dengan menduga nilai odds rationya (̂ ) yaitu 

0110

0011

*
*ˆ

nn
nn

 . 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada penelitian ini populasi yang menjadi fokus penelitian ini adalah mahasiswa 

FMIPA UNS dari jurusan Biologi, Fisika, Kimia dan Matematika. Sampel yang terambil 

24,1% (32) dari mahasiswa jurusan Biologi, 15,8% (21) dari mahasiswa jurusan Fisika, 

22,6% (30) dari mahasiswa jurusan Kimia dan 37,6% (50) dari mahasiswa jurusan 

Matematika. Sedangkan dari keseluruhan sampel yang dapat dianalisis,  0,8% (1) dari 

mahasiswa angkatan 2001, 4,5% (6) dari mahasiswa angkatan 2002, 8,3% (11) dari 

mahasiswa angkatan 2003, 29,3% (39) dari mahasiswa angkatan 2004, 20,3% (27) dari 

mahasiswa angkatan 2005 dan 36,8% (49) dari mahasiswa angkatan 2006. Pada 

pengambilan sampel ini juga diperoleh hasil bahwa 76,7% (102) adalah mahasiswa 

perempuan dan 23,3% (31) adalah mahasiswa laki-laki. Dari 133 mahasiswa yang 

terambil sebagai sampel diperoleh hasil bahwa 34,6 % mahasiswa yang memiliki indeks 
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prestasi rendah (IPK < 2,75). Persentase ini dianggap masih cukup besar sehingga 

penelitian ini diharapkan dapat mendukung program fakultas untuk meningkatkan 

kualitas lulusan.  

 

3.1 Analisis validitas dan reliabilitas 

 Dari instrumen yang digunakan untuk mengukur faktor resiko mahasiswa 

mendapatkan indeks prestasi rendah yaitu berupa kuesioner dengan 20 butir pertanyaan 

maka kemudian dilakukan pengujian validitas dan reliabilitas untuk melihat kelayakan 

kuesioner tersebut terhadap 30 responden. Pengujian ini hanya dilakukan pada tiga butir 

pertanyaan yang berupa motivasi belajar mahasiswa dengan menggunakan fasilitas 

perpustakaan, internet, dan keaktifan mengikuti perkuliahan. Untuk butir-butir pertanyaan 

lainnya tidak diperlukan uji validitas dan reliabilitas, karena responden diperkirakan akan 

menjawab pertanyaan tersebut dengan konsisten.  

 Dari hasil pengujian validitas terlihat bahwa korelasi dari skor setiap pertanyaan 

dengan skor total hasil penjumlahan masing-masing mempunyai nilai yang lebih besar 

dari r tabel , sehingga disimpulkan ketiga butir pertanyaan yang diuji semuanya valid. 

Kemudian ketiga butir pertanyaan tadi dilakukan uji reliabilitas dengan metode split-half 

dan menghasilkan nilai korelasi yang juga lebih besar dari r tabel, sehingga dapat 

disimpulkan ketiga butir pertanyaan tersebut juga reliabel. 

 Setelah diuji coba kuesioner tersebut valid dan reliabel maka kuesioner tersebut 

diberikan kepada 300 sampel mahasiswa jurusan Biologi, Matematika, Fisika dan Kimia 

yang terpilih secara random dengan bantuan empat orang mahasiswa Matematika sebagai 

pencacah data. Dari 300 kuesioner yang disebarkan hanya 200 kuesioner yang kembali 

dan yang menjawab secara lengkap sebanyak 133 buah. Karena jumlah kuesioner 

sebanyak 133 buah dianggap sudah cukup besar maka hasilnya kemudian dianalisis 

dengan menggunakan analisis regresi logistik. 

 Dalam analisis regresi logistik politomous ini, setiap butir pertanyaan dijadikan 

peubah dengan memberikan skor pada setiap jawaban dari masing-masing butir 

pertanyaan. Untuk jawaban lebih dari dua pilihan dibuat peubah dummy.   

 

3.2 Model Regresi Logistik Politomous  dan Evaluasi Model 

Untuk menganalisis data yang diperoleh, terlebih dulu menskor peubah dependen 

(respon) dan peubah independennya.  Dari 23 peubah independen berdasarkan statistik uji 

G diperoleh hasil nilai G = 70,474 dengan nilai p sebesar 0,00. Jika dipilih taraf 
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signifikansi sebesar 0,05 maka disimpulkan bahwa model ini diterima yang berarti paling 

tidak ada salah satu parameter i  yang tidak sama dengan nol atau secara bersama-sama 

semua peubah independen mempunyai pengaruh yang signifikan terhadap indeks prestasi 

mahasiswa sebagai peubah responnya. 

Sedangkan berdasarkan uji Wald diperoleh kesimpulan bahwa peubah yang 

berpengaruh terhadap model adalah EAP, INTERNET1, INTERNET2, AKTIF2, JB, IBU 

dengan taraf signifikansi yang dipilih sebesar 0,1. Karena peubah-peubah yang lain 

dianggap kurang signifikan pengaruhnya terhadap peubah respon, maka untuk 

selanjutnya dibuat model reduksi dengan tidak mengikutsertakan peubah-peubah tersebut. 

Berdasarkan statistik uji G untuk menguji kebaikan model reduksi terhadap model penuh 

didapat nilai G sebesar 59,180 dengan peluang p sebesar 0,000. Berdasarkan hal ini dapat 

disimpulkan bahwa pada taraf signifikansi 0,05 peubah-peubah EAP, INTERNET1, 

INTERNET2, AKTIF2, JB, IBU berpengaruh terhadap peubah respon. 

 Selanjutnya dibuat model reduksi untuk peubah-peubah independen selain 

peubah-peubah EAP, INTERNET1, INTERNET2, AKTIF2, JB, IBU. Berdasarkan 

statistik uji G untuk menguji kebaikan model reduksi terhadap model penuh didapat nilai 

G sebesar 12,868 dengan peluang p sebesar 0,682. Berdasarkan hal ini dapat disimpulkan 

bahwa pada taraf signifikansi 0,05 peubah-peubah selain peubah-peubah EAP, 

INTERNET1, INTERNET2, AKTIF2, JB, IBU tidak berpengaruh terhadap peubah 

respon. 

Dari hasil analisis regresi logistik politomous diperoleh model regresi logistik 

berikut. 
)1()](1[)()( y

i
y

i xpxpyYf   

dengan 

 )|1()( ii xYExp   adalah peluang IPK rendah 

dan keadaan x didefinisikan sebagai 

]486,1301,1205,2332,1439,2496,3063,3exp[1
]486,1301,1205,2332,1439,2496,3063,3exp[)(
654321

654321

XXXXXX
XXXXXXxp i 




dengan  

Y = peubah respon IPK 

X1 = peubah EAP 

X2 = peubah INTERNET1 

X3 = peubah INTERNET2 
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X4 = peubah AKTIF2 

X5 = peubah JB 

X6 = peubah IBU 

 

3.3 Nilai Odd Ratio 

 Dari hasil analisis diperoleh nilai penduga odd ratio untuk peubah EAP adalah 

sebesar 33 yang menunjukkan bahwa mahasiswa dengan nilai tes EAP yang < 2,75 akan 

memiliki resiko memperoleh IPK rendah 33 kali dibandingkan mahasiswa dengan nilai 

tes EAP   2,75. Sedangkan nilai penduga odd ratio untuk peubah INTERNET1 dan 

INTERNET2 adalah sebesar 12 dan 4, yang menunjukkan bahwa mahasiswa yang tidak 

pernah mencari literatur yang berkaitan dengan materi kuliah di internet akan memiliki 

resiko memperoleh IPK rendah 12 kali dibandingkan mahasiswa yang sering mencari 

literatur yang berkaitan dengan materi kuliah di internet dan mahasiswa yang jarang 

mencari literatur yang berkaitan dengan materi kuliah di internet akan memiliki resiko 

memperoleh IPK rendah 4 kali dibandingkan mahasiswa yang sering mencari literatur 

yang berkaitan dengan materi kuliah di internet. Untuk nilai penduga odd ratio untuk 

peubah AKTIF2 adalah sebesar 9 yang menunjukkan bahwa mahasiswa yang kadang-

kadang mengikuti perkuliahan yang diberikan dosen akan memiliki resiko memperoleh 

IPK rendah 9 kali dibandingkan mahasiswa yang selalu mengikuti perkuliahan yang 

diberikan dosen. Sedangkan nilai penduga odd ratio untuk peubah JB adalah sebesar 0,3 

yang menunjukkan bahwa mahasiswa yang membuat jadwal belajar di luar perkuliahan 

untuk menerapkan sistem SKS pada awal perkuliahan akan memiliki resiko memperoleh 

IPK rendah 0,3 kali dibandingkan mahasiswa yang tidak membuat jadwal belajar di luar 

perkuliahan untuk menerapkan sistem SKS pada awal perkuliahan. Selanjutnya nilai 

penduga odd ratio untuk peubah IBU adalah sebesar 4 yang menunjukkan bahwa 

mahasiswa yang pekerjaan ibunya swasta akan memiliki resiko memperoleh IPK rendah 

4 kali dibandingkan mahasiswa yang pekerjaan ibunya PNS atau ibu rumah tangga. 

 

4. KESIMPULAN 

Dari hasil analisis data dan pembahasan yang telah dilakukan maka dapat diambil 

kesimpulan tentang kasus IPK mahasiswa FMIPA yang rendah antara lain : 

1. Model regresi logistik berikut. 
)1()](1[)()( y

i
y

i xpxpyYf   
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dengan 

 )|1()( ii xYExp   adalah peluang IPK rendah 

dan keadaan x didefinisikan sebagai 

]486,1301,1205,2332,1439,2496,3063,3exp[1
]486,1301,1205,2332,1439,2496,3063,3exp[

)(
654321

654321

XXXXXX
XXXXXX

xp i 




 

2. Berdasarkan evaluasi model ternyata peubah-peubah yang diduga berkaitan erat 

dengan IPK rendah adalah EAP, INTERNET1, INTERNET2, AKTIF2, JB, IBU 

3. Dari keenam faktor tersebut yang memiliki koefisien b terbesar adalah koefisien untuk 

peubah EAP yang berarti mahasiswa dengan nilai tes EAP yang < 2,75 akan memiliki 

resiko memperoleh IPK rendah 33 kali dibandingkan mahasiswa dengan nilai tes EAP 

  2,75. 

Untuk penelitian selanjutnya disarankan melihat hubungan langsung dan tidak 

langsung dari peubah-peubah yang diduga merupakan faktor resiko mahasiswa 

memperoleh indeks prestasi rendah. 
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ABSTRACT. It is very important to find out the maximum growth rate of chicken weight so that 

it could be used as a guideline for the farmer to give the chicken a special treatment at certain age. 

As a consequence, the chicken can gain weight as the market requires within a shorter time. The 

objectives of this research are to determine the critical point during the chicken growth by fitting 

the Lohmann chicken body weight growth with Logistic and Gompertz model and to determine 

which the best fit is. The weight observation was done from DOC to day 61 in 3-day interval. The 

research result showed that Gompertz model was more suitable in describing the chicken weight 

growth compared to Logistic model, as R2  was about  99.7 % and maximum growth rate occured 

at about day 23. 

Keywords: body weight, Gompertz, Logistic 

 
 

1. PENDAHULUAN 

            Salah satu bagian penting dalam statistika adalah pendugaan paramater model, 

termasuk diantaranya model pertumbuhan (Petterson, 2007). Suatu kenyataan bahwa 

suatu sistem pertumbuhan hewan dengan proses pertumbuhannya hampir  tidak dapat 

digambarkan atau dipelajari dengan cara yang sederhana, namun dapat dipelajari dengan 

penyederhanaan proses yang berakhir pada terbentuknya model pertumbuhan. Dari model 

yang terbentuk  diharapkan dapat memberikan ringkasan matematik mengenai perilaku 

data pertumbuhan dalam menghasilkan produknya.Tzeng dan Becker (1981) dalam 

Yakupoglu  dan Atil (2001) menyatakan  bahwa  model matematika dari kurva 

pertumbuhan bermanfaat untuk menggambarkan laju pertumbuhan setiap saat dan 

persamaannya dapat digunakan untuk memprediksi peubah tertentu dari sekelompok 

hewan pada saat tertentu. 

Model Logistic dan Gompertz merupakan turunan dari model Richard, di 

mana kurvanya berbentuk sigmoidal seiring dengan pertambahan waktu. Peubah 

yang diukur pada pertumbuhan hewan diantaranya adalah bobot badan, lingkar 

badan, dan tinggi badan hewan. Melalui model sigmoid dapat diketahui titik kritis 

yang menunjukkan saat terjadinya laju pertumbuhan mencapai  maksimum. 
Salah satu cara untuk mengetahui pola pertumbuhan berat ayam broiler jenis 

Lohmann adalah dengan mengukur berat badan. Dikatakan bahwa rata-rata bobot ayam 
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bisa mencapai1,48 kg/ ekor pada minggu ke 4 untuk ayam betina dan 1.66 kg untuk ayam 

jantan (Nuryanto, 2007). Banyak penelitian dilakukan untuk menduga model 

pertumbuhan bobot ayam namun belum dilakukan kajian lebih lanjut tentang terjadinya 

saat penting yang akan sangat berguna untuk diterapkan pada keadaan yang 

sesungguhnya di lapang. Karenanya diperlukan suatu cara untuk menduga saat terjadinya 

laju pertumbuhan bobot ayam mencapai maksimum; dengan demikian peternak dapat 

menentukan waktu yang tepat untuk memberikan perlakuan khusus untuk memperoleh 

kualitas ayam yang lebih baik. 

 

2. MATERI DAN METODE 

       Pertumbuhan organisme baik hewan maupun tumbuhan biasanya mengikuti 

kurva S Menurut Sitompul dan Guritno (1995), pengamatan pertumbuhan yang sering 

dilakukan adalah terhadap biomassa tanaman, yang menunjukkan pertumbuhan mengikuti 

pola bentuk S seiring dengan pertambahan waktu,  dikenal sebagai model sigmoid. Model 

pertumbuhan sigmoid kebanyakan diterapkan untuk organisme atau bagian organisme 

yang menunjukkan bentuk pertumbuhan yang tertentu (determinate growth pattern) ( 

Couston dan Venus, 1981 ).                             

Model Logistic dan model Gompertz adalah sigmoid, tetapi titik belok pada 

kedua model berbeda. Model Logistic dapat ditulis sebagai : W(t) = A/(1+  e Kt )  

dengan A adalah bobot badan yang dicapai oleh L,   adalah konstanta (parameter skala 

waktu), K menunjukkan laju pertumbuhan, L adalah  bobot badan dan t adalah umur 

ayam. Model tersebut simetris diantara kedua asimtotnya, dengan asimtot pada L = 0 dan 

L = A. Jika t=0, maka L=A/(1+  ) merupakan nilai bobot badan awal. Jika t  , maka 

WA yang merupakan batas pertumbuhan. Titik belok  model  Logistic  tercapai  pada 

saat t = (ln  ) / K dan W(t) = A/2. Menurut Drapper dan Smith (1992), dari model 

Logistic diperoleh laju pertumbuhan absolut (AGR=absolute growth rate) yang 

dinyatakan sebagai   
2)1( Kt

kt

Be
ABKe

dt
dL








 artinya, laju pertumbuhan sebanding 

dengan hasil kali bobot badan pada saat t dengan beratnya bobot yang masih akan 

dicapai. Menurut Hunt (1982), laju pertumbuhan relatif (RGR=relatif growth rate) model 

Logistic adalah  
Kt

kt

Be
BKe

dt
dL

L 




 1

1  Titik belok terjadi pada pertengahan 

pertumbuhan bobot badan dan merupakan saat di mana laju pertumbuhan mencapai 

maksimum  (O’Neill dkk. ,2003) 
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         Dalam bidang biologi, model Gompertz lebih sesuai digunakan daripada model 

sigmoid yang lain. Menurut Causton dan Venus (1981) model Gompertz dapat ditulis 

sebagai:  

W(t) = A exp (-  e Kt ) dengan A adalah bobot maksimum yang dicapai,   

adalah konstanta (parameter skala waktu), K merupakan laju pertambahan bobot badan, 

W(t) : bobot badan pada saat t dan   t adalah umur ayam. Model Gompertz tidak simetris 

diantara kedua asimtotnya, dengan asimtot pada L=0 dan L=A. Jika t=0, maka L=Ae 

yang merupakan nilai pertumbuhan awal. Jika t  , maka LA yang merupakan 

batas pertumbuhan. Titik belok  model pertumbuhan Gompertz tercapai ketika  

0/2 dtLd    yaitu    ketika L = A/e. Pada saat tersebut , t = (ln )/K. Pertumbuhan 

secara maksimum pada  model  Gompertz  terjadi  pada  waktu  t =(ln  )/K dan 

W(t)=A/e. Menurut Drapper & Smith (1992), AGR dapat dihitung  dari turunan parsiil : 
( ( ))KtKt eL A Ket


  

. Menurut O’Neill,  dkk (2003), laju pertumbuhan relatif 

(RGR=relatif growth rate) pada model Gompertz adalah KtBKedt
dL

L
1 . Titik 

belok pada model Gompertz tejadi lebih awal dibandingkan model Logistic, yaitu pada  

sepertiga dari bobot badan maksimum yang mungkin. Laju pertumbuhan akan mencapai 

puncaknya di titik belok dan akan  turun secara linier seiring dengan bertambahnya umur 

seperti terlihat pada gambar berikut (O’Neill dkk., 2003). 

 
 

 

 

t                                                                                                  t 

 

 

                       

       Gambar 1. Model Logistic                                                        Gambar 2. Model Gompertz 

   Pendugaan parameter model non linier, terutama model yang secara intrinsik 

non linier tidak dapat menggunakan metode kemungkinan maksimum atau metode 

kuadrat terkecil biasa secara langsung seperti model linier, karena memerlukan 

perhitungan yang sangat rumit. Oleh karena itu untuk menduga parameter model non 

linier digunakan metode iteratif yaitu suatu proses perhitungan yang diulang-ulang 

sampai ditemukan penduga yang konvergen (Yitnosumarto, 1988). 

Titik belok 

0 

 
 

Laju pertumbuhan  

Bobot badan 
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Pada penelitian ini digunakan ayam broiler strain Lohman, jantan dan betina. 

Peubah yang diamati adalah bobot ayam (gram) yang diukur setiap tiga hari dan 

pengukuran dihentikan jika bobot badan telah mencapai suatu besaran yang; tahapan 

analisis ssebagai berikut : 

 Menentukan nilai duga awal bagi parameter model Logistic ( )0(A , )0( , )0(K  ) yaitu 

:menghitung )0(A = lim
t

L(t) kemudian substitusi )0(A ke persamaan )1/(  Ay

untuk mendapatkan )0( dan men substitusikan  )0(A  dan  )0(   untuk mendapatkan 

)0(K . 

 Menentukan nilai duga awal bagi parameter model Gompertz ( )0(A , )0( , )0(K  ),  

secara analitik yaitu : menghitung )0(A  = lim
t

W(t) , selanjutnya substitusi )0(A  ke 

persamaan W = Ae  untuk mendapatkan )0(  dan substitusi )0(A  dan )0(  untuk  

memperoleh )0(K . 

 Menduga parameter model pertumbuhan Logistic dan Gompertz secara iteratif dengan 

metode Levenberg-Marquartd dan menguji asumsi kenormalan dan homogenitas ragam 

Menguji keakuratan model dan membandingkan keduanya kemudian menentukan 

titik belok dari model yang sesuai. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pengukuran terhadap bobot ayam broiler diakhiri pada hari ke 61 karena beberapa 

pengamatan telah menunjukkan kenaikan bobot badan yang tidak signifikan. Scatter plot 

hasil pengukuran bobot badan ayam berdasarkan waktu disajikan pada gambar berikut : 

                                       
                                                      Gambar 3. Data bobot ayam 

Tampak bahwa pada awalnya laju pertumbuhan ayam jantan dan betina sama hingga 

umur kira-kira12 hari, tetapi kemudian berat ayam jantan lebih tinggi dari pada ayam 

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

0 10 20 30 40 50 60 70
umur (hari)

B
ob

ot
 b

ad
an

 (g
ra

m
)

Betina J antan



Analisis Kurva Pertumbuhan Bobot Ayam Broiler                                                   FMIPA UNS                                               
 

Seminar Nasional Matematika 2010  296                                                          Prosiding 
 

betina. Pendugaan parameter model Logistic dengan 16 kali iterasi diperoleh hasil seperti 

nampak pada Gambar 4 dan Gambar 5. 

   
         Gambar 4. Model bagi ayam betina                             Gambar 5. Model bagi ayam jantan          

                    2333.76  <  M < 2553.29                            2867.07 < M < 3159.72 

                    6.23-05  < β < 7.37E-05                             5E-05  < β < 5.97E-05 

 

Uji kesesuaian model menghasilkan koefisien determinasi bagi model bobot ayam betina 

dan ayam jantan berturut-turut 98.1% dan 97.9%. Dari turunan kedua diberoleh titik 

belok (26.23, 1225.49) bagi ayam betina dan (27.2 , 1497.89) bagi ayam jantan. Dapat 

dilihat bahwa pada saat laju pertumbuhan mencapai maksimum pada hari ke 26 atau 27, 

bobot ayam mencapai separuh (=A/2) dari bobot maksimum yang dicapai. 

        Berikutnya hasil pendugaan model Gompertz dengan 15 iterasi bagi ayam betina dan 

20  kali iterasi bagi ayam jantan diperoleh : 

 
    Gambar 5. Model bagi ayam betina                             Gambar 6. Model bagi ayam jantan 

 2736.17 < M < 2888.96                        3391.85 < M < 3622.65 

               2.28E-05 < β < 2.56E-05                        1.76E-05 < β < 2.02E-05 

                  

Dari turunan kedua diperoleh titik belok (22.56  , 1036.35) bagi ayam betina dan  (23.67 

,1288.48) bagi ayam jantan. Uji kebaikan suai menghasilkan koefisien determinasi 99.7% 

bagi keduanya. Artinya model tersebut dapat mem-fit data dengan baik; laju pertumbuhan 

maksimum terjadi antara hari ke 22-23 pada ayam betina dan hari ke 23-24 bagi ayam 

jantan. Pada saat tersebut ayam jantan 252.13 gram  lebih berat dari pada ayam betina. 
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Hal ini mendukung pernyataan bahwa Gompertz lebih baik untuk menggambarkan 

pertumbuhan (Marcato, et al., 2008) 

Puncak kurva AGR merupakan saat di mana terjadi titik belok. Dari gambar di 

atas dapat dilihat bahwa saat terjadinya laju pertumbuhan maksimum pada kurva 

Gompertz terjadi lebih awal dibandingkan dengan model Logistic, didukung oleh teori 

yang dikemukakan oleh O’Neill dkk (2003). Selanjutnya dikatakan bahwa kurva laju 

pertumbuhan relatif (RGR) pada kedua model turun secara linier seiring dengan 

bertambahnya umur tanaman, tetapi kurva RGR pada model Gompertz lebih cekung bila 

dibandingkan dengan bentuk kurva RGR pada model Logistic yang cenderung linier. 

 

4. KESIMPULAN 

Hingga ayam broiler berumur 61 hari, model Gompertz lebih sesuai untuk 

menggambarkan pertumbuhan bobot ayam broiler dibandingkan dengan model Logistic. 

Laju pertumbuhan paling cepat terjadi pada saat ayam berumur 22-23 hari untuk ayam 

betina dan umur 23-24 hari untuk ayam jantan. Hasil tersebut dapat digunakan sebagai 

salah satu unsur dalam database ayam broiler.  

Memperhatikan scatter plot dan kenyataan bahwa ayam dapat dipanen pada umur 

4 minggu, maka dapat dikaji lebih lanjut kemungkinan memecah model tunggal di atas ke 

dalam dua model yang sama ataupun model yang berbeda, dengan suatu cut-off point. 
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\Lampiran 

 
Tabel 1. Dugaan nilai awal parameter 

Perlakuan 
(Media Tanam) 

Logistic Gompertz 
)0(A  

)0(  )0(K  )0(A  
)0(  )0(K  

T 24.53 0.7035 0.2644 24.53 0.5327 0.2323 
T + PA 39.53 1.6092 0.2781 39.53 0.9589 0.2235 
T + PK 51.92 2.2799 0.3266 51.92 1.1878 0.2604 
T + PA + PK 47.27 2.0997 0.3521 47.27 1.1313 0.2683 
T + B 53.50 2.6345 0.3938 53.50 1.2906 0.3030 
T + B + PA 59.67 3.4563 0.3648 59.67 1.4943 0.2622 
T + B + PK  48.10 2.4114 0.2718 48.10 1.2272 0.2028 
T + B + PK + PA  60.75 3.1609 0.5352 60.75 1.4259 0.0402 

T = tanah, PA = pupuk anorganik, PK = pupuk kandang, B = bokashi 
 
Tabel 2.  Nilai  parameter model pertumbuhan Logistic dan Gompertz.  

Perlakuan 
(Media Tanam) 

Logistic Gompertz 

A   K  A   K  
T 27.8529 1.5471 0.2423 29.0621 0.9959 0.1734 

T + PA 49.6048 4.6722 0.2730 57.7704 1.9558 0.1509 
T + PK 56.5881 4.4786 0.3509 60.1711 1.9539 0.2292 
T + PA + PK 55.8831 6.5097 0.4053 59.5742 2.3353 0.2525 
T + B 65.1485 5.4699 0.3518 69.5311 2.1981 0.2271 

T + B + PA 66.5700 6.9042 0.3741 71.9181 2.4894 0.2328 
T + B + PK  59.3349 4.8896 0.3114 64.4492 2.0554 0.1961 

T + B + PK + PA  67.6932 12.8828 0.6177 69.7420 3.4702 0.3967 
T = tanah, PA = pupuk anorganik, PK = pupuk kandang, B = bokashi 
 
Tabel 3. Salah baku bagi penduga parameter.  

Perlakuan 
(Media Tanam) 

Logistic Gompertz 

Sb( A ) sb )(  sb )(K  Sb( A  sb )(  sb )(K  

T 1.8015 0.2178 0.0586 2.7559 0.0994 0.0560 
T + PA 5.1070 0.8946 0.0577 11.8629 0.1991 0.0519 
T + PK 3.4011 1.0658 0.0668 5.2559 0.2762 0.0543 
T + PA + PK 3.1036 1.9154 0.0742 5.3674 0.4237 0.0619 
T + B 4.5993 1.4731 0.0711 7.1359 0.3487 0.0576 
T + B + PA 4.1175 1.8349 0.0653 6.6205 0.3727 0.0505 
T + B + PK  6.0686 1.3863 0.0794 9.9187 0.3296 0.0654 
T + B + PK + PA  1.9898 4.3851 0.0845 3.1536 0.8185 0.0706 

T = tanah, PA = pupuk anorganik, PK = pupuk kandang, B = bokashi 
 
Tabel 4. Titik Kritis(t* ) , AGR maksimum (AGR* ) dan RGR maksimum (RGR*) 

Perlakuan 
(Media Tanam) 

Logistic Gompertz 

AGR* RGR* t* AGR* RGR* t* 

T 1.6872 0.1329 1.8009 1.8539 0.1452 -0.0237 
T + PA 3.3855 0.2131 5.6469 3.2070 0.2539 4.4453 
T + PK 4.9642 0.2664 4.2728 5.0735 0.3561 2.9225 
T + PA + PK 5.6624 0.3294 4.6219 5.5338 0.4581 3.3589 
T + B 5.7298 0.2792 4.8302 5.8090 0.3978 3.4681 
T + B + PA 6.2259 0.3090 5.1647 6.1592 0.4592 3.9177 
T + B + PK  4.6192 0.2434 5.0967 4.6494 0.3313 3.6739 
T + B + PK + PA  10.4535 0.5399 4.1378 10.1779 0.9258 3.1364 

T = tanah, PA = pupuk anorganik, PK = pupuk kandang, B = bokashi 
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ABSTRAK. Partisipasi perempuan dalam kemajuan suatu wilayah dipengaruhi oleh beberapa 

bidang seperti faktor pendidikan dan ketenagakerjaan. Berdasarkan bidang pendidikan dibagi 

menjadi beberapa variabel yaitu persentase perempuan bersekolah SMP, SMA, Perguruan Tinggi 

serta Angka Melek Huruf sedangkan pada bidang ketenagakerjaan dibagi menjadi tujuh variabel 

yaitu Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja, persentase perempuan bekerja, persentase perempuan 

menganggur, serta persentase dari berbagai sektor pekerjaan seperti sektor manufaktur, pertanian, 

jasa, dan formal. Data yang digunakan adalah data sekunder yaitu data SUSENAS tahun 2006 

dengan unitnya adalah 38 Kabupaten/Kotamadya di propinsi Jawa Timur, untuk mengetahui 

pengelompokkan Kabupaten/Kotamadya di propinsi Jawa Timur. Dari hasil penelitian didapatkan 

3 kelompok yang yaitu pada kelompok I terdiri atas 15 Kabupaten/Kotamadya yang memiliki 

Angka Melek Huruf sedang dimana persentase perempuan berpendidikan SMP lebih besar, 

kelompok II terdiri atas 14 Kabupaten/Kotamadya yang memiliki Angka Melek Huruf rendah 

dimana persentase perempuan berpendidikan SMP lebih besar dan untuk kelompok III terdiri 9 

Kabupaten/Kotamadya dengan Angka Melek Huruf tinggi dimana persentase perempuan 

berpendidikan SMA lebih besar. 

Kata Kunci: Partisipasi perempuan, bidang pendidikan dan ketenagakerjaan, analisis kelompok 

 

 
1. PENDAHULUAN 

Perkembangan suatu wilayah tidak lepas dari partisipasi yang dilakukan 

didalamnya seperti dalam bidang pendidikan dan ketenagakerjaan, juga menuntut peran 

serta seluruh masyarakat secara aktif untuk berkembang dan maju baik laki-laki dan 

perempuan. Dalam hal ini khususnya perempuan karena partisipasi perempuan akan 

perkembangan suatu wilayah masih dikatakan kurang atau sedikit dibandingkan dengan 

laki-laki. Indikator partisipasi perempuan dalam pembangunan dibagi menjadi 2 yaitu 

segi pendidikan dan ketenagakerjaan. 

Propinsi Jawa Timur adalah salah satu propinsi yang mempunyai jumlah penduduk 

terbesar kedua di Indonesia setelah DKI. Menurut data Badan Pusat Statistik (BPS) Jawa 

Timur, jumlah tenaga kerja perempuan pada Agustus 2008 mencapai 7,499 juta jiwa atau 
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naik cukup signifikan yakni 232,2 ribu orang dibandingkan pada tahun 2007 hanya 

sebesar 7,267 juta jiwa. Penelitian ini sebelumnya telah diteliti yang menyatakan bahwa 

kenaikan dalam tingkat partisipasi angkatan kerja perempuan di Indonesia faktor 

penyebabnya adalah bertambahnya kemiskinan. Menurut Badan Pusat Statistik (BPS) 

tahun 2005, salah satu indikator kemiskinan adalah dari status ekonomi. Dalam status 

ekonomi ini dapat dilihat berdasarkan keterlibatan perempuan dalam kegiatan ekonomi 

seperti pemilihan lapangan pekerjaan. Terdapat sembilan sektor lapangan pekerjaan yang 

dimana dari sembilan sektor usaha tersebut dikelompokkan menjadi 3 sektor utama atau 

yang disebut juga pekerjaan utama yakni sektor pertanian, industri dan jasa. 

Partisipasi perempuan menyangkut peran tradisi dan transisi. Peran tradisi 

mencakup peran wanita sebagai istri, ibu dan pengelola rumah tangga. Sementara peran 

transisi meliputi pengertian perempuan sebagai suatu tenaga kerja, anggota masyarakat 

dan manusia pembangunan. Pada peran transisi ini perempuan sebagai tenaga kerja turut 

aktuf dalam kegiatan ekonomis (mencari nafkah) di berbagai kegiatan yang disesuaikan 

keterampilan dan pendidikan yang dimiliki serta lapangan pekerjaan yang tersedia 

(Sukesi,1991).  

Dalam upaya membantu pemerintahan dalam menentukan suatu kebijakan maka 

pada penelitian ini dilakukan pengelompokkan pada masing-masing Kabupaten/Kota-

madya. 
 

2. MATERI DAN  METODE 

2.1 Partisipasi perempuan dalam dunia kerja 
 Salah satu indikator yang dapat menunjukkan peran serta perempuan dalam dunia 

atau pembangunan adalah tingkat partisipasi perempuan yang semakin meningkat. Peran 

perempuan di sektor pertanian dalam arti luas memberikan kontribusi yang cukup besar. 

Menurut Sayogyo (Sudarta,2001) peran perempuan di bidang pertanian dimulai dari 

orang mengenal alam dan bercocok tanam. Dari itu mulai berkembang pembagian kerja 

antara laki-laki dan perempuan pada beragam pekerja baik di dalam rumah tangga 

maupun di dalam masyarakat luas. Terdapat kurang lebih 21,74 juta rumah tangga petani 

di Indonesia, persentase tingkat partisipasi angkatan kerja perempuan di sektor pertanian 

cenderung meningkat sampai 40,71%, ini berarti jumlah SDM perempuan yang bekerja 

hampir separuh SDM laki-laki. Kenyataan menunjukkan bahwa hampir 40% perempuan 

tani berasal dari golongan rumah tangga tidak mampu. Oleh karena itu SDM perempuan 

harus diberdayakan. Untuk itu pelatihan dan penyuluhan IPTEK untuk pengembangan 
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kualitas SDM pertanian harus dimulai dari menghilang segala bentuk diskriminatif (Sri 

Wahyuni, 1991). 

 Keterlibatan perempuan dalam bidang pekerjaan sering tidak diperhitungkan, 

besarnya upah yang diterima perempuan lebih rendah daripada laki-laki. Dengan tingkat 

pendidikan yang sama, pekerja perempuan hanya menerima sekitar 50% sampai 80% 

upah yang diterima laki-laki. Selain itu banyak perempuan yang bekerja pada pekerjaan 

sebagai buruh lepas atau pekerja keluarga tanpa memperoleh upah atau dengan upah 

rendah. Mereka tidak memperoleh perlindungan hukum dan kesejahteraan (Hastuti, 

2005). Meskipun kaum perempuan tampil mayoritas dalam produksi pertanian.  

 
2.2 Peningkatan peran kaum perempuan 

Pendekatan Women In Development, partisipasi perempuan mensyaratkan adanya 

kemampuan teknis dan prefesional yang dibutuhkan. Ini berarti bahwa potensi dan 

kapabilitas teknis kaum perempuan harus harus ditingkatkan melalui (1) upaya 

mengintegrasikan perempuan dalam berbagai bidang kehidupan, tanpa banyak 

mempersoalkan sumber-sumber yang menyebabkan mengapa perempuan dalam 

masyarakat bersifat inferior, sekunder dan dalam hubungan subordinasi terhadap laki-

laki. Indikator integrasi perempuan dalam pembangunan diukur dari Tingkat Partisipasi 

Angkatan Kerja (TPAK) perempuan, akses pendidikan, hak-hak politik, kewarganegaraan 

dan sebagainya, (2) menempatkan perempuan sebagai pelaku penting dalam masyarakat 

sehingga posisi perempuan akan menjadi lebih baik, asumsinya perempuan telah dan 

selalu menjadi bagian dari pembangunan perempuan, dan (3) konstruksi sosial yang 

membentuk persepsi dan harapan serta mengatur hubungan antara laki-laki dan 

perempuan yang menyebabkan rendahnya kedudukan dan status perempuan harus 

dihilangkan. 

Pembangunan yang berdimensi gender yang bersifat eksploitatif atau merugikan 

menjadi hubungan yang seimbang, selaras dan serasi. Sehingga konsep pemberdayaan 

tenaga kerja perempuan yang akan dating mencakup tiga hal yakni (1) Capacity Building, 

upaya membangun kemampuan kaum perempuan, (2) Cultural Change, perubahan-

perubahan budaya yang mamihak kepada kaum perempuan dan (3) Structural Adjusment, 

penyesuaian terhadap struktural yang juga memihak kepada kaum perempuan. Maka 

keberhasilan konsep ini akan menjadi motivasi dan prestasi bagi kaum perempuan dalam 

pembangunan menuju kesuksesan. 
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2.3 Analisis kelompok 
 Analisis kelompok (cluster analysis) merupakan suatu metode analisis untuk 

mengelompokkan objek-objek pengamatan menjadi beberapa kelompok sehingga akan 

diperoleh kelompok dimana objek-objek dalam satu kelompok mempunyai persamaan 

sedangkan dengan anggota kelompok yang lain mempunyai perbedaan (Johnson dan 

Wichern, 2002). 

Prosedur pengelompokan pada dasarnya ada dua, yaitu  pengelompokan dengan 

prosedur hirarki dan tak berhirarki. Pada penelitian ini metode yang dipakai adalah 

prosedur hirarki (Hierarchical Method) memulai pembentukan kelompok dengan jumlah 

kelompok sama dengan jumlah objek (n) kemudian dua kelompok yang mempunyai jarak 

terdekat digabung menjadi satu kelompok sehingga jumlah kelompok menjadi (n-1), 

kemudian jarak-jarak kelompok yang baru dihitung kembali. Prosedur ini dilakukan 

berulang-ulang hingga didapatkan 1 kelompok dengan anggota sebanyak n. Terdapat 3 

metode dalam analisis kelompok prosedur hirarki antara lain metode pautan tunggal 

(single linkage), metode pautan rata-rata (average linkage), metode pautan lengkap 

(complete linkage). penelitian ini menggunakan metode pautan lengkap (complete 

linkage) yaitu dengan memaksimumkan jarak antar kelompok yang digabung. 

  
2.4 Metode pautan lengkap (complete linkage) 

Metode ini menggunakan aturan jarak maksimum antar kelompok. Proses peng-

gabungan diawali dengan menentukan 2 obyek yang mempunyai jarak minimum. Jarak 

maksimum antara kelompok uv dan w adalah : 

d(uv)w = maks [duw, dvw] 

 dimana  : 

duw = jarak antara kelompok u dan w 

dvw = jarak antara kelompok v dan w 

 

2.5 Sumber data dan variabel penelitian 

Penelitian ini menggunakan data sekunder hasil Survei Sosial Ekonomi Nasional 

(SUSENAS) tahun 2006 propinsi Jawa Timur, dengan jumlah N sebanyak 38 yaitu 

Kabupaten/Kotamadya propinsi Jawa Timur. Dan variabel yang digunakan pada 

penelitian partisipasi perempuan dibedakan menjadi dua yaitu variabel pendidikan dan 

ketenagakerjaan. 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Penyebaran partisipasi perempuan dalam pendidikan pada kabupaten/ 

kotamadya di Jawa Timur 

Penyebaran partisipasi perempuan dalam segi pendidikan dari masing-masing 

Kabupaten/Kotamadya dapat dilihat dari Gambar 1 yang dimana dapat diketahui untuk 

partisipasi perempuan dalam pendidikan yaitu pada angka melek huruf perempuan ini 

dapat dikatakan baik karena mempunyai nilai paling besar dengan nilai diatas 60 persen 

dari semua variabel pendidikan yaitu SMP, SMA maupun Perguruan Tinggi. Pada angka 

melek huruf ini terdapat Kabupaten/Kotamadya yang mempunyai nilai paling tinggi dan 

rendah yaitu Kabupaten Sidoarjo dan Kabupaten Sampang. Untuk pendidikan SMP, 

SMA, dan Perguruan Tinggi ini terdapat Kabupaten/Kotamadya dengan nilai tertinggi 

yaitu pada Kota malang dengan perempuan berpendidikan SMA dan Perguruan Tinggi 

memiliki nilai paling tinggi, Kabupaten Sidoarjo dengan perempuan berpendidikan SMA 

dan SMP mempunyai nilai paling tinggi sedangkan Kabupaten/Kotamadya yang memiliki 

nilai paling rendah adalah Kabupaten Bangkalan, Kabupaten Sampang dan Kabupaten 

Sumenep. Pada Kabupaten Sampang ini selain memiliki nilai angka melek huruf paling 

kecil tetapi juga pada perempuan berpendidikan SMP, SMA dan Perguruan Tinggi juga 

memiliki nilai paling kecil. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 1 Penyebaran Partisipasi Perempuan dalam Pendidikan di Kabupaten/Kotamadya di Jawa 

Timur 
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3.2 Penyebaran partisipasi perempuan dalam ketenagakerjaan pada Kabupaten/ 

Kotamadya di Jawa Timur 

Partisipasi perempuan dalam segi ketenagakerjaan dari masing-masing 

Kabupaten/Kotamadya dapat dilihat dari Gambar 2 diketahui berdasarkan variabel 

ketenagakerjaan perempuan yang bekerja mempunyai nilai paling tinggi dimana 

mempunyai nilai diatas 70 persen dibandingkan variabel ketenagakerjaan lainnya. Pada 

variabel perempuan yang bekerja terdapat nilai paling rendah yaitu pada Kota Pasuruan 

sedangkan Kabupaten Bondowoso memiliki nilai paling tinggi. Pada Kota Pasuruan 

perempuan bekerja memiliki nilai paling rendah yang menyebabkan pengangguran di 

Kota ini tinggi. Untuk sektor dalam variabel ketenagakerjaan ini diabagi menjadi 4 sektor 

yaitu sektor manufaktur, pertanian, jasa, dan formal. Dari 4 sektor tersebut diketahui 

perempuan lebih banyak atau cenderung bekerja pada sektor pertanian, dimana pada 

Kabupaten Pamekasan perempuan lebih banyak bekerja pada sektor pertanian, Pada 

Kabupaten Sidoarjo perempuan lebih banyak bekerja pada sektor manufaktur, sedangkan 

pada Kota Madiun selain perempuan lebih banyak bekerja di sektor jasa dan sektor 

formal. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2 Penyebaran Partisipasi Perempuan dalam Ketenagakerjaan di Kabupaten/Kotamadya di 

Jawa Timur 

 

3.3 Pengelompokkan partisipasi perempuan Kabupaten/Kotamadya di Jawa 

Timur 

Dilakukan analisis pengelompokkan (cluster) untuk mengetahui pengelompokkan 

partisipasi perempuan pada masing-masing Kabupaten/Kotamadya di propinsi Jawa 
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Timur. Ukuran kedekatan antar objek yang digunakan adalah jarak korelasi sedangkan 

metode pengelompokkan yang digunakan adalah metode complete linkage. Penelitian ini 

menggunakan metode complete linkage karena metode ini menghasilkan perbedaan 

karakteristik atau faktor-faktor yang mempengaruhi partisipasi perempuan dalam 

kemajuan Kabupaten/Kotamadya di propinsi Jawa Timur pada masing-masing kelompok.  

Pengelompokkan Kabupaten/Kotamadya di Jawa Timur mempunyai tujuan untuk 

mengetahui Kabupaten/Kotamadya yang memiliki karakteristik yang sama (homogen). 

Untuk  hasil pengelompokkan Kabupaten/Kotamadya di propinsi Jawa Timur dapat 

dilihat pada Tabel 1. 

Pada Tabel 1 menunjukkan bahwa kelompok I terdiri atas 15 Kabupaten/Kota-

madya, kelompok II terdiri atas 14 Kabupaten/Kotamadya, untuk kelompok III terdiri atas 

9 Kabupaten/Kotamadya. 
Tabel 1 Pengelompokkan Kabupaten/Kotamadya di Propinsi Jawa Timur 

Kelompok Kabupaten/Kotamadya 

I 

(Kuning) 

Kab.Pacitan, Kab.Ponorogo, Kab.Lumajang, 

Kab.Bondowoso, Kab.Situbondo, Kab.Probolinggo, 

Kab.Madiun, Kab.Ngawi, Kab.Bojonegoro, Kab.Tuban, 

Kab.Lamongan, Kab.Bangkalan, Kab.Sampang, 

Kab.Pamekasan, Kab.Sumenep 

II 

(Biru) 

Kab.Trenggalek, Kab.Tulungagung, Kab.Blitar, 

Kab.Kediri, Kab.Malang, Kab.Jember, Kab.Banyuwangi, 

Kab.Pasuruan, Kab.Mojokerto, Kab.Jombang, 

Kab.Nganjuk, Kab.Magetan, Kab.Gresik, Kota Batu   

III 

(Putih) 

Kab.Sidoarjo, Kota Kediri, Kota Blitar , Kota Malang, 

Kota Probolinggo, Kota Pasuruan, Kota Mojokerto, Kota 

Madiun, Kota Surabaya 

Sumber : Data SUSENAS tahun 2006, diolah peneliti 
 

 Tabel 2 menunjukkan rata-rata (mean), varian, maksimum dan minimum untuk 

variabel pendidikan seperti SMP, SMA, Perguruan Tinggi dan angka melek huruf 

sedangkan variabel ketenagakerjaan seperti TPAK, bekerja, pengangguran, serta dilihat 

berdasarkan sektor tempat bekerja yaitu sektor manufaktur, sektor pertanian, jasa, dan 

formal. Yang dimana kelompok I pada angka melek huruf perempuan mempunyai nilai 

rata-rata 83,55 persen dengan nilai minimum sebesar 72,48 persen dan nilai maksimum 

sebesar 93,54 persen yang berarti kelompok I mempunyai ciri-ciri dengan tingkat 
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pendidikan perempuan yang rendah sedangkan untuk tingkat partisipasi perempuan dalam 

dunia kerja sedang, pada kelompok I perempuan lebih banyak bekerja pada sektor 

pertanian dan manufaktur. 

Pada kelompok II rata-rata persentase perempuan lebih besar yaitu 89,10 persen 

dengan nilai minimum dan maksimum sebesar 84,61 dan 93,01 persen, yang dimana pada 

kelompok 2 memiliki  ciri-ciri yaitu tingkat pendidikan perempuan yang rendah 

sedangkan untuk tingkat partisipasi perempuan dalam dunia kerja tinggi, pada kelompok 

2 perempuan lebih banyak bekerja pada sektor pertanian. Sedangkan pada kelompok III 

juga mempunyai rata-rata persentase angka melek huruf perempuan sebesar 92,73 persen 

dengan nilai minimum dan maksimum sebesar 84,25 dan 96,18 persen. 
Tabel 2 Statistika deskriptif pada variabel pendidikan dan ketenagakerjaan pada masing-masing 

kelompok 
Kategori Kelompok I Kelompok II Kelompok III 

SMP 
16.67 7.43 19.06 
(10.69)  (7.75)  (9.27)  

SMA 8.21 3.88 21.13 
(6.57)  (1.29)  (27.25)  

Perguruan Tinggi 2.6 0.81 7.53 
(1.13)  (0.14)  (9.18)  

Angka melek huruf 
83.55 70.41 92.73 
(25.14)  (39.09)  (13.86)  

TPAK 68.12 71.45 63.35 
(7.18)  (7.24)  (6.42)  

Bekerja 82.86 89.1 80.21 
(20.53)  (12.91)  (20.62)  

Pengangguran 
17.13 10.9 19.79 
(20.53)  (12.91)  (20.62)  

Manufaktur 17.19 14.84 23.05 
(60.04)  (15.53)  (54.3)  

Pertanian 44.52 63.6 6.6 
(97.88)  (110.67)  (64.3)  

Jasa 
8.16 3.47 18.55 
(15.73)  (2.34)  (39.62)  

Formal 5.11 2.89 9.71 
(3.31)  (0.14)  (4.17)  

Sumber : Data SUSENAS tahun 2006, diolah peneliti 
 

Pada kelompok III mempunyai ciri-ciri untuk tingkat pendidikan perempuan yang 

tinggi sedangkan pada tingkat partisipasi perempuan dalam dunia kerja rendah, kelompok 
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III perempuan lebih banyak bekerja pada sektor manufaktur dan jasa yang dimana pada 

kelompok III ini merupakan kelompok kota-kota besar. Secara visual, dapat dilihat pada 

Gambar 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Gambar 3 Pengelompokkan Partisipasi Perempuan di Jawa Timur 

 
 

4. KESIMPULAN 

 Hasil pengelompokkan Kabupaten/Kotamadya di propinsi Jawa Timur 

berdasarkan partisipasi dalam segi pendidikan dan ketenagakerjaan menghasilkan 3 

kelompok. Kelompok I terdiri 15 kabupaten/Kotamadya, kelompok II terdiri atas 14 

kabupaten/kotamadya, dan kelompok III terdiri atas 9 Kabupaten/Kotamadya. 

 Pada kelompok I mempunyai ciri-ciri dengan tingkat pendidikan perempuan yang 

rendah sedangkan untuk tingkat partisipasi perempuan dalam dunia kerja sedang, pada 

kelompok I perempuan lebih banyak bekerja pada sektor pertanian dan manufaktur. Pada 

kelompok II memiliki ciri-ciri yaitu tingkat pendidikan perempuan yang rendah 

sedangkan untuk tingkat partisipasi perempuan dalam dunia kerja tinggi, pada kelompok 

II perempuan lebih banyak bekerja pada sektor pertanian. Sedangkan pada kelompok III 

mempunyai ciri-ciri untuk tingkat pendidikan perempuan yang tinggi sedangkan pada 

tingkat partisipasi perempuan dalam dunia kerja rendah, kelompok III perempuan lebih 

banyak bekerja pada sektor manufaktur dan jasa yang dimana pada kelompok III ini 

merupakan kelompok kota-kota besar. 
 
 

5. UCAPAN TERIMA KASIH 
 Penelitian ini tidak akan berjalan lancar tanpa bantuan dari semua pihak. Untuk itu 

penulis ingin mengucapkan terima kasih pada pihak-pihak yang telah membantu dalam 

penelitian ini. 

1. Ibu Ismaini Zain dan Bapak Dwiatmono selaku ketua tim peneliti sekaligus 

pembimbing. 

2.  DIKTI, selaku pemberi dana penelitian. 
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ANALISIS POLA DATA SEBAGAI ALTERNATIF 
DALAM PENENTUAN ORDE INTERVENSI MULTI INPUT 
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Abstrak. Model intervensi merupakan suatu model time series yang dapat digunakan untuk 

memodelkan dan meramalkan data yang mengandung goncangan atau intervensi baik dari faktor 

eksternal maupun internal. Dalam menyusun model intervensi, ketepatan mengidentifikasi orde 

intervensi sangat diperlukan. Identifikasi orde intervensi melalui pola data diharapkan lebih mudah 

dan efisien dibandingkan menggunakan pola residu model sebelum intervensi.  Untuk menentukan 

orde intervensi menggunakan pola data asli, harus diketahui karakteristik orde terhadap pola data. 

Karakteristik tersebut diperoleh dari beberapa pola respon  hasil simulasi beberapa orde intervensi. 

Selanjutnya, orde intervensi dapat ditentukan dengan menyesuaikan pola data dengan karakteristik 

yang diperoleh.  

Hasil dari penelitian ini diterapkan pada data IHK Surakarta periode Januari 2000 - 

November 2009 dan IHK Nasional periode Januari 1995 - Juli 1998. Dalam penerapan ini, orde 

intervensi diidentifikasi dengan dua metode, yaitu menggunakan pola residu dan pola data. 

Hasilnya menunjukkan bahwa identifikasi orde intervensi menggunakan pola data lebih mudah 

dan efisien.  
 
Keyword: intervensi, time series, pola residu, pola data 
 
 

1. PENDAHULUAN 

Model intervensi merupakan suatu model time series yang dapat digunakan untuk 

memodelkan dan meramalkan data yang mengandung goncangan atau intervensi baik dari 

faktor eksternal maupun internal. Sampai saat ini, penelitian tentang analisis intervensi 

terbatas hanya memasukkan satu jenis goncangan (single input). Dalam penelitian ini 

akan dikaji lebih lanjut mengenai model intervensi multi input. 

Menurut Box dan C. Reinsell (2008), dengan melihat struktur atau pola data asli 

dan melakukan pemeriksaan terhadap residu model sebelum intervensi dapat membantu 

dalam mengidentifikasi orde intervensi. Ismail et. al dan  Nuvitasari et. al mengkaji lebih 

lanjut tentang penentuan orde intervensi melalui residu model. Pada penelitian ini akan 

dilakukan analisis terhadap pola data asli untuk menentukan orde intervensi yang 

diharapkan lebih mudah dan efisien. Hasil yang diperoleh pada penelitian ini akan 

Dewi Anugeraheni Sahari, Winita Sulandari, dan Siswanto  
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diterapkan pada data IHK Surakarta periode Januari 2000 - November 2009 dan IHK 

Nasional periode Januari 1995 - Juli 1998.  

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1 Model  Intervensi Multi Input 
 

Menurut Wei (1994), bentuk umum dari model intervensi multi input adalah  

ܼ௧ = ∑
ఠೞೕ()್ೕ

ఋೝೕ()

ୀଵ ௧ܫ + ௧ܰ    (2.1)  

dengan,   

ܼ௧    : variabel respon pada waktu t (deret output) 

௧ܫ    : variabel intervensi ke j pada waktu t (deret input) 

௧ܰ   : error yaitu model ARIMA tanpa efek intervensi 

ܾ , ,ݎ ݏ  : orde pada model intervensike ݆ 

݆  : banyaknya intervensi  

௦߱ೕ(ܤ) dan ߜ(ܤ) didefinisikan sebagai berikut , 

߱௦ೕ(ܤ) = ߱ೕ −߱ଵೕܤ
ଵ − ߱ଶೕܤ

ଶ −⋯− ௦߱ೕܤ
௦ 

(ܤ)ೕߜ = 1 − ܤଵೕߜ
ଵ − ܤଶೕߜ

ଶ −⋯− ܤೕߜ
  

Model respon dari variabel intervensi dirumuskan sebagai 

௧ݒ = ௦߱ ܤ(ܤ) 

(ܤ)ߜ
௧ܫ  

dengan ݒ௧ menyatakan besarnya respon (pengaruh) intervensi pada waktu t  

  

2.2 Estimasi Parameter Model Intervensi 

 Estimasi parameter untuk model intervensi multi input dapat menggunakan 

metode Maximum Likelihood Estimation (MLE). Model umum intervensi multi input 

pada persamaan 2.1 dapat dinyatakan sebagai 

௧ܼ(ܤ)߮(ܤ)ଵିߠ = (ܤ)߮(ܤ)ଵିߠ
߱௦ೕ(ܤ)ܤೕ

(ܤ)ೕߜ



ୀଵ

௧ܫ + ܽ௧ 

Dengan asumsi bahwa ܽ௧~ܰ(0,ߪଶ). Fungsi kepadatan ܽ௧ adalah 

݂(ܽଵ, … ,ܽ|ߪଶ) = ି(ଶߪߨ2)

ଶ݁ݔ ൭−

1
ଶߪ2

ܽ௧ଶ


௧ୀଵ

൱ 
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sehingga fungsi likelihood dapat diperoleh, yaitu 

,൫߱,߱ଵܮ … , ௦߱ , ଵߜ , ,ଶߜ … , ,߮ଵ,߮ଶߜ , … ,߮,ߠଵ ,ଶߠ, ,หܾߠ… ,ݎ ,݀,,ݏ ௧ܼ,ݍ , ௧൯ܫ = ∑ ܽ௧ଶ
௧ୀଵ   

Nilai parameter akan diperoleh dengan meminimumkan ∑ ܽ௧ଶ
௧ୀଵ  . 

 

2.3 Variabel Intervensi  

Terdapat tiga variabel intervensi yaitu fungsi pulse, step dan ramp (Mcleod dan 

Vingilis, 2005), yaitu 

1. Fungsi Pulse 

Menurut Box dan C. Reinsel (2008), fungsi pulse merepresentasikan pengaruh 

intervensi yang sifatnya temporer atau transien dan menghilang setelah waktu T, 

dinotasikan sebagai  

௧ܫ = ௧ܲ
(்) = ቄ0, ݐ ≠ ܶ

1, ݐ = ܶ (2.2) 

2. Fungsi Step 

Menurut Box dan C. Reinsell (2008), fungsi step menunjukkan pengaruh intervensi 

yang permanen setelah waktu T . Fungsi step pada waktu ke T  dinotasikan sebagai 

௧ܫ = ܵ௧
(்) = ቄ0, ݐ < ܶ

1, ݐ ≥ ܶ (2.3) 

Dari persamaan 2.2 dan 2.3 dapat dilihat bahwa fungsi pulse dapat diturunkan dari 

fungsi step, yaitu 

௧ܲ
(்) = ܵ௧(்) − ௧ܵିଵ

(்) = (1   (்)௧ܵ(ܤ−

3. Fungsi Ramp 

Fungsi intervensi ramp adalah suatu fungsi intervensi kontinu yang naik secara linear 

setelah waktu terjadinya intervensi (SAS Help and Documantation). Fungsi ramp  

dinotasikan sebagai 

௧ܫ = ܴ௧(்) = ቄ 0, ݐ < ܶ
ݐ − ܶ, ݐ ≥ ܶ (2.4) 

Dari persamaan 2.3 dan 2.4 dapat dilihat bahwa ramp dapat diturunkan dari 

fungsi step, yaitu 

(1 ௧ܴ(ܤ−
(்) = ܤ ௧ܵ

(்)  

Model respon dari variabel intervensi adalah  

௧ݒ = ௦߱ ܤ(ܤ) 

(ܤ)ߜ
௧ܫ  
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௧ݒ  menyatakan besarnya pengaruh intervensi pada waktu t. Pada penelitian ini, akan 

dilakukan simulasi orde pada setiap variabel intervensi. Penulisan variabel intervensi 

biasanya diikuti dengan orde intervensi (b, r, s). 

  

2.4 Metode Penelitian 

Pada penelitian ini, metode yang digunakan adalah studi literatur, simulasi, dan 

diterapkan pada contoh kasus dengan mengacu pada buku-buku analisis runtun waktu dan 

karya ilmiah tentang analisis intervensi yang meliputi hasil-hasil penelitian dan jurnal. 

Berikut adalah langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini. 

 
1. Analisis pola data untuk menentukan orde intervensi multi input. 

       a.  Membuat plot respon dari setiap variabel input dengan beberapa kombinasi nilai 

orde intervensi dan mengamati gerak respon, sehingga dapat ditentukan 

perbedaannya. Simulasi dilakukan dengan bantuan software Minitab 15. 

b. Membuat kesimpulan tentang ciri-ciri gerak respon dengan beberapa nilai orde 

intervensi, kemudian menjadikan ini sebagai dasar dalam menentukan orde 

intervensi melalui plot data asli. 

 
2. Menerapkan hasil yang diperoleh dalam langkah (1b) pada contoh kasus data IHK 

Surakarta periode Januari 2000 − November 2009 dan IHK Nasional periode Januari 

1995 − Juli 1998. Hasil Identifikasi orde intervensi pada model intervensi multi input 

data IHK tersebut selanjutnya akan dibandingkan dengan hasil identifikasi 

menggunakan pola residu. Untuk membantu dalam proses penghitungan nilai 

parameter digunakan software SAS 9.1. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Analisis pola data untuk menentukan orde intervensi multi input 

Berdasarkan pengamatan hasil simulasi pola respon, dapat diperoleh karakteristik pola 

data yang dinyatakan pada Tabel 1. Karakteristik pola data ini dapat dijadikan dasar 

untuk mengidentifikasi orde intervensi karena pola respon identik dengan pola data.  
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Tabel 1. Karakteristik pola respon pada beberapa nilai orde intervensi dengan penundaan 

efek b satuan waktu 

,ݎ  ݏ
Karakteristik gerak respon fungsi  

Pulse Step Ramp 

0,0 

Data mengalami lonjakan 1 
kali sebesar ߱ pada waktu  
ܶ + ܾ , kemudian pola data 
langsung kembali seperti 
semula (tanpa ada proses 
penurunan bobot respon 
secara eksponensial) 

Data mengalami lonjakan 
sebesar ߱ pada waktu  
ܶ + ܾ , kemudian data 
stabil pada nilai tersebut, 
tetapi masih membentuk 
pola seperti semula  

Data mengalami 
lonjakan sebesar ߱ 
pada waktu  ܶ + ܾ 
diikuti proses 
kenaikan bobot 
respon  (arah naik 
atau turun) secara 
linear 

1,0 

Data mengalami lonjakan 1 
kali mulai waktu  ܶ + ܾ, 
kemudian mengalami proses 
penurunan bobot respon 
secara eksponensial mulai 
waktu ܶ + ܾ hingga pola data 
kembali seperti semula 

Data mengalami lonjakan 
sebesar ߱ pada waktu  
ܶ + ܾ  diikuti proses 
kenaikan bobot respon 
(arah naik atau turun) 
secara eksponensial mulai 
waktu ܶ + ܾ , kemudian 
data stabil pada nilai 
tertentu dengan pola 
seperti data semula 

Data mengalami 
lonjakan sebesar ߱ 
pada waktu  ܶ + ܾ 
diikuti proses 
kenaikan bobot 
respon  (arah naik 
atau turun) secara 
eksponensial 

1,1 

Data mengalami lonjakan 
sebanyak 2 kali sebesar ߱ 
dan ߱ଵ +  ଵ߱,,kemudianߜ
mengalami proses penurunan 
bobot respon secara 
eksponensial mulai waktu 
ܶ + ܾ + 2 hingga pola data 
kembali seperti semula 

Data mengalami lonjakan 
sebanyak 2 kali sebesar 
߱ dan ߱ − ߱ଵ +  ,ଵ߱ߜ
kemudian mengalami 
proses kenaikan bobot 
respon (arah naik atau 
turun) secara eksponensial 
mulai waktu ܶ + ܾ + 1 , 
kemudian data stabil pada 
nilai tertentu dengan pola 
seperti data semula 

Data mengalami 
lonjakan sebanyak 1 
kali sebesar ߱, 
kemudian mengalami 
proses kenaikan 
bobot respon (arah 
naik atau turun) 
secara eksponensial 
mulai waktu 
ܶ + ܾ + 1  

2,0 

Data mengalami lonjakan 1 
kali sebesar ߱ mulai waktu  
ܶ + ܾ , kemudian mengalami 
proses kenaikan bobot respon 
dengan pola gelombang sinus 
dilanjutkan dengan pola 
eksponensial mulai waktu 
ܶ + ܾ + 1 hingga pola data 
kembali seperti semula 

Data mengalami lonjakan 
1 kali sebesar ߱ mulai 
waktu  ܶ + ܾ , kemudian 
mengalami proses 
kenaikan bobot respon 
(arah naik atau turun) 
dengan pola gelombang 
sinus dilanjutkan dengan 
pola eksponensial mulai 
waktu ܶ + ܾ , kemudian 

Data mengalami 
lonjakan sebesar ߱ 
pada waktu  ܶ + ܾ 
diikuti proses 
kenaikan bobot 
respon  (arah naik 
atau turun) secara 
eksponensial 
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data stabil pada nilai 
tertentu dengan pola 
seperti data semula 

2,1 

Data mengalami lonjakan 2 
kali sebesar ߱ dan ߱ଵ +
ܶ  ଵ߱ mulai waktuߜ + ܾ , 
kemudian mengalami proses 
kenaikan bobot respon 
dengan pola gelombang sinus 
dilanjutkan dengan pola 
eksponensial mulai waktu 
ܶ + ܾ hingga pola data 
kembali seperti semula 

Data mengalami lonjakan 
2 kali sebesar ߱ dan 
߱ −߱ଵ +  ଵ߱mulaiߜ
waktu  ܶ + ܾ , kemudian 
mengalami proses 
kenaikan bobot respon 
(arah naik atau turun) 
dengan pola gelombang 
sinus dilanjutkan dengan 
pola eksponensial mulai 
waktu ܶ + ܾ , kemudian 
data stabil pada nilai 
tertentu dengan pola 
seperti data semula 

Data mengalami 
lonjakan sebanyak 2 
kali sebesar ߱ dan 
2߱ − ߱ଵ +  ,ଵ߱ߜ
kemudian mengalami 
proses kenaikan 
bobot respon (arah 
naik atau turun) 
secara eksponensial 
mulai waktu 
ܶ + ܾ + 1  

 

Dari Tabel 1 dapat disimpulkan bahwa keberadaan parameter δ menunjukkan 

adanya gerak respon secara exponensial, baik mengalami kenaikan maupun penurunan. 

 

Khusus untuk fungsi ramp,  tidak dijumpai adanya pola gelombang sinus, 

walaupun r . 0. Dari hasil pengamatan terhadap plot respon dari ketiga variabel intervensi 

dengan berbagai orde, dapat dituliskan secara umum tentang pengaruh dari setiap 

parameter terhadap pola respon. Hal ini disajikan dalam Tabel 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lanjutan tabel 1 
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Tabel 2. Pengaruh setiap parameter dalam variabel intervensi terhadap pola respon 

Variabel 
input ߱ ߜଵ ߜଶ 

Pulse 

Besarnya ω 
menentukan 

besarnya lonjakan 
pada awal mulai 

adanya efek, 
banyaknya 

parameter ω 
menentukan 
banyaknya 
lonjakan 

Besarnya  
 ଵ menentukanߜ
besar dan lama 
tidaknya efek 
dari variabel 
input (semakin 
besar ߜଵakan 
semakin besar 
efek dan 
semakin lama 
mengalami pola 
exponensial, 
sehingga 
semakin lama 
data menjadi 
stabil kembali) 

Keberadaan  
 ଶߜ

menunjukkan 
adanya pola 
gelombang 
sinus dalam 

proses 
exponensial 

yang semakin 
lama besarnya 

amplitudo 
gelombang 

semakin kecil 
mendekati nol 

Terlihat sangat 
jelas (semakin 
besar nilai  
 ଶ semakin besarߜ
amplitudo 
gelombang, 
sehingga 
semakin lama 
menghilangnya) 

Step Terlihat tidak 
terlalu jelas, nilai  
 ଶ tidak terlaluߜ
berpengaruh 
dalam proses 
exponensial 

Ramp yang paling 
berpengaruh adalah 
ω yaitu 
menunjukkan 
besarnya lonjakan 
yang pertama kali 
pada respon, 
sedangkan untuk  
ω୧ yang lain 
hampir tidak 
berpengaruh pada 
pola respon 

Sama seperti 
pada fungsi step 
dan pulse, tetapi 
data tidak 
pernah stabil 
(kembali pada 
pola data awal) 

Hampir tidak 
terlihat (hampir 
tidak 
berpengaruh 
pada pola data) 

 

3.2 CONTOH KASUS 
 

3.2.1 Model Intervensi pada Data IHK Kota Surakarta 

 Contoh kasus yang digunakan adalah data IHK kota Surakarta pada Januari 

2000-November 2009 berdasarkan tahun dasar 2007. Plot data disajikan pada Gambar 1.  
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Gambar 1. Plot data IHK kota Surakarta periode Januari 2000 - November 2009 

berdasarkan tahun dasar 2007 
 

 Hasil identifikasi orde intervensi menggunakan pola data dan residu disajikan 

pada Tabel 3. 

Tabel 3. Identifikasi orde intervensi melalui pola data dan residu pada model intervensi 

data IHK kota Surakarta 

Intervensi 

ke- 

Variabel intervensi (b, r, s) 

Melalui pola data Melalui pola residu 

1 step (0, 0, 0) step (0, 0, 0) 

2 step (0, 0, 0) step (0, 0, 0) 

3 pulse (0, 0, 0) pulse (0, _, 0) 

4 step (0, 0, 0) step (0, _, 0) 

5 step (0, 0, 0) step (0, 0, 0) 

6 step (0, 0, 0) step (0, 0, 2) 

 

 Identifikasi orde ݎ pada intervensi 3 dan 4 mengalami kesulitan jika 

menggunakan pola residu. Hal ini dikarenakan jarak antara intervensi 3, 4 dan 5 sangat 

dekat. Oleh karena itu, orde ݎ pada intervensi 3, 4, dan 5 lebih mudah ditentukan 

menggunakan pola data asli. Pada intervensi 6, terlihat identifikasi antara kedua metode 

50 
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Plot Data IHK Surakarta
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Intervensi 2 

Intervensi 3, 4, dan 5 

Intervensi 6 

time 
Sumber: Badan Pusat Statistik  
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menghasilkan nilai orde s yang berbeda. Namun, setelah dilakukan uji signifikansi 

parameter model, nilai ݏ = 0 memberikan nilai parameter yang tidak signifikan. Oleh 

karena itu, nilai s yang digunakan adalah nilai ݏ yang diidentifikasi melalui plot data asli. 

 

3.2.2 Model Intervensi pada Data IHK Nasional 

 Intervensi dengan variabel input fungsi ramp dijumpai pada data IHK nasional 

pada Januari 1995- Juli 1998, pada Tabel 6. Plot data disajikan pada Gambar 2. 

 
Gambar 2. Plot data IHK nasional (Januari 1995- Juli 1998) 

 

 Hasil identifikasi orde intervensi menggunakan pola data dan residu disajikan 

pada Tabel 4. 

 

Tabel 4. Identifikasi orde intervensi melalui pola data dan residu pada model intervensi 

data IHK Nasional 

Intervensi 
Variabel intervensi (b, r, s) 

Melalui pola data Melalui pola residu 

1 ramp (0, 0, 2) ramp (0, 2, 0) 

 

4 KESIMPULAN 

Dalam penelitian ini, dilakukan pemeriksaan karakteristik orde intervensi 

terhadap pola data asli. Berbagai karakteristik yang diperoleh dapat digunakan dalam 

menentukan orde intervensi melalui pola data asli. Bagi pembaca yang tertarik untuk 
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menerapkan model intervensi pada suatu data, terutama model intervensi multi input, 

sebaiknya identifikasi orde intervensi dilakukan melalui pola residu dan data asli, karena 

keduanya dapat saling mendukung. 
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ABSTRACT. Women’s behavior in economic activities as individually could be seen from 

women participation in labor force. Those women who have participated in economy were called 

worker, and those who haven’t were called non worker. Married women’s income contain mixture 

scale, because it was null for non worker (discrete) and it was certain value for worker (continue). 

Data that have structure like that, is called truncated data. Linier Regression method  couldn’t be 

used for analyzing mixture data. Therefore, tobit regression was used. In this research, urban and 

rural was distinguished so characteristics and married women models could be obtained based on 

their residence. Main purpose of this research were describing income characteristic of married 

women and modelling income married women with factors that have influenced in women 

behaviour in economic activities. Source of data in this study originated from the secondary data 

obtained from the National Socioeconomic Survey data in the province of East Java in 2006, with 

married women's income as dependent variable and consists of 13 independent variables.  Based 

on residential zoning, there was difference between urban and rural characteristic’s. In urban zone, 

husband age didn’t have significant influence in married women income, otherwise in rural zone, 

husband age have positive influence in married women income. Whereas in education, junior high 

school have significant influence to married women income in urban, but in rural it didn’t have 

significant influence. 

Key Words : Income, married women, economic participation, regression,t.  

 

 

1. PENDAHULUAN 

 

Keterlibatan perempuan dalam kegiatan ekonomi mencerminkan perilaku 

ekonomi. Perilaku ekonomi meliputi berpartisipasi dalam kegiatan ekonomi dan tidak 

berpartisipasi. Perempuan yang berpartisipasi ekonomi berarti bekerja dan yang tidak 

berpartisipasi berarti tidak bekerja. Perempuan kawin yang tidak bekerja berpendapatan 

nol dan yang bekerja mempunyai pendapatan tertentu yang bervariasi. Data tersebut 

disebut data campuran karena terdiri dari data yang berskala diskrit (bernilai nol) dan 

skala kontinu (mempunyai nilai tertentu yang bervariasi)[1]. Oleh karena itu untuk 

menganalisis digunakan metode regresi tobit. Dengan menggunakan metode regresi tobit 

diharapkan hasil yang diperoleh menjadi lebih baik dari regresi klasik[2]. 
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Penelitian tentang partisipasi perempuan telah banyak dilakukan, diantaranya 

analisis terhadap perempuan kawin dengan menggunakan metode regresi logistik 

trikotomus, data dikategorikan menjadi tiga, yaitu tidak bekerja, bekerja formal dan 

informal[3]. Penelitian lain tentang partisipasi perempuan berdasarkan lapangan kerja[4]. 

Selain itu terdapat penelitian tentang partisipasi perempuan berdasarkan status usaha[5]. 

Pada penelitian-penelitian tersebut variabel respon dibatasi hanya skala nominal dan 

dikategorikan. Hal tersebut mengurangi informasi data yang ada, sehingga dalam 

penelitian ini data tidak dikategorikan dan mempunyai skala campuran, untuk 

menganalisis digunakan metode regresi tobit. 

Beberapa penelitian menggunakan regresi tobit telah dilakukan antara lain 

diperoleh kesimpulan bahwa dengan menggunakan regresi tobit dihasilkan variabel 

independen yang signifikan terhadap variabel dependen lebih banyak dibandingkan 

dengan menggunakan OLS
[6]

. Hal serupa juga disimpulkan pada penelitian tentang 

kepuasan konsumen untuk jasa pengangkutan barang[2]. Penelitian lain  menyimpulkan 

pada regresi OLS data dibatasi minimal berskala interval sedangkan pada tobit data 

berupa skala campuran[7]. Pada penelitian Zain, Widodo dan Wulandari variabel respon 

yang diamati adalah pendapatan perempuan dan lamanya jam kerja, perempuan tersebut 

berstatus kawin ataupun tidak dan diperoleh hasil persentase perempuan kawin yang 

bekerja cukup besar dibanding persentase perempuan belum kawin[8]. Untuk itu dalam 

penelitian ini pengamatan lebih dispesifikasikan pada perempuan kawin. 

  Berdasarkan uraian diatas peneliti melakukan penelitian dengan tujuan 

mengetahui karakteristik pendapatan perempuan kawin dan memodelkan faktor-faktor 

yang mempengaruhi pendapatan perempuan kawin dalam kegiatan ekonomi berdasarkan 

tempat tinggal. 

 

2. MATERI DAN METODE 

Data tersensor 

Variabel respon yang mempunyai sifat mixture (campuran) diskrit dan kontinu, 

diskrit untuk yang bernilai nol dan kontinu untuk yang tidak nol, data tersebut biasa 

disebut data tersensor[1]. Disebut data tersensor jika pada variabel respon terdapat nilai 

yang dibatasi[2].  

regresi tobit (Truncated Regression).  
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 Regresi merupakan analisis regresi yang digunakan untuk variabel tak bebas yang 

sebagian datanya berskala diskrit dan sebagian data berskala kontinu. Secara umum 

model dari regresi tobit adalah sebagai berikut[9]. 

𝑦𝑡 =  
𝑦𝑡
∗, 𝑦𝑡 > 0
0, 𝑦𝑡 ≤ 0

                                                                                   (1) 

Dimana 𝑡 = 1,2,3,… ,𝑇 dan 𝑦𝑡
∗ adalah variabel respon dengan persamaan sebagai berikut. 

𝒚𝒕
∗ = 𝑿𝒕𝜷 + 𝒖𝒕                                                                                     (2) 

dengan   β  : koefisien vektor berukuran kx1 yang tidak diketahui, k adalah banyaknya 

parameter 

 𝑿𝒕 : matriks berukuran Txk dari variabel prediktor 

 𝒖𝒕 : error yang diasumsikan berdistribusi 𝑁(0,𝜎2)  

 𝒚𝒕
∗ : matriks variabel respon berukuran Tx1 yang berdistribusi normal (μ,σ2) 

Pendugaan parameter 

Dalam menduga parameter regresi tobit digunakan metode Maximum Likelihood 

Estimation (MLE), dengan menggunakan metode ini diperoleh penduga yang konsisten 

dan efisien untuk sampel yang berukuran besar[10], karena penduga parameter regresi tobit 

merupakan closed form maka untuk memperolehnya nilai penduga digunakan iterasi 

newton rhapson. 

Pengujian estimasi parameter 

 Untuk mendapatkan model regresi tobit digunakan pengujian parameter 

berikut[10].  

1. Uji Parsial 

Uji Parsial digunakan untuk pengujian individu yang menunjukkan apakah suatu 

variabel bebas signifikan atau layak untuk masuk model atau tidak. Untuk 

mengujinya digunakan Wald test. Berikut hipotesisnya 

𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 (koefisien βj tidak signifikan secara statistik) 

𝐻1: 𝛽𝑗 ≠ 0 (koefisien βj signifikan secara statistik), j= 1, 2, . . . p 

Statistik uji yang digunakan adalah 

𝑊 =  
𝛽 𝑗

𝑆𝐸(𝛽 𝑗 )
                                                                               (3) 

Dimana 𝛽 𝑗  adalah penaksir parameter 𝛽𝑗  dan SE  𝛽 𝑗   adalah penduga standart error 

dari 𝛽𝑗 , p adalah banyaknya variabel prediktor. H0 ditolak jika nilai statistik uji W< -
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Zα/2 atau W> Zα/2 atau jika p-value < 𝛼 yang berarti 𝛽𝑗  berpengaruh signifikan 

terhadap variabel respon. 

2. Uji Serentak 

Uji serentak digunakan untuk memeriksa fungsi koefisien 𝛽 secara keseluruhan atau 

bersama-sama, untuk mengujinya digunakan metode likelihood ratio atau uji G. 

Berikut hipotesis yang digunakan. 

𝐻0: 𝛽1 = 𝛽2 =  …  = 𝛽𝑝 = 0  

𝐻1: minimal ada salah satu 𝛽𝑗  yang tidak sama dengan nol, j=1, 2, 3, . . . , p. 

Statistik Uji yang digunakan adalah sebagai berikut. 

𝐺 = −2 ln 
𝐿 𝜔  

𝐿(Ω )
                                                                            (4) 

 dimana 𝐿 𝜔   = nilai maksimum likelihood tanpa variabel  prediktor tertentu. 

                           𝐿(Ω )  = nilai maksimum likelihood dengan variabel prediktor tertentu. 

H0 ditolak jika 𝐺 > 𝜒(𝑣,𝛼)
2  atau jika p-value < α yang berarti ada salah satu atau lebih 

𝛽𝑗  yang berpengaruh signifikan terhadap variabel respon. 

Kriteria kebaikan model 

Pada umumnya dalam analisis regresi untuk memperoleh kebaikan model 

digunakan koefisien determinasi R2. Berikut rumus R2 untuk regresi tobit[11]. 

𝑅2 = 1 −
 𝑢 𝑡

2𝑇
𝑡=1

  𝑦𝑡 − 𝑦  2𝑇
𝑡=1

                                                                 (5) 

Dimana  𝑢 𝑡 = 𝑦𝑡 −  𝛽 ′𝑋𝑡 Φ 𝛽 
′𝑋𝑡 𝜎   − 𝜎 𝜙 𝛽 ′𝑋𝑗𝑡 𝜎    

Faktor-faktor yang mempengaruhi perempuan kawin dalam melakukan kegiatan 

ekonomi. 

Dalam konsep ketenaga kerjaan penduduk dibagi menjadi dua golongan yaitu 

penduduk umur kerja dan penduduk bukan umur kerja. Penduduk umur kerja terbagi dua 

yaitu bekerja dan mengganggur. Penduduk dikatakan bekerja jika penduduk tersebut 

melakukan suatu kegiatan ekonomi yang dengan maksud memperoleh atau membantu 

memperoleh pendapatan atau keuntungan, paling sedikit 1 jam (tidak terputus) dalam 

seminggu yang lalu. Kegiatan tersebut meliputi kegiatan pekerja tak dibayar yang 

membantu dalam suatu usaha atau kegiatan ekonomi[12].   

Pendapatan merupakan upah dan gaji atas jam kerja atau pekerjaan yang telah 

diselesaikan, upah lembur, semua bonus dan tunjangan, perhitungan waktu-waktu tidak 

bekerja, bonus yang dibayarkan tidak teratur, penghargaan, dan nilai pembayaran 
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sejenisnya[12]. Pendapatan merupakan suatu hal yang penting dalam mempengaruhi 

kehidupan seseorang dalam memenuhi kebutuhan hidupnya. Pendapatan bisa berasal dari 

bidang apa saja, dalam memperoleh pendapatan seseorang bisa bekerja di instansi 

pemerintah, swasta maupun dengan mendirikan usaha sendiri. Pendapatan bisa diperoleh 

karena usaha kerja dengan mengeluarkan tenaga atau dengan jasa atas kemampuan dan 

keahlian yang dimiliki seseorang[12].  

Beberapa hal yang mendorong perempuan bekerja antara lain karena kebutuhan 

finansial atau faktor ekonomi untuk memenuhi kebutuhan sehari-hari, kebutuhan 

relasional dan sosial akan identitas dan penerimaan sosial melalui komitmen kerja, 

kebutuhan aktualisasi diri untuk berkarya, berkreasi, mencipta, mengekspresikan diri 

dengan orang lain, membagikan ilmu dan pengalaman, menghasilkan sesuatu, mendapat 

penghargaan, penerimaan dan prestasi[13]. Faktor tersebut berasal dari segi psikologis 

perempuan. Dalam kehidupan pribadinya ada beberapa faktor yang mendorong 

perempuan melakukan kegiatan ekonomi terutama bagi perempuan yang berkeluarga, 

antara lain karena jumlah anak, jumlah anak yang bekerja, jumlah anak yang sekolah, 

jumlah anak balita, umur, umur suami, umur perkawinan pertama, jumlah tahun dalam 

ikatan perkawinan, jumlah jam kerja suami, pendidikan perempuan kawin tersebut, 

pendidikan suami, lapangan kerja suami, status pekerjaan suami, rata-rata pengeluaran 

rumah tangga dalam sebulan[3].  

Metode 

Data yang digunakan pada penelitian ini adalah data sekunder SUSENAS di 

provinsi Jawa Timur tahun 2006 dengan jumlah sampel sebanyak 15.182 responden. 

Variabel respon penelitian ini adalah pendapatan perempuan kawin dalam kegiatan 

ekonomi (yt) dimana yt bernilai 0 untuk perempuan kawin yang tidak bekerja dengan 

skala data diskrit dan bernilai 𝑦𝑡
∗ untuk perempuan kawin yang bekerja dalam bidang 

formal, selanjutnya disebut bekerja, dengan skala data kontinu. 

𝑦𝑡 =  
0               jika tidak bekerja dan tidak berpendapatan 

𝑦𝑡
∗            jika bekerja dan berpendapatan                      

  

Pada penelitian ini untuk mengetahui perbedaan karakteristik dan pemodelan 

antara perkotaan dan pedesaan maka digunakan variabel moderator berdasarkan lokasi 

tempat tinggal. Variabel prediktor yang dilibatkan dalam penelitian ini sebanyak 13 

variabel, berikut ditampilkan dalam Tabel 1. 
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Tabel 1 Variabel Prediktor 

Nama Variabel Kategori Skala Ket 

Jumlah ART - rasio X1 

Jumlah anak yang bekerja - rasio X2 

Jumlah anak umur balita - rasio X3 

Umur  - rasio X4 

Umur suami - rasio X5 

Pendidikan terakhir 

0 ≤ SD sederajat 

1 = SMP sederajat 

2 ≥ SMA sederajat 

ordinal X6 

Pendidikan terakhir suami 

0 ≤ SD sederajat 

1 = SMP sederajat 

2 ≥ SMA sederajat 

ordinal X7 

Hari kerja dalam seminggu - rasio X8 

Jam kerja dalam seminggu - rasio X9 

Bidang pekerjaan utama 

0 = tidak bekerja 

1 = pertanian 

2 = industri 

3 = perdagangan 

4 = jasa 

5 = lain-lain 

nominal X10 

Status kerja suami 
0= Tidak Bekerja 

1= Bekerja 
nominal X11 

Rata-rata pengeluaran rumah tangga 

perbulan 
- rasio X12 

Rumah tangga penerima BLT 
0 = Tidak menerima 

1 = Menerima 
nominal X13 

        Sumber : Susenas 2006, diolah 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1. Karakteristik variabel penelitian  

Keterlibatan perempuan kawin dalam kegiatan ekonomi ditunjukkan dengan besarnya 

pendapatan. Pendapatan tersebut bernilai nol jika perempuan kawin tidak bekerja dan 

mempunyai nilai tertentu jika perempuan kawin bekerja. Pendapatan perempuan kawin 

yang mempunyai nilai nol (diskrit) dan nilai tertentu (kontinu) data seperti itu termasuk 

data tersensor[1]. 

 

 

Gambar 1 Persentase Pendapatan Perempuan Kawin 

Pada Gambar 1 diketahui terdapat perbedaan antara persentase perempuan kawin 

yang bekerja dan tidak bekerja. Tampak bahwa persentase perempuan kawin yang 

bekerja jauh lebih kecil dibanding dengan persentase perempuan kawin yang tidak 

bekerja baik di perkotaan maupun di pedesaan. Hal ini menunjukkan adanya perbedaan 

karakteristik perempuan kawin bekerja dan tidak bekerja. Jika dilakukan pengamatan 

terhadap seluruh data perempuan kawin tanpa membedakan yang bekerja dan tidak 

bekerja akan terjadi bias pada data, untuk menghindari terjadinya bias pada karakteristik 

perempuan kawin maka dilakukan pengamatan terpisah antara perempuan kawin bekerja 

dan tidak bekerja. 

Pada Tabel 2 diperoleh mean pendapatan perempuan kawin yang bekerja di 

perkotaan lebih besar daripada di pedesaan, sebaliknya standart deviasi pendapatan 

perempuan kawin di pedesaan lebih besar daripada di perkotaan. Hal ini menunjukkan 

kualitas pendapatan di perkotaan lebih baik daripada di pedesaan.  
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Tabel 2 Deskripsi Pendapatan Perempuan Kawin (Rupiah/bulan) 

 
Perkotaan Pedesaan 

Mean 867.809,79 581.769,25 

St. Deviasi 930.074,63 1.028.587,51 

Min 50.000 50.000 

Max 15.000.000 20.000.000 

             Sumber : Susenas 2006, diolah 

Berdasarkan Tabel 3 dapat diketahui karakteristik jumlah anggota rumah tangga 

relatif tidak berbeda antara bekerja dan tidak bekerja baik di perkotaan maupun di 

pedesaan. Demikian juga untuk karakteristik jumlah anak yang bekerja dan jumlah anak 

balita pada data perkotaan dan pedesaan baik yang bekerja maupun yang tidak bekerja. 

Namun pada karakteristik pengeluaran rumah tangga antara perkotaan dan pedesaan 

tampak ada perbedaan. Rata-rata pengeluaran di perkotaan lebih tinggi dibanding dengan 

pedesaan, begitu juga dengan standart deviasi pengeluaran rumah tangga di perkotaan 

lebih besar daripada di pedesaan. Hal ini dimungkinkan karena pola hidup masyarakat 

perkotaan yang cenderung konsumtif. Penduduk perkotaaan banyak mengalokasikan 

pengeluaran untuk perumahan (fasilitas rumah, listrik dan bahan bakar), barang dan jasa 

(perawatan tubuh, kesehatan dan pendidikan), sedangkan penduduk pedesaan 

pengeluaran terbesar cenderung pada kebutuhan pokok[14]. 

 

Tabel 3 Deskripsi Variabel Penelitian (Data Kontinu) 

 

Perkotaan Pedesaan 

Tidak bekerja Bekerja Tidak bekerja Bekerja 

Jumlah ART 

(X1) 

Mean 4 3,96 3,80 3,74 

St. 

Dev 
1,38 1,30 1,34 1,12 

Min 2 2 2 2 

Max 15 12 10 9 

Jumlah anak 

yang kerja (X2) 

Mean 0,26 0,19 0,23 0,20 

St.Dev 0,58 0,53 0,52 0,50 

Min 0 0 0 0 

Max 4 4 5 4 
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Jumlah anak 

balita (X3) 

 

Mean 0,28 0,25 0,23 0,19 

St.Dev 0,51 0,49 0,46 0,41 

Min 0 0 0 0 

Max 3 3 3 2 

Umur (X4) 

Mean 40,99 39,41 41,06 38,76 

St.Dev 12,31 9,14 12,88 9,38 

Min 14 18 16 17 

Max 96 80 90 85 

Umur suami 

(X5) 

Mean 46,17 43,46 46,69 43,51 

St.Dev 13,20 10,09 13,52 10,44 

Min 14 20 16 20 

Max 98 91 98 90 

Hari kerja 

dalam 

seminggu (X8) 

Mean  5,90  5,86 

St.Dev  0,78  1,13 

Min  1  1 

Max  7  7 

Jam kerja 

dalam 

seminggu (X9) 

Mean  41,38  36,94 

St.Dev  13,68  13,40 

Min  1  5 

Max  98  84 

Rata-rata 

pengeluaran 

RT/bulan (X12) 

Mean 1.166.953,46 1.379.109,14 730.957,37 913.327,20 

St.Dev 864.230,46 910.788,63 513.773,43 607.872,51 

Min 174.702 228.214 129.679 176.961 

Max 22.859.303 7.001.726 21.769.492 7.276.435 

       Sumber : Susenas 2006, diolah 

Berdasarkan Gambar 2 tampak terdapat perbedaan karakteristik antara 

perempuan kawin yang bekerja dengan yang tidak bekerja, serta perbedaan karakteristik 

di perkotaan dan di pedesaan. Dilihat dari latar belakang pendidikan di perkotaan 

persentase tertinggi adalah perempuan kawin dengan pendidikan lebih dari sama dengan 

SMA yang berstatus bekerja di bidang jasa. Sebaliknya pada data pedesaan persentase 

tertinggi didominasi perempuan kawin berpendidikan kurang dari sama dengan SD 

dengan status tidak bekerja. Keadaan tersebut tidak jauh berbeda pada karakteristik 
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suami, di perkotaan pendidikan suami sebagian besar berpendidikan lebih dari sama 

dengan SMA, dengan status istri bekerja. Sebaliknya di pedesaan sebagian besar 

perempuan kawin yang tidak bekerja mempunyai suami lulusan kurang dari sama dengan 

SD. 
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    ( c ) Jenis Pekerjaan Utama                                                  ( d ) Status Kerja Suami  

 

                 (e) Rumah Tangga Penerima BLT 

          Gambar 2 Karakteristik Variabel Penelitian Berdasarkan Tempat Tinggal dan 

Partisipasi Ekonomi 

Sebelum melakukan pemodelan regresi tobit, variabel yang kategorik 

didummykan terlebih dahulu untuk mendapatkan model terbaik. Langkah pertama yang 

dilakukan adalah pengujian secara parsial, Statistik uji yang digunakan adalah statistik uji 

Wald sesuai dengan persamaan 3 diperoleh nilai koefisien yang ditampilkan pada Tabel 6. 

Pada pemodelan perkotaan semua variabel prediktor telah signifikan terhadap pendapatan 
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perempuan kawin, lain halnya dengan pedesaan terdapat variabel yang tidak signifikan 

yaitu variabel jumlah anak balita dan umur.  

 

 

Tabel 6. Koefisien Pengujian Variabel Penelitian Secara Parsial 

 Perkotaan Pedesaan 

Intercept 160.486* 48.288* 

X1 3.768,15* 3.977,03* 

Intercept 190.718* 68.145* 

X2 -60.050* -21.251* 

Intercept 179.257* 67.430* 

X3 -13.431* -18.006 

Intercept 192.368* 65.328* 

X4 -413,65* -48,04 

Intercept 262.884* 99.278* 

X5 -1.914,19* -774,94* 

Intercept 56.010* 23.754* 

X6_1 24.431* 19.429* 

X6_2 318.768* 389.891* 

Intercept 66.795* 28.588* 

X7_1 28.558* 23.100* 

X7_2 239.009* 224.577* 

Intercept 7.753,36 1.715,27 

X8 140.635* 96.534* 

Intercept 19.271* 5.868,368 

X9 18.671* 14.291* 

Intercept 0.00000000001658407 -

0.00000000000952127 

X10_1 312.509* 215.737* 

X10_2 688.165* 438.582* 

X10_3 731.638* 355.000* 

X10_4 1.031.501* 1.026.866* 

X10_5 1.245.000* 486.000* 
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Lanjutan Tabel 6. 

Intercept 177.656* 64.941* 

X11_ 1 -16.757* -17.268* 

Intercept 15.124* -24.855* 

X12 0,13* 0,12* 

Intercept 191.553* 78.635* 

X13_1 -126.905* -53.249* 

               Sumber : Susenas 2006, diolah 

                Keterangan : *) Uji wald signifikan pada α = 0.05 

Langkah selanjutnya melakukan uji secara serentak terhadap variabel prediktor 

yang telah signifikan pada uji parsial. Adapun statistik uji yang digunakan adalah statistik 

uji G sesuai dengan pada persamaan 4. Berikut diperoleh hasil yang ditampilakn pada 

Tabel 7. 

 

Tabel 7 Koefisien Pengujian Variabel Secara Serentak terhadap Pendapatan Perempuan 

Kawin 

 
Perkotaan Pedesaan 

Intercept -172.280* -90.433* 

X1 1.714,94 493,58 

X2 -33.052* -11.331 

X3 1.418,93 
 

X4 3.233,92* 
 

X5 -1.145,43 1.207,14* 

X6_1 36.695* -189,18 

X6_2 99.743* 91.625* 

X7_1 -29.033* 1.464,21 

X7_2 -1.383,25 27.495* 

X8 -115.911* -33.665* 

X9 6.446,24* 7.359,29* 

X10_1 809.687* 185.161* 

X10_2 1.103.523* 325.087* 

X10_3 1.087.092* 251.009* 

X10_4 1.389.618* 874.531* 

X10_5 1.525.585* 401.124* 
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Lanjutan Tabel 7.  

X11_1 -7.007.73* -16.703* 

X12 0,06* 0,04* 

X13_1 -34.612* -368,53 

                 Sumber : Susenas 2006, diolah 

                Keterangan : *) Uji G signifikan pada α= 0.05 

Berdasarkan pengujian secara serentak diketahui terdapat beberapa variabel 

prediktor yang telah signifikan terhadap pendapatan perempuan kawin. Sehingga 

diperoleh model regresi tobit untuk data di perkotaan adalah sebagai berikut. 

𝑌 = -172.280 – 33.052X2 + 3.233,92X4 + 36.695X6(1) + 99.743X6(2) – 29.033X7(1) – 

115.911X8 + 6.446,24 X9 + 809.687X10(1) + 1.103.523X10(2) + 1.087.092X10(3) + 

1.389.618X10(4) + 1.525.585X10(5) – 7.007.73 X11(1) + 0,06 X12 – 34.612 X13 

Berikut untuk pemodelan pendapatan perempuan kawin di pedesaan. 

𝑌 = - 90.433 + 1.207,14 X5+ 91.625 X6(2)+  27.495 X7(2) – 33.665 X8+ 7.359,29 X9+ 

185.161 X10(1) + 325.087 X10(2) + 251.009 X10(3) + 874.531 X10(4) + 401.124 X10(5) – 

16.703 X11(2) + 0.04 X12 

Berdasarkan pemodelan tersebut dapat dilihat antara perkotaan dan pedesaan 

terdapat perbedaan pada variabel umur suami dan pendidikan SMP. Pada perkotaan umur 

suami tidak berpengaruh signifikan terhadap pendapatan perempuan kawin, sebaliknya 

pada pedesaan umur suami berpengaruh positif terhadap pendapatan perempuan kawin. 

Sedangkan dalam bidang pendidikan, pada perkotaan pendidikan yang mempengaruhi 

pendapatan perempuan kawin adalah pada jenjang SMP, namun pada pedesaan variabel 

ini tidak berpengaruh signifikan terhadap pendapatan perempuan kawin. 

Pada pemodelan pendapatan perempuan di perkotaan diperoleh nilai R2 sebesar 

47 persen, hal ini mengartikan bahwa sembilan variabel yang telah signifikan terhadap 

pendapatan perempuan kawin di perkotaan bisa dijelaskan sebesar 47 persen. Sedangkan 

pada data pedesaan, ada delapan variabel prediktor yang bisa menjelaskan model 

pendapatan perempuan kawin sebesar 32 persen. 

 

 

4. KESIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut. 

1. Persentase perempuan kawin yang bekerja di perkotaan lebih besar dari pada di 

pedesaan, dimana sebagian besar bekerja di bidang jasa. Selain itu rata-rata 
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pendapatan perempuan kawin di perkotaan juga lebih besar dari pada di pedesaan. 

Sebaliknya standart deviasi di perkotaan lebih kecil dibanding pedesaan. Perempuan 

kawin yang bekerja di perkotaan sebagian besar berpendidikan lebih dari sama 

dengan SMA, lain halnya dengan di pedesaan sebagian besar perempuan kawin yang 

bekerja berpendidikan terakhir kurang dari sama dengan SD. 

2. Pada pemodelan pendapatan perempuan kawin di perkotaan maupun di pedesaan 

hampir semua variabel mempunyai pengaruh yang sama kecuali pada variabel umur 

suami, pendidikan SMP dan rumah tangga penerima BLT. Pada data perkotaan 

variabel yang berpengaruh positif terhadap pendapatan perempuan kawin adalah 

umur, pendidikan SMP, pendidikan diatas atau sama dengan SMA, jumlah jam 

kerja/minggu, bidang pekerjaan utama pertanian, bidang pekerjaan utama industri, 

bidang pekerjaan utama perdagangan, bidang pekerjaan utama jasa, bidang pekerjaan 

utama lain-lain  dan rata-rata pengeluaran rumah tangga perbulan, sedangkan variabel 

jumlah anak yang bekerja, pendidikan terakhir suami SMP, banyaknya hari 

kerja/minggu, status kerja suami bekerja dan penerima BLT berpengaruh negatif 

terhadap pendapatan perempuan kawin. Pada data pedesaan diperoleh variabel yang 

berpengaruh positif terhadap peningkatan pendapatan perempuan kawin adalah faktor 

umur suami, pendidikan lebih dari atau sama dengan SMA, jumlah jam kerja/minggu, 

bidang pekerjaan utama pertanian, bidang pekerjaan utama industri, bidang pekerjaan 

utama perdagangan, bidang pekerjaan utama jasa, bidang pekerjaan utama lain-lain 

dan rata-rata pengeluaran/bulan, yang berpengaruh negatif adalah variabel jumlah 

hari kerja/minggu dan status kerja suami. 
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ABSTRAK. Setiap rumah tangga mempunyai kemampuan yang berbeda-beda dalam pengeluaran 

biaya kesehatan. Pengeluaran biaya kesehatan merupakan data dengan skala campuran, sebagian 

pengamatan yang bernilai nol berskala diskrit dan lainnya kontinyu. Metode yang dapat digunakan 

untuk mengolah data berskala campuran adalah regresi tobit. Tujuan penelitian adalah membuat 

model pengeluaran biaya kesehatan rumah tangga dengan regresi tobit. Data berasal dari Survey 

Sosial Ekonomi Nasional Jawa Timur  tahun 2006 dengan jumlah sampel sebanyak 29949 rumah 

tangga. Variabel prediktor yang digunakan antara lain tingkat pendidikan kepala rumah tangga, 

kondisi rumah, biaya makanan, biaya non makanan, Bantuan Langsung Tunai, proporsi anggota 

rumah tangga yang sakit, proporsi kepemilikan asuransi dan biaya asuransi. Hasil penelitian 

menunjukan bahwa ada perbedaan pengeluaran biaya kesehatan rumah tangga di perkotaan dan 

pedesaan. Pada pemodelan digunakan trasformasi ln terhadap variabel pengeluaran biaya 

kesehatan rumah tangga. Pada model perkotaan terdapat tujuh variabel signifikan; sedangkan pada 

pedesaan terdapat sembilan. Tingkat pendidikan kepala rumah tangga, kondisi rumah, biaya 

makanan, biaya non makanan, dan proporsi anggota rumah tangga yang sakit menjadi variabel 

yang berpengaruh pada kedua model. Selain itu ada dua variabel lain yang berpengaruh pada 

model pedesaan yaitu Bantuan Langsung Tunai dan proporsi kepemilikan asuransi. 

Kata kunci: regresi tobit, pengeluaran biaya kesehatan rumah tangga, perkotaan dan pedesaan  

 

 

1. PENDAHULUAN 

Analisis regresi sering digunakan untuk mengetahui pola hubungan antar variabel. 

Pada regresi linier klasik, variabel respon berupa data kontinyu[1]. Ada kasus tertentu 

dimana variabel respon berupa kombinasi antara data kontinyu dan diskrit; sebagai 

contoh pengeluaran Rumah Tangga (RT) untuk biaya kesehatan. Setiap RT mempunyai 

kemampuan yang berbeda-beda dalam pengeluaran biaya kesehatan. Bahkan ada pula RT 

yang tidak mengeluarkan biaya kesehatan. RT yang mengeluarkan biaya kesehatan 

berskala kontinyu dan yang tidak mengeluarkan diskrit. 

Penelitian tentang pengeluaran biaya kesehatan sebelum ini telah dilakukan oleh 

beberapa peneliti, antara lain Aday, Begley, Lairson dan Slater (dalam Nadjib dan 

Pujiyanto[2]), Ridlo[3], dan Fauzi[4]. Menurut penelitian Aday, Begley, Lairson dan Slater[2] 
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bahwa  penduduk berpendapatan rendah biasanya mengeluarkan porsi yang lebih besar 

dari pengeluaran non makanan untuk kesehatan dibandingkan penduduk berpendapatan 

menengah atas. Selanjutnya penelitian Ridlo[3] berdasarkan hasil Survei Sosial Ekonomi 

Nasional (SUSENAS) tahun 2000 menyatakan bahwa kemauan membayar biaya 

kesehatan  pada RT di Indonesia 50 persen lebih kecil daripada kemampuan membayar. 

Hal ini mengindikasikan bahwa ada faktor-faktor tertentu yang mempengaruhi RT dalam 

mengeluarkan anggaran untuk biaya kesehatan. Kemudian Fauzi[4] melakukan penelitian 

tentang faktor-faktor yang mempengaruhi pengeluaran biaya kesehatan di Jawa Timur 

dengan data SUSENAS 2006. Dalam penelitian tersebut diperoleh kesimpulan bahwa 

faktor-faktor yang mempengaruhi pengeluaran biaya kesehatan RT meliputi kondisi 

rumah, wilayah dan status RT. Dalam penelitian tersebut digunakan regresi logistik 

sebagai metode pengolahan data. Variabel pengeluaran biaya kesehatan RT dikategorikan 

menjadi mengeluarkan dan tidak mengeluarkan. Jika pada RT yang mengeluarkan biaya 

kesehatan dibuat sama maka berdampak hilangnya variasi jumlah biaya yang dikeluarkan. 

Sehingga informasi jumlah pengeluaran biaya kesehatan pun juga ikut hilang.  

Pengeluaran biaya kesehatan merupakan data dengan skala campuran, sebagian 

pengamatan yang bernilai nol berskala diskrit dan lainnya kontinyu. Data campuran 

tersebut oleh Greene[5] disebut sebagai data tersensor atau censored data. Dibutuhkan 

metode khusus untuk mengolah data tersebut dan metode yang dapat digunakan adalah 

analisis regresi tobit. Tobin[6] pertama kali menggunakan metode ini untuk memodelkan 

hubungan pendapatan RT terhadap pengeluaran RT. Beberapa penelitian yang 

menggunakan regresi tobit dilakukan antara lain oleh Cox dan Linn[7] dan Purnomo[8]. 

Cox dan Linn
[7]

 memperoleh kesimpulan bahwa model regresi tobit dapat menghasilkan 

standard error yang lebih robust dibandingkan model regresi linier klasik dan juga nilai 

prediksi yang kuat untuk kasus data tersensor. Selanjutnya Purnomo[8] memperoleh 

kesimpulan bahwa model tobit menghasilkan R2 lebih besar daripada regresi linier klasik 

pada kasus data tersensor. 

Berdasarkan uraian diatas, peneliti melakukan kajian untuk mendapatkan faktor-

faktor yang mempengaruhi pengeluaran biaya kesehatan RT di Jawa Timur dengan data 

SUSENAS 2006. Pada penelitian ini dibuat model dengan menggunakan regresi tobit dan 

model dibedakan berdasarkan wilayah perkotaan dan pedesaan, serta melihat karakteristik 

pengeluaran biaya kesehatan RT pada masing-masing wilayah. 
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2. MATERI DAN METODE 

2.1 Faktor-faktor yang mempengaruhi pengeluaran biaya kesehatan rumah 

tangga  

Faktor-faktor yang mempengaruhi pengeluaran biaya kesehatan dapat dikelom-

pokkan menjadi empat faktor, yaitu: geografi(wilayah), sosial ekonomi, budaya serta 

akses mutu dan pelayanan kesehatan. Faktor pertama adalah geografi, dalam hal ini 

dikhususkan pada pembagian wilayah antara desa dan kota. Asian Development Bank[9] 

dalam penelitiannya menyatakan bahwa ketidakadilan dalam pembiayaan kesehatan 

paling sering dijumpai di negara-negara dimana pembiayaan kesehatannya didominasi 

dengan cara pembayaran tunai (out-of-pocket payment). Penduduk di pedesaan yang 

membayar biaya kesehatan secara tunai jumlahnya lebih banyak dibandingkan dengan 

penduduk di daerah perkotaan. Kedua adalah kondisi sosial ekonomi. Merupakan faktor 

yang mempunyai indikator paling banyak dalam mempengaruhi pengeluaran biaya 

kesehatan. Kondisi sosial ekonomi meliputi tingkat pendidikan kepala rumah tangga, 

kondisi rumah, pengeluaran rumah tangga. Ketiga adalah faktor budaya. Namun pada 

penelitian ini faktor budaya tidak digunakan karena tidak ada variabel yang sesuai dengan 

data SUSENAS yang ada. Dan yang terakhir adalah akses mutu dan pelayanan kesehatan. 

Peningkatan mutu dan pelayanan kesehatan merupakan salah satu langkah untuk 

meningkatkan derajat kesehatan[10]. Semakin tinggi kualitas pelayanan maka semakin 

baik pula tingkat kesehatan. Berbagai cara yang dilakukan untuk meningkatkan kualitas 

pelayanan kesehatan antara lain melalui perbaikan sarana prasarana kesehatan dan 

jaminan asuransi kesehatan. 

 

2.2 Analisis regresi tobit 

Regresi tobit merupakan analisis regresi dimana nilai variabel responnya memiliki 

beberapa nilai masukan yakni berupa sebagian data diskrit dan sebagian lagi kontinyu[11].   

𝑦𝑖
∗ = 𝛽′𝑥𝑖 + 𝑢𝑖    (1) 

𝑦𝑖
∗

 adalah variabel respon dengan 𝑖 = 1,2, …𝑛 . Nilai 𝑥𝑖  merupakan variabel 

prediktor yang mempengaruhi variabel respon, sedangkan 𝛽′ adalah parameter model. 

Residual pada regresi tobit  (𝑢𝑖 ) berdistribusi N (0, σ2). Dikarenakan variabel respon 

sebagian bernilai nol dan sebagian lagi kontinyu,nilai pengamatan 𝑦𝑖  diperoleh dari 

𝑦𝑖 =  
𝑦𝑖
∗

0
 , 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑦𝑖

∗ > 0

, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑦𝑖
∗ ≤ 0
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Variabel respon pada regresi tobit mengikuti distribusi normal tersensor. Jika 

𝒚𝒊 > 0, maka fungsi kepadatan peluangnya adalah sebagai berikut. 

 𝑓 𝒚𝒊 𝒙𝒊 =
1

 2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝  −

1

2𝜎2
 𝒚𝒊 − 𝛽′𝒙𝒊 

2  (2) 

Untuk 𝑦𝑖 = 0 digunakan probabilitas sebagai berikut. 

𝑃𝑟 𝒚𝒊 = 0 𝒙𝒊   = 1 − Φ 
𝜷′ 𝒙𝒊

𝜎
   (3) 

 

2.3 Penaksiran parameter regresi tobit 

Penaksiran parameter dalam regresi tobit menggunakan metode MLE (Maximum 

Likelihood Estimator). A’Hearn[12] menyatakan bahwa penggunaan metode MLE akan 

lebih konsisten, efisien secara asymptotically dan berdistribusi normal. 

𝑙𝑛𝐿 =  −
1

2

𝑁
𝑖=1 𝑙𝑛2𝜋 + 𝑙𝑛

1

𝜎
−

1

2
 
𝑦𝑖−𝛽 ′ 𝑥𝑖

𝜎
 

2

− 𝑙𝑛Φ  
𝛽 ′𝑥𝑖

𝜎
   (4) 

Nilai maksimum fungsi likelihood diperoleh dengan cara menurunkan fungsi 

likelihoodnya terhadap parameter yang dicari dan disama dengankan nol. Persamaan 

tersebut merupakan persamaan yang tidak linear sehingga harus diselesaikan dengan cara 

iterasi[9]. Kemudian diselesaikan dengan metode iterasi Newton Raphson untuk 

mendapatkan nilai taksiran dari model tobit. 

 

2.4 Pengujian estimasi parameter 

Persamaan yang mengandung beberapa variabel prediktor dan berpengaruh 

terhadap variabel respon dapat dilakukan pengujian dengan likelihood ratio test[13]. 

Likelihood ratio test digunakan untuk menguji estimasi parameter secara serentak, 

sedangkan uji wald digunakan untuk pengujian secara individu. 

Pada uji serentak H0 : 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑘 = 0 melawan H1 : paling sedikit terdapat 

satu 𝛽𝑖 ≠ 0 . Statistik uji yang digunakan adalah 𝜆 = −2ln(𝐿𝑓𝑢𝑙𝑙 − 𝐿𝑟𝑒𝑠𝑡 ) . 𝐿𝑓𝑢𝑙𝑙  

merupakan  nilai maksimum fungsi likelihood dari model penuh yang mengandung semua 

𝛽𝑖 , sedangkan 𝐿𝑟𝑒𝑠𝑡  adalah nilai maksimum fungsi likelihood dari model tertentu. 

Statistik uji ini mengikuti distribusi chi-square dengan derajat bebas k yaitu banyaknya 

parameter dalam model. Dan H0 ditolak pada level 𝛼 tertentu jika 𝜆 > 𝜒𝑘 ,𝛼
2 . 

Pada uji individu H0 : 𝛽𝑗 = 0 melawan H1 : 𝛽𝑗 ≠ 0. Statistik uji yang digunakan 

adalah 𝑤 =
𝜷 𝒋

𝑆𝑒(𝛽 𝑗 )
 . Nilai 𝛽 𝑖  merupakan nilai koefisien dari estimasi variabel 



 

 

 

 

Analisis Regresi Tobit Pada Pengeluaran Biaya Kesehatan… FMIPA UNS 

 

Seminar Nasional Matematika 2010 340 Prosiding 

 

prediktor  tertentu dengan nilai standar error sebesar 𝑠𝑒(𝛽 𝑖)   .H0 ditolak pada level 𝛼 

tertentu  jika 𝑤 > 𝑡𝑡𝑎𝑏𝑒𝑙  atau p-value kurang dari 𝛼. 

 

2.5 Penentuan kebaikan model 

𝑅2 digunakan untuk mengukur persentase total variasi dalam variabel respon  yang  

dapat dijelaskan oleh model regresi[14]. Pada regresi tobit penggunaan 𝑅2  dijelaskan oleh 

Bierens[15] dengan rumus pada persamaan (5). 

𝑅2 = 1 −
 𝑢 𝑖

2𝑛
𝑖=1

  𝑦𝑖−𝑦  2𝑛
𝑖=1

   (5) 

dengan 𝑢 𝑖= 𝑦𝑖 − 𝛽′𝑥𝑖  Φ 𝛽′𝑥𝑖 𝜎   − σ ∅ 𝛽′𝑥𝑖 𝜎   

 

2.6 Data dan variabel penelitian 

Sumber data yang digunakan dalam penelitian berasal dari data hasil SUSENAS 

2006 di Jawa Timur. Unit sampel adalah rumah tangga sebanyak 29949. Variabel respon 

dalam penelitian ini adalah pengeluaran biaya kesehatan RT untuk pembiayaan rumah 

sakit, puskesmas, dokter praktek, dukun, obat-obatan, dan lainnya. Dan variabel prediktor 

yang mempengaruhi antara lain tingkat pendidikan kepala rumah tangga, kondisi rumah, 

biaya makanan, biaya non makanan, Bantuan Langsung Tunai (BLT), proporsi anggota 

rumah tangga yang sakit, proporsi kepemilikan asuransi dan biaya asuransi. Pada variabel 

yang berjenis kategori dibuat menjadi dummy. Variabel tersebut meliputi tingkat 

pendidikan kepala rumah tangga, kondisi rumah dan BLT. 

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Berdasarkan Tabel 1 dapat dilihat bahwa rata-rata pengeluaran biaya kesehatan RT 

di perkotaan hampir dua kali lipat dari rata-rata di pedesaan, yakni sebesar 44.101 rupiah 

setiap bulannya. Pengeluaran biaya kesehatan RT di perkotaan mencapai angka 

maksimum sebesar dua puluh lima juta rupiah; sedangkan di pedesaan tujuh juta rupiah. 

Namun dalam Tabel 1 juga terlihat ada RT yang tidak mengeluarkan biaya kesehatan. 

 RT yang tidak mengeluarkan biaya kesehatan di perkotaan sebanyak 4798 RT dan 

di pedesaan sebanyak 6832 RT. Dengan jumlah RT yang tidak mengeluarkan biaya 

kesehatan sebanyak itu dan nilai maksimum yang mengeluarkan biaya kesehatan sangat 

besar, wajar bila nilai variasi pada kedua wilayah  juga besar. 
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Tabel 1 Pengeluaran Biaya Kesehatan(Rupiah/Bulan) 

Deskripsi 
Wilayah 

Kota Desa 

N 13.215 16.734 

Mean 44.101 23.731 

Varians 144.388.000.000 26.855.560.763 

Min 0 0 

Max 25.000.000 7.000.000 

Sumber : SUSENAS 2006, diolah 

 

3.1 Model regresi tobit pengeluaran biaya kesehatan RT 

Pada statistika deskripif diketahui bahwa variasi nilai pengeluaran biaya kesehatan 

baik di perkotaan maupun pedesaan sangat besar. Dalam pemodelan digunakan 

transformasi ln untuk mengatasi permasalahan tersebut. Hasil pemodelan dengan 

transformasi ln ditampilkan pada Tabel 2. 

Tabel 2 Estimasi parameter model perkotaan dan pedesaan 

Variabel 
Estimasi 

Perkotaan Pedesaan 

Intersep 4.865* 5.1446* 

Edu(1) - - 

Edu(2) -0.5979* -0.4750* 

atap(1) -0.4907* -0.7640* 

dinding(1) - - 

lantai(1) -0.4031* - 

x5 - - 

air(1) - - 

bab(1) -0.2311* -0.2837* 

lstr(1) - -0.2831* 

x9 0.0000078* 0.0000095* 

x10 0.0000002* 0.0000004* 

BLT(1) - -0.6260* 

x12 4.9323* 3.0270* 

x13 - -0.2528* 

x14 - - 

Sumber : SUSENAS 2006, diolah 

* signifikan pada α = 0.05 
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Terdapat perbedaan pada kedua model. Pada model perkotaan terdapat tujuh 

variabel yang berpengaruh signifikan, antara lain : edu(2), atap(1), lantai(1), bab(1), biaya 

makanan (x9), biaya non makanan (x10), dan proporsi ART yang sakit selama satu bulan 

(x12), sedangkan pada model pedesaan ada sembilan variabel, antara lain: edu(2), atap(1), 

bab(1), listrik(1), biaya makanan (x9),  biaya non makanan (x10), blt(1), proporsi ART 

yang sakit selama satu bulan(x12) dan proporsi kepemilikan asuransi(x13). Ada beberapa 

variabel dimana pada kedua model sama-sama berpengaruh dan ada juga yang berbeda.  

Pada perkotaan, variabel lantai(1) berpengaruh terhadap model tetapi pada 

pedesaan tidak. Sedangkan variabel BLT(1) dan proporsi kepemilikan asuransi (x13) pada 

model pedesaaan  berpengaruh tetapi pada model perkotaan tidak . 

Secara matematis, model pengeluaran biaya kesehatan RT dengan transformasi ln 

di perkotaan adalah sebagai berikut. 

𝑙𝑛𝑦  = 4.865 – 0.5979edu(2) – 0.4907atap(1) – 0.4031lantai(1) – 0.2311bab(1) + 

0.0000078x9 + 0.0000002x10 +4.93x12  

Dimana: 

𝑙𝑛𝑦  = Pendugaan pengeluaran biaya kesehatan RT perkotaan dengan 

transformasi ln 

edu(2) = Beda antara tingkat pendidikan perguruan tinggi dengan dibawah SMP 

atap(1) = Beda antara atap lain dengan genteng atau beton 

lantai(1) = Beda antara lantai tanah dengan bukan tanah 

bab(1) = Beda antara fasilitas BAB lain dengan fasilitas BAB sendiri 

x9 = Pengeluaran biaya makanan RT dalam satu bulan 

x10 = Pengeluaran biaya non makanan RT dalam satu bulan 

x12 = Proporsi ART yang sakit selama satu bulan 

Model pengeluaran biaya kesehatan RT dengan transformasi ln di pedesaan secara 

matematis adalah sebagai berikut. 

𝑙𝑛𝑦  = 5.145 – 0.475edu(2) – 0.764atap(1) – 0.283bab(1)− 0.283listrik(1)  + 0.0000095x9 

 + 0.0000004x10 – 0.626blt(1) + 3.027x12 – 0.252 x13 

Dimana: 

𝑙𝑛𝑦  = Pendugaan pengeluaran biaya kesehatan RT pedesaan dengan transformasi 

ln 

edu(2) = Beda antara tingkat pendidikan perguruan tinggi dengan dibawah SMP 

atap(1) = Beda antara atap lain dengan genteng atau beton 

bab(1) = Beda antara fasilitas BAB lain dengan fasilitas BAB sendiri 
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listrik(1) = Beda antara sumber penerangan PLN dengan non PLN 

x9 = Pengeluaran biaya makanan RT dalam satu bulan 

x10 = Pengeluaran biaya non makanan RT dalam satu bulan 

blt(1) = Beda antara penerima BLT dengan non penerima BLT 

x12 = Proporsi ART yang sakit selama satu bulan 

x13 = Proporsi kepemilikan asuransi dalam satu RT 

Kedua model yang dihasilkan dengan transformasi ln menghasilkan nilai R2 seperti 

pada Tabel 3. Nilai R2 model perkotaan dan pedesaan dengan transformasi ln sebesar 0,25 

dan 0,13.   

Tabel 3 Nilai Kebaikan Model dengan Transformasi ln 

Model regresi tobit Nilai R
2
 

Perkotaan 0,25 

Pedesaan 0,13 

Sumber : SUSENAS 2006, diolah 

Tabel 3 mempunyai arti bahwa pada model perkotaan 25 persen variasi 

pengeluaran biaya kesehatan RT yang bisa dijelaskan oleh model, dan pada model 

pedesaan hanya 13 persen yang dapat dijelaskan model. 

 

3.2 Pembahasan 

Pembahasan berdasarkan hasil yang diperoleh pada analisis sebelumnya dan 

dirangkum pada pada Tabel 4. Tingkat pendidikan KRT baik pada perkotaan maupun 

pedesaan mempunyai pengaruh terhadap pengeluaran biaya kesehatan RT. Namun hanya 

beda tingkat pendidikan perguruan tinggi dengan SMP ke bawah yang berpengaruh 

signifikan dan bertanda negatif. Hal ini menunjukkan bahwa KRT dengan pendidikan 

perguruan tinggi mempunyai kecenderungan tidak mengeluarkan uang secara tunai untuk 

biaya berobat dan berdampak pada penurunan pengeluaran biaya kesehatan. Salah satu 

penyebab yang mungkin adalah gaya hidup orang yang berpendidikan perguruan tinggi 

lebih menyukai hidup sehat dan menggunakan asuransi sebagai alternatif untuk menekan 

pengeluaran biaya kesehatan.  

Kondisi fisik rumah mempunyai pengaruh negatif dan signifikan. Pada model 

perkotaan, kondisi rumah diwakili oleh jenis atap, jenis lantai, dan jenis fasilitas BAB.; 

sedangkan pada model pedesaan, kondisi rumah diwakili oleh jenis atap, jenis fasilitas 

BAB, dan jenis sumber penerangan. Jenis atap selain genteng/beton, jenis lantai tanah, 

fasilitas BAB selain sendiri dan sumber penerangan non PLN mempunyai kecenderungan 
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penurunan pengeluaran biaya kesehatan RT. Kondisi rumah tersebut menggambarkan ciri 

rumah kategori miskin. Hal ini dimungkinkan terjadi karena RT tersebut lebih 

mengalokasikan pendapatan di sektor lain seperti konsumsi makanan.  

Pengaruh pengeluaran biaya makanan dan non makanan pada model perkotaan dan 

pedesaan adalah positif dan signifikan. Hal ini menunjukkan bahwa RT yang mempunyai 

pengeluaran biaya makanan dan non makanan yang besar mempunyai kecenderungan 

peningkatan pengeluaran biaya kesehatan RT. Ini dapat terjadi dikarenakan RT tersebut 

mempunyai pendapatan berkecukupan. Kondisi RT yang memiliki pendapatan 

berkecukupan memungkinkan RT tersebut membelanjakan pendapatannya diberbagai 

sektor, salah satunya kesehatan. 

Pada dasarnya biaya kesehatan dikeluarkan jika ada yang sakit. Pada model 

perkotaan maupun pedesaan terlihat bahwa proporsi ART yang sakit selama satu bulan 

berpengaruh signifikan dan positif. Hal ini wajar terjadi dikarenakan semakin banyak 

ART yang sakit berdampak pada pengeluaran biaya kesehatan yang semakin besar pula. 

Pada model pedesaan terdapat dua variabel yang signifikan dan tidak ada pada 

model perkotaan. Variabel tersebut adalah RT penerima BLT dan proporsi kepemilikan 

asuransi. Kedua variabel tersebut berpengaruh signifikan dan bertanda negatif. Hal ini 

menunjukan bahwa RT penerima BLT berkecenderungan menurunkan pengeluaran biaya 

kesehatan RT.Ini bisa saja terjadi dikarenakan RT penerima BLT mayoritas berada di 

pedesaan. Pemberian bantuan berupa uang secara tunai pada RT miskin di pedesaan dapat 

meningkatkan kualitas hidup masyarakat di desa sehingga berdampak pada penurunan 

biaya kesehatan RT. Begitu pula dengan proporsi kepemilikan asuransi yang mempunyai 

kecenderungan menurunkan pengeluaran biaya kesehatan RT. Salah satu penyebab yang 

mungkin adalah program jaminan pembiayaan kesehatan keluarga miskin yang diberikan 

pemerintah. Penurunan pengeluaran biaya kesehatan RT mampu ditekan melalui program 

tersebut. Secara tidak langsung masyarakat pedesaan yang miskin mendapatkan bantuan 

pembiayaan gratis tanpa harus mengeluarkan biaya. 

Berdasarkan nilai R2 kedua model regresi tobit pengeluaran biaya kesehatan RT 

tidak terlalu bagus. Nilai R2 yang rendah tersebut dapat diindikasikan bahwa cukup sulit 

membuat model pengeluaran biaya kesehatan RT. Kondisi ini berbeda dengan yang 

dialami oleh dua peneliti dari Bangladesh dan Singapura yang juga meneliti tentang 

pengeluaran biaya kesehatan dengan metode yang berbeda. Haqeu[16] yang meneliti 

pengeluaran biaya kesehatan masyarakat Bangladesh memperoleh nilai R2 sebesar 0,47; 

sedangkan Huang[17] di Singapura memperoleh R2 sebesar 0.45. Kedua peneliti 
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menggunakan unit individu sebagai sampel. Berdasarkan penjelasan tersebut dapat 

disimpulkan bahwa pengeluaran biaya kesehatan secara individu mampu digambarkan 

dalam model persamaan dengan cukup baik, tetapi untuk pengeluaran secara RT masih 

sulit dibuat model 

 

Tabel 4 Koefisien Tanda dan Signifikansi Pengujian 

Variabel 
Perkotaan Pedesaan 

Koef. Tanda Signifikansi Koef. Tanda Signifikansi 

Tingkat Pendidikan KRT 

SMA vs SMP kebawah 

Perguruan Tinggi vs SMP 

kebawah 

    - - - - 

Negatif Signifikan Negatif Signifikan 

Jenis atap lain vs genteng/beton  Negatif Signifikan Negatif Signifikan 

Jenis dinding lain vs tembok/kayu - - - - 

Jenis lantai tanah vs bukan tanah Negatif Signifikan - - 

luas lantai rumah (x5) - - - - 

Jenis sumber air minum lain vs air 

kemasan/leding/pompa - - - - 

Jenis fasilitas BAB lain vs sendiri Negatif Signifikan Negatif Signifikan 

Jenis sumber penerangan non PLN 

vs PLN - - Negatif Signifikan 

biaya makanan selama satu bulan  Positif Signifikan Positif Signifikan 

biaya non makanan selama satu 

bulan  Positif Signifikan Positif Signifikan 

Jenis RT penerima BLT vs non 

penerima BLT - - Negatif Signifikan 

proporsi ART sakit dalam satu 

bulan  Positif Signifikan Positif Signifikan 

proporsi kepemilikan asuransi 

dalam satu RT  - - Negatif Signifikan 

biaya asuransi selama satu bulan  - - - - 

Sumber : SUSENAS 2006, diolah 
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4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil analisis data dan pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai 

berikut. Pemodelan regresi tobit pengeluaran biaya kesehatan RT perkotaan terdapat tujuh 

variabel signifikan; sedangkan pada pedesaan terdapat sembilan variabel signifikan. 

Tingkat pendidikan KRT baik pada perkotaan maupun pedesaan mempunyai dampak 

penurunan pengeluaran biaya kesehatan RT. Kondisi fisik rumah juga berdampak 

menurunkan pengeluaran biaya kesehatan RT. Pada model perkotaan, kondisi rumah 

diwakili oleh jenis atap, jenis lantai, dan jenis fasilitas BAB; sedangkan pada model 

pedesaan, kondisi rumah diwakili oleh jenis atap, jenis fasilitas BAB, dan jenis sumber 

penerangan. Peningkatan pengeluaran biaya kesehatan RT pada kedua model  

dipengaruhi oleh biaya makanan, biaya non makanan dan proporsi ART yang sakit 

selama satu bulan. Pada model pedesaan terdapat dua variabel signifikan lain yang tidak 

ada pada model perkotaan. Variabel tersebut adalah RT penerima BLT dan proporsi 

kepemilikan asuransi. Kedua variabel tersebut berpengaruh signifikan dan berdampak 

menurunkan pengeluaran biaya kesehatan RT. 

 

Diskusi 

Berdasarkan nilai R2 model, diperoleh hasil bahwa model tidak telalu baik sehingga 

kesimpulan yang diperoleh tentang faktor-faktor yang mempengaruhi pengeluaran biaya 

kesehatan RT belum bisa dijadikan sebagai acuan dalam pembuatan kebijakan di bidang 

kesehatan. Diperlukan pengkajian lebih jauh mengenai pengeluaran biaya kesehatan RT. 

Pengeluaran biaya kesehatan masih sulit dibuat model jika unit pengamatannya berupa 

rumah tangga. Disarankan untuk penelitian selanjutnya menggunakan data individu. 

 

5. UCAPAN TERIMA KASIH 

 Penelitian ini tidak akan berjalan lancar tanpa bantuan dari semua pihak. Untuk itu 

penulis ingin mengucapkan terima kasih pada pihak-pihak yang telah membantu dalam 

penelitian ini. 

1. Ibu Ismaini Zain dan Bapak Dwiatmono selaku ketua tim peneliti sekaligus 

pembimbing. 

2.  DIKTI, selaku pemberi bantuan dana penelitian. 

3.  Pihak-pihak lain yang tidak bisa disebutkan satu per satu.  
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ABSTRACT. Coronal mass ejections (CMEs) are a huge ejection of magnetized coronal plasma 

from the Sun. It may effect to the Earth‟s environment and cause damages to space-based and 

ground-based technologies if it is directed to the Earth. The level of effects (geoeffectiveness) of 

the CME‟s to the Earth‟s environment seems to differ from one CME to another. It may depend 

upon the type of CME whether partial or halo and the complexity of the solar magnetic fields in 

the interplanetary space. The type of CME (Halo or Partial) is related to the position of the source 

region of CME, while complexity of magnetic field in interplanetary space is related to the phase 

of solar activity. Some CMEs that occurred on April 2000, October 2003 and July 2005 are 

selected to resemble their dependence of the phase of solar activity: close to maximum solar 

activity (2000) and declining phase (2003, 2005). The source region of CMEs are identified from 

the SOHO (Solar and Heliospheric Observatory) observations in extreme-ultraviolet (EUV) and 

white-light wavelengths. The sky-projected speed of each CME is measured based on 

SOHO/LASCO images to estimate the arrival time of CME at the Earth‟s orbit. The 

geoeffectiveness of CME is evaluated based on the level of geomagnetic storm that occurred using 

the Dst (Day storm time) index compiled by Kyoto University. It is concluded that the occurrences 

of CMEs near to solar maximum (2000) more frequent compared to a declining phase of solar 

activity (2003). Surprisingly, the number of CMEs in 2005 was comparable to CMEs during April 

2000. Furthermore, a high in number of halo type CMEs does not always result in a high number 

of large geoeffectiveness.  

Keywords: CME, geoeffectiveness, geomagnetic storm, space weather.  

 

 

1. INTRODUCTION 

The Earth‟s space environment is influenced by solar activity such as coronal mass 

ejections (CMEs), energetic particles from flares, dark filament eruption, and high-speed 

particle stream from low-latitude coronal holes. Of these, the most powerful disturbance 

from the Sun is CME as the event involves a huge of coronal plasma enveloped by strong 

magnetic field propagate from the Sun to interplanetary space with various speeds, as low 

as 10 km/s up to 2700 km/s [10, 11]. Even though, not all CMEs will cause severely 
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disturbance to the Earth‟s space environment. It is because the level of effect of CME to 

the Earth, or geoeffectiveness, varies from one CME to others [1, 2, 3]. 

In near to solar maximum where the number of sunspot groups significantly large, 

the occurrence CMEs from active regions that release flares (an explosion at the Sun that 

converts magnetic energy to mostly radiation from radio to X-ray wavelengths) increases. 

The active regions are concentrated in latitudes in a range of S50 and N50. CME 

triggered by a dark filament eruption may be located at or close to an active region. 

Otherwise, it is located far from the active latitude usually at high latitude. The physical 

processes of triggering the occurrences of CMEs are different depend upon the source 

region.  Study on the triggering process of CMEs is very crucial for space weather as it 

can be used as an early warning on a possibility of the occurrence of CMEs. 

Other possible the source region of CME is a helmet streamer. This is a coronal 

structure which forms a helmet or dome with a tail structure at the top. This structure may 

form over a large active region or outside the active region. The helmet streamer that 

formed above an active region is the potential source region of a powerful CME such as 

„halo‟ type when it is directed to the Earth. Location of active region that produced a 

CME at solar disk can be used to forecast whether a CME has a strong impact to the 

Earth‟s space environment or not.  

Identifying the source region of a CME is very crucial as it will provide more 

precise in forecasting the arrival of CME related disturbance at the Earth‟s orbit [6]. This 

is part of space early warning system to be developed at LAPAN [4, 7, 8, 9, 12, 13]. 

Based on a statistical study, a CME may reach the Earth as early as 19 hours or longer up 

to 6 days. The geoeffectiveness of CMEs depends upon the position of the source region 

of CME in solar disk, its initial speed, as well as acceleration or deceleration during its 

propagation in the interplanetary space []. This study deals with the effects of CMEs on 

the Earth‟s space environment.  

 

2. OBSERVATION DATA 

In this work, the solar data taken by SOHO spacecraft are utilized. SOHO 

spacecraft observes the Sun at multi-wavelengths based on optical imaging taken by the 

Large Angle and Spectrometric Coronagraph Experiment (LASCO) and Michelson 

Doppler Imager (MDI), as well as extreme ultraviolet (EUV) taken by the Extreme 

ultraviolet Imaging Telescope (EIT).  LASCO is used to take images of outer solar corona 
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from 1.2 up to 30 solar radii using C2 and C3 telescopes. The LASCO/C-2 has a narrow 

field of view (FOV) from 1.2 to 6.5 solar radii and therefore can recognize the structure 

of CME in great detail. Meanwhile, the LASCO/C-3 has FOV in a range from 3.5 – 30 

solar radii. Examples of CME taken by LASCO/C3 are given in Figure 1.  

This telescope is used to trace a plasma flow of CMEs in outer part of solar corona 

and determine the sky-projected speed of CMEs. MDI observes the features at 

photosphere such as active region (sunspot group) to follow its morphological evolution 

as well as their magnetic pattern. The SOHO/EIT images are used to study the evolution 

of coronal structure to study the dynamics of the lower part of solar corona. Its practical 

use is for finding the source region of CME as EIT is able to detect a sudden increase in 

intensity that may correspond to the occurrence of flare or coronal wave of CME.  The 

Dst index that showed geomagnetic activity globally in April 2000 is given in Figure 2. 

There was a large geomagnetic storm on April 6-7, 2000. The source disturbance at the 

Sun that caused such geomagnetic storm was likely a coronal mass ejection (CME).  

 

Figure 1. Two CMEs were observed by SOHO/LASCO-C3 on April 01 06:18 UT (left) 

and April 02, 2000 06:42 UT (right). These two CMEs seem to have a small 

geoeffectiveness as shown by Dst index in Figure 2. 
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Figure 2. Geomagnetic activity in April 2000 showed by Dst index. A severely 

geomagnetic storm was occurred on April 6, 2000 at 23 UT. 

 

3. METHODS AND DATA ANALYSIS 

SOHO spacecraft provides solar data continuously to support space weather 

activity for worldwide community. In order to study the geoeffectiveness of CMEs, the 

following steps have been performed: 

1. Compile the SOHO data (EIT, MDI, LASCO) from SOHO website. 

2. Identify the CME occurrence (start and end time) from LASCO images. 

3. Inspect the soft X ray flux from GOES to determine the start time of transient event 

(flare) close to the appearance time of CME. It is used to find the relationship 

whether this flare was related to the identified CME. Other CME may be related to a 

dark filament eruption.  

4. Inspect the GOES/SXI or SOHO/SXT movie to find the location of active region 

related to flare. This is used to find a possible source region of CME related to a flare. 

5. Conclude whether CME and flare occurrence were related or not. 

6. Identify an increase of intensity or coronal loop motion in SOHO/EIT 195Å images 

before the appearance of CME to confirm the finding in step 5. 

7. Create difference images of SOHO/EIT 195Å to enhance the intensity change in 

corona. Locate whether the change or plasma flow were originated from the solar 

disk facing to or away from the Earth. 

8. Identify a dark filament or prominence eruption from SOHO/EIT 304Å, if any. 

9. Determine the source region of CME using SOHO/EIT and SOHO/MDI [6]. 

10. Do measurement of the sky-projected speed of CME [5] 

11. Determine the arrival time of CME at the Earth‟s orbit. 

12. Confirm the arrival time of CME at the Earth using Dst (Disturbance storm time) 

index. 
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Construction of a movie from sequence of images taken by SOHO‟s instrument 

involves an alignment of the center position of the Sun at each image to avoid motion in 

the movie caused by a jitter motion of the spacecraft. Suppose that the center of solar disk 

of the first image is (Xo,Yo), the center position of the subsequence solar  images are 

represented as (X1,Y1), (X2,Y2), …, (Xn,Yn), where n is the number of subsequence 

images. To align the images to the first one, the subsequence images should be shifted to 

amount of ΔXi and ΔYi, as follows: 

         ΔXi = Xi – Xo           

         ΔYi =  Yi  – Yo      where i=1,.., n                                                        (1) 

Note that the shift of image involves operation of all pixels. In this work, the size 

of image is 512 x 512 pixels. To enhance a weak flow in coronal images (EIT or 

LASCO), a difference technique was utilized. A difference image was simply constructed 

from two images taken in a close in time (less than 2 hours), where the second image was 

subtracted from the first one. The difference images of EIT enhance the coronal 

brightening or darkening which may resemble a sudden increase in intensity (flare) or a 

coronal wave related to a CME event.  

 

Figure 3. An image taken by SOHO/EIT 195Å on April 05, 2000 at 04:12 UT showed a 

eruption of coronal loops (A) and a magnetic arcade or Post-Flare Loops (B). The events 

seem to correspond to the occurrence of CMEs. 
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Figure 4. An image taken by SOHO/EIT 304 Å on April 4, 2000 at 13:19 UT. There was 

a filament eruption (A) and loops structure related to an active region (B) that may caused 

the occurrence of CMEs (see also Figures 3 and 5). 

Identification of the source region of CME is shown in Figures 3 -7. Each CME 

seen in LASCO-C2 and C-3 has the source region at the Sun. It could be a flare that 

occurred in an active region or eruption of dark filament. Figures 3 and 4 show a dark 

filament eruption at the West solar limb (box A) and Post-Flare Loops system following 

an impulsive phase of a flare (box B). The event in box B seems to trigger the occurrence 

of a CME on April 5, 2000, at the South-West of solar limb shown in Figure 5 (upper). 

Furthermore, a CME on April 18, 2000, was cause by a large dark filament that occurred 

close to the South solar limb or high latitude. This CME caused a small geomagnetic 

storm as shown in Figure 2.   

A method to determine the sky-projected speed of CME manually by measuring 

the loop top of CME has been developed [5]. The results are compared with the 

measurement of linear speed by CDAW as shown in Table 1. Some measurements 

resulted in a large difference between two methods. It can be understood as the selection 

of the loop top of CME for measurements is very sensitive to cause an error.   
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Figure 5. Two CMEs were observed by SOHO/LASCO-C2 on April 5 (upper row) and 

April 18, 2000 (lower row). 

 

Figure 6. An image of SOHO/EIT 195Å taken on April 18, 2000, at 06:00 UT that 

showed a dark filament before eruption (box). 
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Figure 7. An image of SOHO/EIT 195Å taken on April 18, 2000, at 06:00 UT that 

showed a dark filament after eruption (box). 

 

Table 1. Comparison of the sky-projected speeds determined in this work and CDAW for 

some CME events. 

DATE TIME SPEED 

(THIS WORK) 

LINEAR SPEED 

(CDAW) 

DIFFERENCE 

(km/s) 

20050704 22:06 200 425 225 

20050704 02:30 80 78 2 

20050712 16:54 410 523 113 

20050713 03:06 600 759 159 

20050714 06:30 500 541 41 

 

 

4. RESULTS AND DISCUSSIONS 

In this section, the results are provided along with discussions. Figure 8 shows an 

example of identification of a CME that occurred on July 10, 2005, caused a small 

geomagnetic storm as Dst index indicated a value greater than -100 nT. On July 9-10, 

2005, there were two geomagnetic storms which caused by two CMEs that occurred 1 – 2 

days in advance. There is no severely geomagnetic storm in July 2005. We can therefore 

conclude that CME than occurred have a small geoeffectiveness. Other example of 

identification of the source disturbance at the Sun and its effects to the Earth‟s space 
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environment is given in Figure 9. Two super-storms occurred within a period of less than 

24 hours and caused two severely geomagnetic storms. This is an example of high or 

large geoeffectiveness of CME.   

 

 

Figure 8. Ilustration of identification of a CME that occurred on July 10, 2005, caused a 

small geomagnetic storm 2.5 days later. 

 

 

Figure 9. Two severely geomagnetic storms were occurred on October 29-31, 2003, 

caused by two halo CMEs from NOAA active region 10486 that occurred on October 28-

29, 2003. The same active region released two other CMEs on November 2 and 4, 2003. 
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The two CMEs have a smallgeoeffectiveness as the Dst index indicated values greater 

than -100 nT. 

Table 2 shows a statistical properties of CMEs compared to its effects 

(geoeffectiveness) using Dst index. While the number of CMEs occurrences decreased 

from April 2000 (141) to October 2003 (110), the number increased to a value greater in 

July 2005 (144). Maximum solar activity means that the number of sunspot groups is high 

then declines toward a minimum solar activity. The fact that the number of CMEs was 

slightly change can be interpreted that the occurrences of CMEs not only related to active 

regions (flares). The other events at the Sun that triggers the launch of CMEs are dark 

filament eruptions. This needs further a statistical study on the source regions of CMEs. 

Other fact that can be derived from Table 1 is that the number of halo type CMEs was 

small in April 2000 (3), and tends to increase in October 2003 (4) and even greater in July 

2005. Though, their effects to the Earth‟s space environment (geoeffectiveness) were 

small near solar maximum in April 2000 (1) and increase in declining phase in October 

2003 (2), and surprisingly there were more halo type CMEs (16) with no Dst index less 

than -100 nT in July 2005. Table 1 also compares the occurrence of halo type CME with 

partial CME with a width greater than 100o and these CMEs affects the Earth monitored 

by Dst index. Halo CMEs are generally though to be the cause of high geoeffectiveness if 

it is directed to the Earth. Table 1 gives different facts that are generally accepted. Speed 

of halo type CME tends to have greater values compared to partial CMEs of width greater 

than 100o. 

 

Table 2. A statistical properties of CMEs in April 2000, October 2003 and July 2005 

based on CDAW CME catalog list. 

Month-Year Total 
Halo 

CMEs 

Speed 

range 

(km/s) 

Width > 

100
o 

CMEs 

Speed 

range 

(km/s) 

Dst < -

100 

nT 

April, 2000 141 3 409 - 1188 17 215 - 1110 1 

October, 

2003 

110 4 627 - 2459 22 189 - 1537 2  

July, 2005 144 16 417 - 2528 13 161 - 1588 0 
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5. CONCLUDING REMARKS 

A study on the geoeffectiveness of CMEs based on solar data taken on April 2000, 

October 2003, and July 2005, has been performed. It is concluded that the occurrences of 

CMEs near to solar maximum (2000) more frequent compared to a declining phase of 

solar activity (2003). Surprisingly, the number of CMEs in 2005 was comparable to 

CMEs during April 2000. A high in number of halo type CMEs does not always result in 

a high number of large geoeffectiveness. The reason is that the CMEs are mostly located 

at high latitude of the Sun (greater than 60o).  
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ABSTRAK. Artikel ini menyelidiki delta untuk opsi Asia rata-rata aritmatika klas fixed strike tipe 

Eropa pada traded account. Ditunjukkan bahwa nilai delta opsi Asia mempunyai batas yang sama 

seperti pada delta opsi Eropa. Delta call Asia terbatas antara 0 dan 1, sedangkan delta put Asia 

terbatas antara -1 dan 0. Selain itu juga diamati bahwa delta call Asia tanpa pembayaran dividen 

akan mendekati 1 lebih lambat daripada delta call Eropa, sedangkan delta put Asia akan mendekati 

0 lebih cepat daripada delta untuk put Eropa. Hasil lain yaitu nilai delta opsi call Asia tanpa 

pembayaran dividen selalu lebih besar daripada opsi dengan pembayaran dividen.  

Kata Kunci: delta, opsi Asia, metode beda hingga. 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Opsi merupakan suatu surat berharga keuangan (financial security) yang dapat 

diperdagangkan dan nilainya tergantung pada nilai dari aset pokok (underlying asset). 

Lebih tepatnya, opsi adalah suatu kontrak yang memberikan hak kepada pemilik (holder) 

untuk melakukan exercise, yaitu merealisasikan hak untuk opsi yang ada. Pada 

sembarang opsi, terdapat dua pihak yang terlibat. Seorang investor yang membeli suatu 

opsi dinamakan pemilik dan seorang trader yang menjual suatu opsi dinamakan penerbit 

(writer). Dalam dunia investor dan trader, opsi hanya di-exercise ketika nilainya lebih 

besar dari nol, yang selanjutnya dikatakan bahwa opsi adalah in-the-money. 

Opsi dapat diklasifikasikan berdasarkan pada waktu exercise. Suatu opsi bertipe 

Amerika dapat di-exercise pada sembarang waktu selama masa hidup opsi, sedangkan 

opsi bertipe Eropa hanya dapat di-exercise pada saat jatuh tempo. 

Ketika suatu opsi telah diberi harga dan dijual, maka penerbit opsi akan 

menghadapi masalah bagaimana strategi yang tepat untuk mengelola resiko. Strategi yang 

bisa dilakukan yaitu naked position dimana penerbit tidak melakukan apa-apa atau 

covered position dimana penerbit membeli saham sebanyak saham yang tercantum dalam 

opsi. Strategi tersebut dinamakan pemagaran (hedging), lihat [2]. Kedua strategi di atas 

tidak akan memberikan kenyamanan dalam mengelola resiko. Ini dikarenakan kedua 
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strategi bisa memberikan dua hasil yang mungkin yaitu untung atau rugi. Strategi lain 

yang lebih akurat dalam mengelola resiko yaitu penghitungan dari yang dikenal dengan 

nama Greeks (hedge ratios). Greeks didefinisikan sebagai laju perubahan dari harga opsi 

terhadap parameter-parameternya. 

Delta (disimbolkan ) opsi adalah laju perubahan harga opsi terhadap pergerakan 

harga aset pokok dan didefinisikan sebagai derivatif parsial pertama dari harga opsi 

terhadap harga aset pokok. Ini berarti bahwa ketika harga aset pokok berubah satu satuan 

maka harga opsi berubah sebesar  kali perubahan harga aset pokok. Dalam prosedur 

pemagaran tak beresiko Black-Scholes [1], posisi call dibiayai dengan membuat suatu 

portofolio dimana penerbit menjual satu satuan opsi call dan memegang  satuan aset 

pokok. Jadi, jika penerbit telah menjual opsi call untuk sebanyak N aset pokok maka 

posisi penerbit dapat dipagari dengan membeli sebanyak ×N aset pokok. 

Artikel ini berfokus pada delta untuk opsi Asia rata-rata aritmatika kontinu klas 

fixed strike tipe Eropa pada traded account. Delta dihitung menggunakan metode beda 

hingga dimana penulis telah menunjukkan dalam artikel sebelumnya, lihat [3], bahwa 

metode tersebut memberikan hasil terbaik untuk delta pada harga saham di sekitar harga 

pelaksanaan (strike price) dibandingkan metode pohon trinomial dan metode elemen 

hingga. Selanjutnya delta untuk opsi Asia akan dibandingkan dengan delta untuk opsi 

Eropa yang mempunyai penyelesaian eksplisit. 

 

2. MATERI DAN  METODE 

Opsi pada traded account, menurut Shreve dan Věcěr [4], adalah suatu kontrak 

yang membolehkan pemilik opsi untuk mengubah atau mengganti banyaknya aset pokok 

selama masa hidup opsi. Mereka juga menunjukkan bahwa opsi-opsi Asia rata-rata 

aritmatika merupakan opsi-opsi pada suatu traded account. Pada opsi Asia rata-rata 

aritmatika kontinu, payoff (sejumlah uang yang diterima pada saat exercise) tergantung 

pada rata-rata aritmatika dari harga aset pokok selama masa hidup opsi. Sampai saat ini 

tidak ada rumus eksplisit untuk harga opsi tersebut. 

Sekarang diperhatikan opsi Asia rata-rata aritmatika kontinu klas fixed strike tipe 

Eropa. Untuk suatu harga pelaksanaan K, payoff untuk harga opsi call Asia didefinisikan 

sebagai 

V(T) = A(T) – K 
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dengan 
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)( untuk harga saham S dan masa hidup T tahun. Selanjutnya 

harga opsi put Asia dapat dihitung menggunakan Put-Call parity opsi Asia: 
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Dalam artikel ini digunakan model harga opsi Asia dari Věcěr [5]. Kekayaan X(t) 

dari pemilik opsi Asia pada saat t memenuhi persamaan diferensial parsial: 

dXt = rXtdt + qt(dSt – rStdt + Stdt) 

dimana r adalah suku bunga bebas resiko,  adalah dividend yield kontinu, dan q(t) adalah 

banyaknya saham pada saat t yang menyatakan strategi perdagangan dari pemilik opsi. 

Untuk mereplikasi opsi, pada saat t pemilik opsi menahan 
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Gambar 1. Grid pada bidang berhingga yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan 

harga opsi. Molekul  menunjukkan lokasi nilai-nilai awal (diketahui). 

Molekul  menunjukkan lokasi nilai-nilai batas (diketahui). Molekul  

menunjukkan lokasi titik-titik dalam (dihitung) 

Teknik penghitungan harga opsi Asia telah diberikan oleh Věcěr [5] menggunakan 

metode beda hingga Crank-Nicolson. Selanjutnya, dengan teknik numerik tersebut, dalam 

artikel ini akan dihitung delta untuk harga opsi Asia. Penghitungan delta didasarkan pada 

hampiran beda rata-rata: 

   
h

hxfhxf

x

f

2







 

yang mempunyai galat pemotongan sebanding dengan h2. Secara teknis, menghitung 

delta adalah mengukur perubahan harga opsi terhadap perubahan harga aset pokok tanpa 
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perubahan waktu. Jadi, pada molekul komputasi beda hingga yang diilustrasikan dalam 

Gambar 1, rumus hampiran beda rata-rata untuk delta dinyatakan oleh 

11

0,10,1










ii

ii

i
SS

VV
, i = 1, 2, ..., m – 1. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian akan dibandingkan antara delta opsi Asia dan delta opsi Eropa dengan 

atau tanpa pembayaran dividen. Diperhatikan opsi atas saham dengan harga pelaksanaan 

K = $100 dan jatuh tempo T = 1 tahun. Data pasar mengasumsikan bahwa suku bunga 

bebas resiko r = 10% dan simpangan baku  = 40%. Dalam komputasi diambil harga-

harga saham dari $1 sampai $200, banyak subinterval waktu dan saham adalah 200. 

3.1 Fungsi Harga 

Gambar 2 menunjukkan fungsi harga call Asia dan Eropa sebagai fungsi dari harga 

saham saat ini. Diamati bahwa harga opsi call Asia dengan pembayaran dividen selalu 

lebih rendah daripada tanpa pembayaran dividen. Tingkah laku tersebut adalah sama 

seperti pada opsi call Eropa. Sementara itu, jika dibandingkan dengan opsi call Eropa 

tanpa pembayaran dividen, maka harga opsi call Asia dengan atau tanpa pembayaran 

dividen adalah selalu lebih rendah.  

 

Gambar 2. Harga opsi call Eropa dan Asia sebagai fungsi dari harga saham saat ini, 

dengan dividen  = 0 dan  = 0.25. Keterangan: div = dividen dan BS= opsi Eropa dengan 

rumus Black-Scholes. 

Gambar 3 menunjukkan fungsi harga put Asia dan Eropa sebagai fungsi dari harga 

saham saat ini. Diamati bahwa harga opsi put Asia tanpa pembayaran dividen selalu lebih 
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rendah daripada dengan pembayaran dividen. Tingkah laku tersebut adalah sama seperti 

pada opsi put Eropa. Sementara itu, jika dibandingkan dengan opsi put Eropa dengan 

pembayaran dividen, maka harga opsi put Asia dengan atau tanpa pembayaran dividen 

adalah selalu lebih rendah. 

 

Gambar 3. Harga opsi put Eropa dan Asia sebagai fungsi dari harga saham saat ini, 

dengan dividen  = 0 dan  = 0.25. 

3.2 Delta untuk Call 

Gambar 4 menunjukkan tingkah laku delta untuk call Asia: delta tanpa pembayaran 

dividen mempunyai nilai yang selalu lebih tinggi daripada delta dengan pembayaran 

dividen. Dibandingkan dengan call Eropa, terlihat bahwa nilai delta call Asia bisa lebih 

tinggi atau lebih rendah. Secara khusus, delta call Asia tanpa pembayaran dividen akan 

mendekati 1 lebih lambat daripada delta call Eropa. 
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Gambar 4. Delta untuk opsi call Eropa dan Asia sebagai fungsi dari harga saham saat ini, 

dengan dividen  = 0 dan  = 0.25. 

3.3 Delta untuk Put 

Gambar 5 menunjukkan tingkah laku bahwa delta untuk put Asia lebih cepat 

mendekati 0 daripada delta untuk put Eropa. Secara khusus, delta put Asia tanpa 

pembayaran dividen lebih cepat mendekati 0 daripada dengan pembayaran dividen. Di 

sini dicatat bahwa nilai negatif menyatakan banyaknya saham yang dilepas. 

 

Gambar 5. Delta untuk opsi put Eropa dan Asia sebagai fungsi dari harga saham saat ini, 

dengan dividen  = 0 dan  = 0.25. 

 

4. KESIMPULAN 

Paper ini telah menyelidiki tingkah tingkah laku delta untuk opsi Asia rata-rata 

aritmatika kontinu tipe Eropa. Pertama, delta opsi call Asia tanpa pembayaran dividen 

selalu lebih besar daripada dengan pembayaran dividen. Ini berarti bahwa penerbit opsi 

Asia tanpa pembayaran dividen akan memegang aset pokok lebih banyak daripada opsi 

dengan pembayaran dividen. Situasi tersebut tidak dijumpai pada opsi put Asia. 

Kedua, delta call Asia tanpa pembayaran dividen akan mendekati 1 lebih lambat 

daripada delta call Eropa. Sementara itu, delta put Asia akan mendekati 0 lebih cepat 

daripada delta untuk put Eropa. Ini berarti bahwa ketika harga saham semakin besar 

daripada harga pelaksanaan, maka penerbit opsi Asia akan melepaskan saham lebih 

sedikit daripada penerbit opsi Eropa. 
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Terakhir, diamati bahwa delta untuk opsi call Asia juga terbatas antara 0 dan 1 

sama seperti delta call Eropa. Sementara itu, delta untuk opsi put Asia juga terbatas 

antara -1 dan 0 yang adalah sama seperti delta put Eropa. 
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Abstract. Poverty is a phenomenon that always occurs in every country especially in the 

developing country such as Indonesia. Poverty is defined as a condition where someone has not 

capability to fulfill their basic needs (food and non food). The difference of geographic condition 

and the unequal of demography always become some problems in the geographic targeting of the 

poor in the poverty reduction program. One of method that is accurately effective and sensitive 

with poverty in the small area is Small Area Estimation method by Elbers et al. It is known as 

Elbers, Lanjouw, Lanjouw method (ELL method). The objective of this method is to map the 

incidence of poverty in every county or city using the steps in ELL method. In this study, we use 

Central Java as our case study. The results of this study are the model consumption of Central 

Java, poverty indicators for each city in Central Java and the poverty maps so that can give 

information and facilitate the government for making priority in poverty reduction programs.  

Keywords: Poverty map, ELL Method 

 

1. INTRODUCTION 

Poverty is a phenomenon that always occurs in every country especially in the 

developing country. Every country has the difference of geographic condition, poverty 

levels, the tools to measure and handling the poverty. Poverty is defined as a condition 

where someone has not capability to fulfill their basic needs (food and non food). 

Someone is called as a poor people if his or her expenditure or income below poverty 

line. Poverty line is the minimum incomes that have to fulfill his or her minimum living 

standard.  If poverty line is high, then there are so many people that are poor. 

Indonesia, a country that is very large in size of population and has the difference 

of geographic condition in every province, always has some problems in the geographic 

targeting of the poor in the poverty reduction program. Obviously, in order to make 

poverty reduction programs, we need an instrument that is accurately effective and 

sensitive with poverty, which in turn the objective of poverty reduction can be exactly 

attained. 

SMERU [7] stated that, ideally, geographic targeting should be based on a 

description of poverty incidence and other indicators of economic welfare in small area or 
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at low administrative levels. In Indonesia, the administrative levels start from the national 

level, and descend to the provincial, county or city, sub district, and village levels. 

There is one way to obtain village level information on the distribution of 

economic welfare that is to carry out a household survey representative at the village 

level. However, this is very difficult to be done because a household survey is too large 

and expensive to carry out. 

Fortunately, as a result of recent methodological advances in this study, the World 

Bank has developed a new method to estimate small area distribution of economic 

welfare from statistical data collections that is normally available in a country. The result 

of this method will be pointed out in a geographic map, known as a poverty map.  

A poverty map is a visual representation of the spatial incidence of poverty that can 

facilitate the focused pro poor interventions and guide the allocation of public spending to 

reduce poverty. It will help the government to reduce poverty exactly. Moreover, it can 

reduce the risk of poor households being missed by poverty reduction programs. 

One of the methods for producing small area estimation of the spatial description 

of economic welfare is small area estimation method by Elbers, Lanjouw, Lanjouw. It is 

known as Elbers, Lanjouw, Lanjouw (ELL) Method. This method was introduced by 

Chris Elbers, J. O. Lanjouw, and Peter Lanjouw and is based on regression models of 

income or expenditure with random effects at the level of survey clusters. This method 

has been done successfully in other countries, especially in South Africa and Ecuador. In 

the first application, this method would be done if the sources of data needed are 

available. This method has been applied in Indonesia to map the poverty in East 

Kalimantan, East Java and Jakarta. But no one has mapped the poverty in Central Java. 

In this study, we use the application of small area estimation method that is 

described by Elbers, Lanjouw, Lanjouw (or ELL method) to estimate the small area of 

poverty in county or city levels, to calculate the poverty indicators, to make a poverty 

map of Central Java and to interpret it. 

 

2. THEORETICAL AND METHODOLOGY 

2.1 The definition of poverty 

According to the World Bank [2], poverty is concerned with absolute standard 

living part of the poor society in the equality refers to relative living standards across the 

whole society. 



 

 

 

 

 

 

Determining Poverty Map  Using Small Area Estimation Method FMIPA UNS 

Seminar Nasional Matematika 2010  370 Prosiding 

United Nations Development Program (UNDP) [2] defines poverty as hunger; 

poor of haven; incapacity to go to a doctor when getting sick; have not any access to go to 

school and illiteracy; jobless; afraid of the future; incapacity to get pure water; powerless; 

has no representative and freedom. 

According to Government’s Law No. 42 1981 [2], the poor is the people who 

have not any job and have not any capability to fill their basic commodities of humanity 

or people who have a job but they cannot fill the basic commodities of humanity. In 

addition, by the Asian Development Banks’ point of view [2], poverty is a deprivation of 

essential assets and opportunities that every human is entitled. 

2.2 The indicators of poverty 

In this study, we use poverty indicators from BPS. To measure poverty, BPS 

calculates a number of summary statistics describing the incidence, depth and severity of 

poverty. These include the headcount index (which measures the incidence of poverty), 

the poverty gap (which measures the depth of poverty) and the poverty severity (which 

measures the severity of poverty). 

Foster, et al in Avenzora [1] show that the three poverty measures may all be 

calculated using the following formula: 
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where: 

z = poverty line  

chy = per capita consumption of household in location c 

N = the number of people in the sample population 

M = the number of poor people (household) 
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Commonly, it is denoted as the headcount ratio or when turned into a percentage, the 

headcount index (proportion of person whose expenditure level is under the poverty 

line). Although it is to interpret the incidence of poverty, the headcount index is not 

sensitive to estimate how far below the poverty line poor people is. 

ii. the poverty gap index. When 1  , then 
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(2.3) 

It is denoted as the poverty gap index which is simply the sum of all the poverty gaps 

in the population can be used as an indicator of the minimum cost of eliminating 

poverty using perfectly targeted transfers.  

iii. the poverty severity index. When 2  , then 
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This is poverty severity index which is sensitive to the distribution of living standards 

among the poor. The poverty severity index measures the severity (or intensity) of 

poverty. This is the other relevant poverty indicator that is inequality in the 

distribution of expenditures among poor people (it is also referred to as severity). 

To determine whether poverty has changed over time or varies over some 

geographic or demographic characteristic, estimation of the sampling variance for the 

indexes are required. According to Kakwani in Jollife [4], there are two formulas to 

estimate the variance of the index class of poverty indexes that are easy to calculate the 

frequent used. Those are 

a. variance of 0P  
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where n  is sample size. 
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b. Variance of , 1,2P    
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2.3 The poverty mapping 

Poverty map is a visual presentation of the spatial incidence of poverty able to 

facilitate a better or a better focused pro poor interventions and guide the allocation of 

public spending to reduce poverty. This poverty map will help the government in 

reducing poverty precisely. Moreover, it can reduce the risk of poor households being 

missed by poverty reduction programs. 

According to Peter Lanjouw [5], there are three basic steps of poverty mapping. 

Those are 

Steps 1: identifying variables at the household level that is defined in the household 

survey. 

Steps 2: estimating model of consumption. The parameter estimates the model of 

consumption and it will be applied to the census data, the expenditure is predicted and the 

poverty statistics are derived. 

Steps 3: inputting the model of consumption into census data at the household level, and 

the estimation of poverty and inequality measure at a variety of levels of spatial 

disaggregating. 

2.4 Small Area Estimation 

Small Area Estimation (SAE) [6] is a statistical technique that models the living 

standard information available in small household survey data to establish comparability 

of other non comparable household surveys with population census and generate 

estimation of living standards of household in population census.  SAE provides an 

opportunity to obtain high resolution poverty maps through the integration of census data.  

One of the methods for producing small area estimation of the spatial description 

of economic welfare is small area estimation method by Elbers, Lanjouw, Lanjouw. It is 

known as Elbers, Lanjouw, Lanjouw (ELL) method. 

2.5 ELL method 

ELL method [3] is a new method in the construction of poverty map that has been 

introduced by the World Bank. This methodology is introduced by Chris Elbers, J. O. 

Lanjouw, and Peter Lanjouw. It involves a household survey and a population census as 
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data sources. This method has capability to estimate the poverty level and the poverty 

indicators until the lowest levels. The systematic procedures for Poverty Mapping is 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1. Systematic Procedurs for Poverty mapping 

2.6 The consumption model 

According to Elbers et al [3], the first stage begins with an accurate empirical 

model of chy , per capita expenditure of household h in location c , is defined as: 

ln ch ch chy x u  . (2.7) 

Where ln chy  is the logarithm of per capita consumption of household h in location c , 

chx  is a vector of characteristics of this household, and chu  is the error term which is 

distributed (0, )N  .  

Because survey data is just a sub sample of whole population, the location 

information is not available for all regions in the census data. Thus, we cannot include the 

location variable in the survey model. Therefore, the residual of (2.7) must contain the 

location variance and chu  can be decomposed into uncorrelated terms: 

ch c chu    . (2.8) 

Where c  is a location error term common to all household within the location and ch  is 

a household specific error term. It is further assumed that the c  is uncorrelated across 

location and the ch  is uncorrelated across households. With these assumptions, equation 

(2.7) is reduced to 

ln ch ch c chy x       (2.9) 

 

Survey data 

and county 

or city level 
variables 

Estimation of 

Per Capita 

Consumption 

Model 

Results of the Per Capita 

Consumption Simulation from the 

Households in the Census Data 

Results of Welfare 

Measure Estimates and 

Standard Errors 

Poverty Maps 



 

 

 

 

 

 

Determining Poverty Map  Using Small Area Estimation Method FMIPA UNS 

Seminar Nasional Matematika 2010  374 Prosiding 

3. THE RESULT 

3.1 Description Data 

In this study, we use three sources of data: (i) SUSENAS 2006, (ii) Central Java in 

Figure 2006, and (iii) data and information of poverty 2005-2006. To estimate the 

consumption model, we use the data on household consumption obtained from 

SUSENAS 2006, the data on household characteristics is obtained from Central Java in 

Figure 2006 and to calculate the poverty measures, we use data and information of 

poverty 2005-2006. 

 

3.2 Selecting Variables.  

The procedure in selecting the explanatory variables of equation (2.9) refers to 

the research of SMERU and available in SUSENAS data. The explanatory variables are 

only selected and will be used in estimating the consumption model if they contribute 

significantly to the explanation of (log) per capita consumption. The explanatory 

variables that are selected by stepwise method are occupation sector of household head 

(agriculture and mining), household size and working status of household head (seeking). 

 

3.3 Estimating the Consumption Model.  

The result of 3.2 can give us information that explanatory variables will be used to 

estimate the consumption model. First step to estimate the consumption model is to use 

Ordinary Least Squares (OLS) and save the residuals as a variable
chu


. We find the 

consumption model as 

6 6 5ln 14.127 0.4 (3.555 10 ) (1.728 10 ) (1.888 10 )chy a b c d           (3.1) 

where 

a  = Household size 

b  = Working status of household head (seeking) 

c = Occupation sector of household head (agriculture) 

d = Occupation sector of household head (mining) 

 

3.4 Calculating the Poverty Indicators.  

There are three measurements of poverty indicators. These are the headcount 

index which measures the incidence poverty, the poverty gap index which measures the 

depth of poverty, and the poverty severity index which measures the severity of poverty. 
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Commonly, those poverty indicators are known as FGT family of poverty measures. 

Using PovMap 2.0 [8], we find those poverty indicators for each location, 

 

Table 3.1  The poverty indicators and standard errors of each poverty indicators for each 

location 

County or City 
Headcount 

Index 

Standard 

error of 

Headcount 

Index 

Poverty 

Gap 

Index 

Standard 

error of 

Poverty 

Gap 

Index 

Poverty 

Severity 

Index 

Standard 

error of 

Poverty 

Severity 

Index 

Cilacap 0.62 0.00038 0.5853 0.000374 0.5689 0.000447 

Banyumas 0.54 0.00041 0.5051 0.000396 0.4885 0.0004 

Purbalingga 0.7 0.00051 0.6765 0.000504 0.6653 0.000736 

Banjarnegara 0.52 0.00054 0.4742 0.000521 0.4583 0.000494 

Kebumen 0.61 0.00044 0.5904 0.000437 0.5781 0.000527 

Purworejo 0.67 0.00056 0.6449 0.000546 0.6297 0.000743 

Wonosobo 0.55 0.00057 0.5073 0.000552 0.4866 0.000561 

Magelang 0.58 0.00046 0.5556 0.000448 0.5405 0.000503 

Boyolali 0.6 0.00051 0.542 0.000484 0.5114 0.000531 

Klaten 0.58 0.00047 0.5566 0.000452 0.5403 0.000509 

Sukoharjo 0.51 0.00055 0.4947 0.000547 0.4882 0.000541 

Wonogiri 0.62 0.00049 0.5757 0.000471 0.549 0.000555 

Karanganyar 0.58 0.00055 0.5598 0.00054 0.5465 0.000611 

Sragen 0.64 0.00052 0.6002 0.000502 0.5763 0.000623 

Grobongan 0.62 0.00042 0.5926 0.000414 0.5768 0.000502 

Blora 0.61 0.00054 0.5873 0.000528 0.5762 0.000633 

Rembang 0.6 0.00065 0.5553 0.000626 0.5323 0.000705 

Pati 0.55 0.00046 0.5038 0.00044 0.4796 0.000444 

Kudus 0.6 0.00056 0.5678 0.000546 0.5502 0.000629 

Jepara 0.55 0.00048 0.5034 0.000467 0.4844 0.000471 

Demak 0.54 0.00049 0.5265 0.000485 0.5162 0.000512 

Semarang 0.62 0.00051 0.5896 0.000503 0.5734 0.000607 

Temanggung 0.54 0.0006 0.5076 0.00058 0.4916 0.00059 

Kendal 0.52 0.00052 0.5016 0.000512 0.4941 0.000514 

Batang 0.54 0.00061 0.4966 0.00058 0.4737 0.000576 

Pekalongan 0.63 0.00053 0.5885 0.000518 0.5708 0.000624 

Pemalang 0.56 0.00043 0.5359 0.000416 0.5197 0.000448 

Tegal 0.61 0.00041 0.5837 0.0004 0.5656 0.000477 

Brebes 0.6 0.00037 0.5536 0.000356 0.5305 0.000399 

Magelang (City) 0.58 0.00137 0.5642 0.001347 0.5541 0.001537 

Surakarta (City) 0.56 0.00069 0.5458 0.00068 0.5353 0.000747 

Salatiga (City) 0.6 0.00118 0.5716 0.001157 0.556 0.001344 

Semarang (City) 0.62 0.0004 0.5746 0.000389 0.5519 0.000455 

Pekalongan 

(City) 

0.54 0.00096 0.5022 0.000919 0.4817 0.000924 

Tegal (City) 0.55 0.00102 0.5148 0.000988 0.4985 0.00102 
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Table 3.1 provides the headcount index, poverty gap index, and poverty severity 

index for each location. Let us see Cilacap, the headcount index of Cilacap is 0.62 or 62 

% with standard error 0.00038. It means that there are 62% of people in Cilacap are poor. 

Poverty gap index of Cilacap is 0.5853 or 58.53, it means that the gap between the 

average gap of expenditure for every people and poverty line. The standard error of 

poverty gap index is about 0.000374. Whereas poverty severity in Cilacap is 0.5689 or 

56.89% with standard error 0.000447. It means that  the severity in Cilacap is 56.89%. 

 

3.5 Poverty Maps of Central Java and The Interpretation.  

Poverty map is a visual presentation of the spatial incidence of poverty that can 

facilitate a better focus pro poor interventions and guide the allocation of public spending 

to reduce poverty.  Since the poverty indicators at county or city levels have been 

calculated and available for each poverty indicator, we can make poverty maps for each 

poverty indicators. These are the maps by virtue of poverty measures in every county or 

city 

 

Figure 3.1 Poverty Map by virtue of headcount 

index 

 

Figure 3.2 Poverty map by virtue of poverty 

gap index 

 

Figure 3.3 Poverty Class by Virtue of Poverty 

Severity Index 

In the calculation of poverty map, the poverty map is not only influenced by 

geographic condition but also the demographic condition of the county or city. Let us see 
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the county of Sukoharjo, for the incidence of poverty; it is in the interval of 0.51-0.542 

where it is included in the lowest poverty incidence. It means that the poor people in 

Sukoharjo are about 51% until 54.2%. For the poverty gap; it is in the interval of 0.4742-

0.5079 where it is included in the lowest poverty gap index. It means that the gap 

between the average gap of expenditure for every people and poverty line is about 

47.42% until 50.79% and for the severity poverty; it is in the interval of 0.4583-0.4928 

where it is included in the lowest poverty severity index or the severity level in county of 

Sukoharjo is about 45.83% until 49.28%.  

To interpret the other location, we can use the same interpretation on Sukoharjo. 

Using the poverty poverty maps, we can make the priority in poverty reduction program. 

 

4. The Conclusions 

As mentioned in the previous chapter, we will conclude that  

1. The estimation of consumption model is 

6 6 5ln 14.127 0.4 (3.555 10 ) (1.728 10 ) (1.888 10 )chy a b c d           

where 

a  = Household size 

b  = Working status of household size 

c = Occupation sector of household head (agriculture) 

d = Occupation sector of household head (mining) 

2. Using the consumption model of Central Java, we have calculated the poverty 

indicators (headcount index, poverty gap index, poverty severity index) and made 

poverty maps by virtue of poverty indicators 
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ABSTRAK. Model Buhlmann Straub adalah generalisasi dari model Bühlmann. Parameter  dari 

model Buhlmann Straub dalam kehidupan nyata sering tidak diketahui nilainya sehingga 

dibutuhkan suatu estimasi untuk menentukan nilai parameter tersebut. Estimasi –e 

Kata kunci: Buhlmann Straub, estimasi parameter 

 

1. PENDAHULUAN 

Kredibilitas adalah suatu teknik untuk memprediksi rasio kerugian dari suatu kelas 

risiko ke depan dengan diberikan rasio  kerugian sebelumnya dari kelas-kelas risiko yang 

berkaitan.  

Model kredibilitas disusun untuk mengatasi heterogenitas dan memberikan estimasi 

yang baik untuk rasio kerugian setiap perusahaan melalui karakterisasi heterogenitas  

 

2. MATERI DAN METODE 

Model Bühlmann-Straub adalah generalisasi dari model Bühlmann. Oleh karena 

kelemahan dari model Bühlmann yaitu tidak dapat mengatasi perbedaan jumlah 

eksposure/tertanggung pada tahun sebelumnya (contohnya  pada asuransi kelompok, 

model Bühlmann tidak dapat mengatasi perubahan dari jumlah anggota yang masuk ke 

dalam asuransi dari suatu kelompok melebihi dua atau lebih periode observasi) maka 

dikembangkan model generalisasi dari model Bühlmann yaitu model Bühlmann-

Straub[2]. 

2.1 Model Buhlmann Straub 

Model Bühlmann-Straub dapat dimodelkan sebagai berikut : 

jt j jt
X m  dengan j  1, 2,.....,J dan t 1, 2,....,T      (1) 

Dengan asumsi        
2

0, 0, var , var
j jt j jt
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j

  dan 
jt

  saling independent. 

dimana jtw  pembobotan pada observasi  Xjt yang menggambarkan presisi relatif diri 

sebagai observasi. 

Variabel random Xjt dinotasikan sebagai deviasi dari loss ratio 
j

m   untuk kelompok 

tertanggung ke-k pada tahun ke-t dan perusahaan ke-j. 

Untuk mencari prediktor linier homogen terbaik dari loss ratio 
j

m   adalah dengan cara 

meminimalkan jumlah kuadrat error berikut: 
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Dengan teorema Lagrange, dengan kendala 1
j

h

  maka bentuk Lagrange yaitu: 
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Kemudian dengan mendiferensialkan bentuk tersebut terhadap 
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 diperoleh 
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Bentuk di atas akan minimal apabila dipilih 0 sehingga 
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      (18) 

Dengan perhitungan biasa akan didapatkan 

 1
j

j j j

z
h z z

z




          (19) 

Oleh karena pembobotan relatif jw  untuk 
1

T

jt

jw jt

t
j

W

X X

W


  sama dengan pembobotan 

kredibilitas z1 dan estimator 
1

j

jt

jw jw

t
j

z
X X

z


 adalah estimator terbaik untuk m maka 

estimator terbaik untuk loss ratio
j

m   adalah   1
j jw j zw

z X z X    (20) 

 

2.2 Estimasi Parameter Model Bühlmann-Straub 

Oleh karena parameter seperti m, s2 dan a kadang-kadang tidak diketahui nilainya, 

maka diperlukan suatu estimasi untuk mengestimasi nilai-nilai dari parameter m, s2, dan a 

[2] yaitu: 
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2.2.1. Estimasi untuk ˆ:m m  

Telah diketahui bahwa estimasi tak bias untuk m adalah ˆ
ww

m X  

Dimana 
1 1

J T

jt

ww jt

j t

W
X X

W 


   

Bukti:    
1 1

( )

J T

jt

ww j jt

j t

W
E X E m m

W 


        

2.2.2. Estimasi untuk 
2 2ˆ:s s  

Diketahui estimasi tak bias untuk
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2.2.3. Estimasi untuk a = â  

Sebelum mengestimasi parameter a, maka dapat diperoleh bahwa 
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Jadi diperoleh 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Data asuransi gempa bumi tahun 2000-2004 pada tabel di atas dihitung dengan 

menggunakan estimasi parameter menggunakan program R. Premi pada tabel di atas 

merupakan prediksi premi untuk tahun 2005.  

Untuk penelitian lebih lanjut, estimasi-estimasi  parameter dapat menggunakan 

metode Bayesian dan aplikasinya dapat menggunakan jenis asuransi yang lain. 
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Tabel 1. 

Grup premi   Grup premi 

1 6,341294   11 16,28387 

2 12,27935   12 16,18251 

3 8,968203   13 20,19684 

4 9,734277   14 14,20975 

5 7,376272   15 15,1546 

6 24,21798   16 11,36292 

7 12,82023   17 10,97357 

8 10,31254   18 23,87162 

9 20,91037   19 228,5622 

10 119,7451   20 21,8222 

     
 

4. KESIMPULAN 

  Parameter  dari model Buhlmann Straub  dalam kehidupan nyata sering tidak 

diketahui nilainya sehingga dibutuhkan suatu estimasi untuk menentukan nilai parameter 

tersebut.  

Dari hasil perhitungan diperoleh: 

1. estimasi untuk ˆ
ww

m X  

2. estimasi untuk  
2 2ˆ:s s  

 
 

22 2
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ABSTRAK. Dari tahun ke tahun tingkat kunjungan wisatawan ke Surakarta terus meningkat, 

karena wisata budaya menjadi daya tarik utama wisatawan. Faktor yang mempengaruhi jumlah 

wisatawan ke Surakarta dapat dilihat dari faktor ekonomi antara lain tingkat inflasi dan nilai tukar 

dollar terhadap rupiah. Dengan meningkatnya nilai tukar dollar dan inflasi maka akan 

mempengaruhi jumlah wisatawan mancanegara (wisman) yang datang ke Surakarta. 

Meningkatnya pendapatan pada sektor pariwisata maka akan meningkatkan pendapatan daerah 

Surakarta. Dengan mengambil data jumlah wisman melalui Bandara adi Soemarmo, tingkat inflasi 

dan nilai tukar dollar dari tahun 2004 sampai 2009. Model yang tepat adalah model fungsi transfer 

multi input. Estimasi parameter yang digunakan pada penelitian ini menggunakan Maximum 

Likelihood Estimation (MLE). Karena deret nilai sisa independen, acak dan normal, maka hasil 

yang diperoleh dapat diaplikasikan pada peramalan data jumlah wisman ke Kota Surakarta melalui 

Bandara Adi Soemarmo. 

Kata kunci: Jumlah wisman, model fungsi transfer multi input, MLE, deret nilai sisa. 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 

Liu dan Hanssens [3] menjelaskan bahwa model fungsi transfer sering digunakan 

dalam model analisis runtun waktu yang biasanya diaplikasikan di bidang teknik, 

ekonomi dan manejemen. Model ini merupakan perluasan dari model regresi linier. 

Menurut Syakuri [5], perbedaan yang mendasar dibanding model regresi adalah 

bagaimana model fungsi transfer dibangun dengan mengidentifikasi karakteristik system 

input dan output. Liu dan Hanssens [3] telah meneliti model fungsi transfer multi input 

tentang “Identification of Multiple-Input Transfer Function Models” yang menjelaskan 

bagaimana mengidentifikasi model fungsi transfer multi input dengan estimasi parameter 

menggunakan Metode Kuadrat Terkecil.  Fathurahman [2] menulis tentang Pemodelan 

Fungsi Transfer Multi Input yang memodelkan data curah hujan dipengaruhi oleh 

kelembaban udara, tekanan udara, suhu udara, penyinaran matahari dan kecepatan angin. 
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2. MATERI DAN METODE 

 

Pada model fungsi transfer multi input terdapat beberapa variabel input (X) yang 

dimasukkan pada suatu model. Bentuk model fungsi transfer multi input menurut Wei [6] dapat 

ditulis sebagai berikut 

t

j

j

btj

j

j

t a
B

B
x

B

B
y

)(

)(

)(

)(

1

,












 

dimana 

ty      : variabel dependen 

tx  : variabel independen ke-j 

)(Bj  : operator moving average order js   untuk variabel ke-j 

)(Bj  : operator autoregresi order jr   untuk variabel ke-j 

)(B  : operator moving average order q 

)(B    : operator autoregresi order p 

ta     : nilai gangguan acak 

Pada penelitian ini, metode yang digunakan adalah studi kasus. Data diambil dari BPS 

Surakarta dan website dari Bank Indonesia [1]. Menurut Makridakis et. al [4] terdapat empat tahap 

dalam pembentukan model fungsi transfer: 

Tahap 1 : Identifikasi bentuk model 

a. Mempersiapkan deret input dan output 

b. Pembentukan deret input 

c. “Pemutihan” deret output 

d. Penghitungan korelasi–silang (cross correlation) dan autokorelasi untuk deret input 

dan output yang telah diputihkan 

e. Penetapan  bsr ,,  untuk model fungsi transfer yang menghubungkan deret input dan 

output 

f. Penetapan  nn qp ,  untuk model ARMA  nn qp ,  dari deret gangguan  tn  

Tahap 2 : Penaksiran parameter–parameter model fungsi transfer 

a. Taksiran awal nilai parameter–parameter 

b. Taksiran akhir nilai parameter–parameter 

Tahap 3 : Uji diagnose model fungsi transfer 

a. Penghitungan autokorelasi untuk nilai sisa model  bsr ,,  

b. Penghitungan korelasi–silang antara nilai sisa dengan deret gangguan yang telah 

diputihkan 
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c. Uji kenormalan residual 

Tahap 4 : Penggunaan model fungsi transfer untuk peramalan 

Peramalan nila–nilai yang akan datang dengan menggunakan model fungsi transfer multi 

input 

 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Dalam memodelkan fungsi transfer multi input, tahap pertama yang harus 

dilakukan dalam model fungsi transfer multi input adalah mempersiapkan deret input 

dan deret output. Asumsi yang harus dipenuhi adalah deret input dan output harus 

stasioner, dari data tersebut dapat dilihat plot time series pada Gambar 1, Gambar 2, 

dan Gambar 3. 
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Gambar 1. Plot Time Series Tingkat Inflasi 

 

Dari Gambar 1. terlihat bahwa data tingkat inflasi tidak terlalu berfluktuasi 

sehingga tidak memerlukan transformasi ataupun pembedaan, karena deret tersebut telah 

stasioner. Untuk meyakinkan apakah deret input telah stasioner dapat dilakukan Uji ADF, 

dengan output dari Software Eviews 4 pada Tabel 1. 
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Gambar 2. Plot Time Series Nilai Tukar Dollar 

 

Dari Gambar 2. terlihat bahwa data nilai tukar dollar menunjukkan fluktuasi yang 

tajam, maka digunakan transformasi logaritma 10 dan pembedaan orde pertama, untuk 

memperkecil fluktuasi data agar deret input stasioner. Untuk meyakinkan apakah deret 

input telah stasioner atau belum, dapat dilakukan Uji ADF, dengan output dari Software 

Eviews 4 pada Tabel 1. 
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Gambar 3. Plot Time Series Jumlah Wisman 

 

Dari Gambar 3. terlihat bahwa data jumlah wisman menunjukkan fluktuasi yang 

tajam, maka digunakan transformasi akar pangkat dua dan pembedaan orde pertama, 

untuk memperkecil fluktuasi data agar deret input stasioner. Untuk meyakinkan apakah 

deret input telah stasioner atau belum, dapat dilakukan Uji ADF, dengan output dari 

Software Eviews 4 pada Tabel 1. 
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Tabel 1. Uji ADF 

 Tingkat Inflasi 

)( ,1 tX  

Nilai Tukar Dollar 

)( ,2 tX  

Jumlah Wisman 

)( tY  

T-Statistik -9.821354 -7.102861 -9.087828 

Prob 0.0000 0.0000 0.0000 

 

 

Pada Tabel 1. terlihat bahwa  p-value < 5% maka data telah stasioner (tidak 

mengandung akar-akar unit). Setelah deret input dan deret output telah stasioner, tahap 

berikutnya adalah pemutihan deret input dan output. 

Pemutihan deret input 𝑥𝑗 ,𝑡  dapat dilakukan dengan terlebih dahulu menetapkan 

model ARIMA dari deret 𝑥𝑗 ,𝑡 . Untuk  menetapkannya dapat dilihat dari plot ACF dan 

PACF dan didapatkan model ARIMA untuk deret input adalah 

 Tingkat inflasi : ARIMA (1,0,2) 

 Nilai tukar dollar : ARIMA (3,1,0) 

Sehingga didapatkan model pemutihan deret input adalah 

    tt BBxB ,1

2

,1 26277.065133.019971.01   

  ttxBB ,2,2

32 24691.032272.025947.01   

Fungsi transfer yang diterapkan adalah memetakan ke dalam 
ty  oleh karena itu 

parameter-parameter yang digunakan adalah parameter-parameter yang sudah diperoleh 

pada pemutihan deret input )( tx . Sehingga didapatkan deret 
tj ,  (deret input yang telah 

diputihkan) dan 
t  (deret output yang telah diputihkan). 

Menurut Makridakis et. al [4] terdapat tiga parameter kunci di dalam model 

fungsi transfer adalah  bsr ,, , dimana r  merupakan derajat fungsi )(B , s  menunjukkan 

derajat fungsi )(B . Nilai b  menyatakan bahwa nilai ty  tidak dipengaruhi oleh nilai tjx ,  

sampai periode bt  . Nilai s  menyatakan untuk beberapa lama deret output secara terus 

menerus dipengaruhi oleh nilai-nilai baru dari deret input. Nilai r  menunjukkan bahwa 

nilai ty  berkaitan dengan nilai-nilai masa lalunya. 

Setelah didapatkan deret 
tj ,  dan 

t  maka dibuat  plot korelasi-silang antara 

tj ,  dan 
t . Dalam penentuan bobot respon impuls didapatkan dari plot korelasi-silang 

antara 
tj ,  dan 

t  dan memberikan hasil pada Tabel 2. 
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  Tabel 2. Estimasi Nilai Bobot Respon Impuls 

Variabel input r S b 

1x  
2 2 8 

2x  
0 0 4 

Dari Tabel 2. didapatkan model fungsi transfer multi input yang telah diperoleh adalah 

  tttt aBxx
BB

BB
y 14,20,28,12

2,11,1

2

2,11,10,1
1

1










 

 

Setelah didapat model di atas, pertama kali ditentukan taksiran awal dari parameter-

parameter ,, 1,10,1  ,2,1 12,11,10,2 ,,  dan . Tahap estimasi parameter model fungsi 

transfer multi input awal merupakan tahap penentuan taksiran parameter-parameter awal 

pada model untuk variabel input. Untuk mencari taksiran terbaik digunakan Maximum 

Likelihood Estimation (MLE). Hasil taksiran awal parameter pada Tabel 3. 

Tabel 3. Estimasi Parameter Awal 

Parameter          Estimate t Value   Pr > |t|   Lag     Variable     Shift 

  0.49752 4.14 0.0001 1 Y 0 

0,1  
-4.14063 -4.02 0.0002 0 x1 8 

1,1  
0.06847 0.04 0.9647 1 x1 8 

2,1  
-4.16389 -2.5 0.0156 2 x1 8 

1,1  
0.25293 0.61 0.542 1 x1 8 

2,1  
0.70945 1.76 0.0847 2 x1 8 

0,2  
66.9135 4.49 <.0001 0 x2 4 

 

Dari Tabel 3. terlihat bahwa hanya terdapat beberapa parameter yang signifikan 

karena  p-value < 0.05 yaitu  , ,0,1 ,2,1 0,2  . Setelah didapatkan parameter-

parameter yang signifikan, maka dilakukan estimasi parameter akhir pada Tabel 4. 

 

Tabel 4. Estimasi parameter model fungsi transfer multi input akhir 

Parameter          Estimate t Value   Pr > |t|   Lag     Variable     Shift 

  0.52696 4.54 < .0001 1 Y 0 

0,1  
-4.47096 -4.98 < .0001 0 x1 8 

2,1  
-4.42313 -4.96 < .0001 2 x1 8 

2,1  
0.95482 15.22 < .0001 2 x1 8 

0,2  
57.01547 4.48 < .0001 0 x2 4 
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Dari Tabel 4. terlihat bahwa semua parameter telah signifikan dan dapat 

digunakan memodelkan fungsi transfer multi input untuk data jumlah wisman yaitu   

  tttt aBxx
B

B
y 52696.010515.157

95482.01

42313.4471.4
4,28,12

2





 

 

 Setelah didapatkan model fungsi transfer maka akan dilakukan uji diagnostik. 

Ada tiga pengujian diagnostik yaitu menguji independensi antara deret nilai sisa )( ta  

dan deret input yang telah diputihkan )( ,tj  , menguji bahwa deret 
ta  yang pada 

dasarnya merupakan deret random atau acak, dan menguji kenormalan residual. 

Tabel 5. Autokorelasi Residu 

To Chi-   Pr > 

Lag Square DF ChiSq 

12 20.28 11 0.0517 

18 26.8 17 0.0611 

24 31.65 23 0.1076 

Dari Tabel 5. diperoleh bahwa semua nilai p-value dari uji 2  Box-Pierce lebih 

besar dari %5 , sehingga dapat disimpulkan bahwa residual model fungsi transfer 

multi input acak dan model dianggap telah memadai. Setelah asumsi pertama terpenuhi, 

maka akan diuji apakah deret 
ta   independen. 

Tabel 6. Korelasi-Silang antara Residu dengan x1 

To Chi-   Pr > 

Lag Square DF ChiSq 

5 6.35 3 0.0957 

11 8.49 9 0.486 

17 14.91 15 0.4577 

23 18.31 21 0.6294 

 

Tabel 7. Korelasi-Silang antara Residu dengan x2 

To Chi-   Pr > 

Lag Square DF ChiSq 

5 2.33 5 0.8025 

11 7.3 11 0.7742 

17 10.06 17 0.9009 

23 15.56 23 0.8733 
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Dari Tabel 6. dan Tabel 7. terlihat bahwa semua nilai p-value dari uji 2  Box-Pierce 

lebih besar dari %5 , sehingga deret 
ta  tersebut independen. 

Untuk mengetahui pola kenormalan residual pada model fungsi transfer multi 

input dilakukan dengan melihat plot sebaran residual yang dibandingkan dengan kurva 

normal. Dari output Minitab 13.0 dapat dilihat pada Gambar 4. 

 
Gambar 4. Plot Distribusi Normal Model Fungsi Transfer Multi Input 

Pada Gambar 4 terlihat bahwa residual model berdistribusi normal dengan p-value lebih 

besar dari %5 , sehingga model baik digunakan. 

Setelah model fungsi transfer multi input dari jumlah wisman melalui Bandara 

Adi Soemarmo didapatkan dan uji diagnostik telah dipenuhi, maka model tersebut dapat 

digunakan untuk peramalan jumlah wisman melalui Bandara Adi Soemarmo pada tahun 

2010 yang tersaji dalam Tabel 8. 
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Tabel 8. Nilai Peramalan Jumlah Wisman Melalui Bandara Adi Soemarmo 

Bulan Peramalan Batas Atas Batas Bawah 

Januari 2010 1290 762 1957 

Februari 2010 1163 620 1875 

Maret 2010 1242 637 2047 

April 2010 1219 584 2085 

Mei 2010 1111 446 2076 

Juni 2010 1164 407 2310 

Juli 2010 1403 500 2764 

Agustus 2010 1423 458 2919 

September 2010 1429 378 3155 

Oktober 2010 1441 299 3438 

November 2010 1468 242 3730 

Desember 2010 1475 184 3998 

 

 

4. KESIMPULAN 

 

Model fungsi transfer yang memadai untuk menyatakan hubungan antara tingkat 

inflasi dan nilai tukar dollar dengan jumlah wisman adalah: 

  tttt aBxx
B

B
y 52696.010515.157

95482.01

42313.4471.4
4,28,12

2





 

 

dengan 
tt YBy )1(   , 

tt Xx ,1,1    dan 
tt XBx ,2,2 log)1(   

dimana deret tingkat inflasi dan nilai tukar dollar dengan nilai sisa, saling independen. 

Demikian juga antara nilai sisa yang satu dengan yang lainnya saling independen. 
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ABSTRACT. Paddy is the main food for most of the Indonesian people. This commodity has 

strategic and political nature. It means that the government will be shaken if the paddy’s price is 

high and unstable. Therefore, the existence and adequacy of this commodity must always be 

noted. The purpose of this research is to determine an optimal regression model to predict 

the paddy production in Indonesia using least square estimation and M-estimation. 

By using data from The Indonesian Ministry of Agriculture and Center Bureau of 

Statistics, the optimal regression model for production of paddy can be obtained with M-

estimation. The increment of one hectare of harvest area and damaged area will increase 4,84 tons 

and 15,4 tons of paddy production respectively, while the increment of one quintal per hectare of 

productivity will increase 17,150 tons of paddy production. The hypothesis testing for regression 

parameters shows that the harvest area, the productivity and the damaged area have influence on 

the production of paddy significantly. 

Keywords: regression model, least square estimation, M-estimation 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Kebijakan harga makanan pokok merupakan salah satu instrumen penting dalam 

menciptakan ketahanan pangan nasional (Husni M.dkk,2004). Mengingat pentingnya 

upaya pemenuhan kebutuhan pangan, diperlukan usaha untuk memprediksi produksi pada 

tahun yang akan datang. Ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk memprediksi 

produksi padi serta menyelidiki faktor-faktor yang mempengaruhinya, diantaranya adalah 

analisis regresi. Analisis regresi merupakan teknik statistik yang digunakan untuk 

menyelidiki dan memodelkan hubungan antara variabel bebas dan variabel tak bebas. Jika 

Y variabel tak bebas dan X1, X2, …, Xk variabel-variabel bebas, maka model regresi linear 

secara umum dapat dinyatakan sebagai 

Y = 0 + 1 X1 + 2 X2 + … + k Xk
 
+  

dengan 0, 1, …, dan k  adalah parameter-parameter regresi dan  adalah eror yang 

berdistribusi normal dengan mean nol dan variansi sama. Permasalahan yang muncul 

dalam analisis regresi adalah menentukan estimator terbaik untuk 0, 1, …, dan k. 

Dalam menemukan estimator terbaik sangat dipengaruhi oleh penggunaan metode. 

Sebagai contoh, penggunaan metode kuadrat terkecil tidak akan tepat dalam 

menyelesaikan permasalahan yang mengandung observasi pencilan atau ekstrem (data 

yang tidak mengikuti pola umum data) karena asumsi kenormalan tidak dapat dipenuhi 
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(Zhang, 1996). Dalam analisis regresi, adanya produksi yang jauh melampaui produksi 

secara umum dapat dikategorikan sebagai pencilan, sehingga penggunaan metode kuadrat 

terkecil untuk mengestimasi parameter regresi kurang tepat (Barnett and Lewis, 1978).  

Untuk mengatasi hal ini diperlukan metode estimasi parameter yang bersifat 

robust dimana nilai estimasinya tidak banyak dipengaruhi oleh perubahan kecil dalam 

data (Yuliana, 2008). Robust diartikan sebagai ketidaksensitifan atau ketegaran terhadap 

perubahan-perubahan kecil dari asumsi (Huber, 1981:1). Menurut Miguel (2003) estimasi 

dengan metode maximum likelihood estimator (MLE) akan menghasilkan estimator yang 

bersifat sama seperti metode kuadrat terkecil, artinya MLE juga tidak robust terhadap 

pengaruh pencilan. Suatu teknik robust yang terkenal adalah estimasi M, dimana estimasi 

ini merupakan  perluasan dari MLE dan merupakan estimasi yang robust. Tujuan 

penelitian ini adalah menentukan model regresi optimal untuk memprediksi produksi padi 

di Indonesia.  

 

2. MODEL REGRESI LINEAR 

Secara umum, model regresi linear yang melibatkan p variabel bebas dapat 

dinyatakan sebagai 

            
0 1 1i i p ip iY X X         i = 1,2,...,n  (2.1) 

dengan Yi adalah variabel respon pada pengamatan ke-i, β0,...,βp adalah parameter, Xi 

adalah nilai variabel bebas pada pengamatan ke-i, dan εi adalah sesatan random yang 

berdistribusi normal εi ~ N(0, σ
2
) dimana sesatannya tidak saling berkorelasi 

(Montgomery and Peck, 2006:66).  

2.1 Metode Kuadrat Terkecil 

Model regresi linear dapat diestimasi dengan metode kuadrat terkecil yang 

mempunyai ide dasar meminimumkan jumlahan kuadrat sesatan, yaitu 

    
2

2

0 1 1

1 1

.
n n

i i i p ip

i i

J y x x   
 

           (2.2) 

Untuk meminimumkan (2.2), dicari turunan J secara parsial terhadap βj j = 0,1,...,p dan 

menyamakannya dengan nol sehingga diperoleh estimasi model regresi linear 

   
0 1 1

ˆ .i i p ipy b b x b x        (2.3) 

Sedangkan estimasi dari sesatan disebut sisa dan dinyatakan dengan 

0 1 1
ˆ ( ).i i i p ipe y b b x b x      
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Sisa memberikan keterangan tentang data yang tidak mengikuti pola umum model regresi 

linear yang digunakan, ditandai dengan sisanya yang relatif besar. Sisa semacam ini 

disebut pencilan. Suatu data dikatakan sebagai pencilan jika / 2ie s   dengan s adalah 

rata-rata kuadrat sisa (RKS),    
2

1

ˆ 2
n

i i

i

RKS y y n


  
 (Sembiring, 2003: 164). Meskipun 

merupakan data yang tidak biasa, membuang pencilan bukanlah tindakan yang bijaksana. 

Bisa jadi data pencilan menyimpan informasi yang penting. Oleh karena itu, diperlukan 

suatu metode estimasi yang tidak peka terhadap pencilan. 

2.2 Estimasi-M 

Beberapa peneliti merancang suatu metode untuk mengatasi dampak dari 

pencilan jika digunakan metode kuadrat terkecil, yang dinamakan estimasi-M 

(Montgomery and Peck, 2006: 373). Pada metode kuadrat terkecil, nilai sesatan yang 

besar akan semakin memperbesar jumlahan kuadratnya. Estimasi-M mengantisipasi hal 

tersebut dengan mendefinisikan suatu fungsi ε, yaitu ρ(ε), yang disebut fungsi Huber. 

Pada estimasi-M, b0,...,bp yang secara berturut-turut merupakan estimasi dari β0,...,βp 

dipilih sedemikian sehingga ∑ρ(ε) minimum. Fungsi Huber didefinisikan sebagai 

2

2

               jika  
( )

2    jika     atau  k

k k

k k k

 
 

  

   
 

   

 

dengan k=1,5̂  dan ̂  adalah estimasi dari standar deviasi sisa. Untuk mengestimasi σ, 

digunakan ̂ =1,483 MAD, dengan MAD (Median of Absolute Deviation) adalah median 

dari sisa absolut ie  (Birkes dan Dodge, 1993: 87). 

 Untuk mendapatkan nilai estimasi-M, diperlukan suatu algoritma penghitungan. 

Berikut diberikan algoritma estimasi-M yang diacu dari Birkes and Dodge (1993: 93). 

1. Dipilih estimasi awal b0 dari metode kuadrat terkecil lalu dihitung 

0 0 0

0 1 1
ˆ

i i p ipy b b x b x    , sisa 0 0ˆ
i i ie y y  , dan ̂ = 1,483 MAD. 

2. Dipotong 
0

ie  agar mendapatkan nilai 
*

ie , yaitu: 

*

ie  = 1,5̂  jika 
0

ie  > 1,5̂  

*

ie  = -1,5 ̂  jika 
0

ie  < -1,5 ̂  

3. Dihitung * 0 *ˆ
i i iy y e   lalu dari nilai 

*

iy  tersebut dicari nilai b0 menggunakan 

metode kuadrat terkecil. Proses iterasi berlanjut sampai diperoleh nilai b0 yang 

sama dengan iterasi sebelumnya. 
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Dari nilai b0 di atas, diperoleh regresi dengan estimasi-M seperti persamaan (2.3).  

 

3. UJI SIGNIFIKANSI MODEL REGRESI LINEAR 

Setelah diperoleh model regresi, langkah selanjutnya adalah pengujian hipotesis 

untuk mengetahui apakah variabel bebas mempunyai pengaruh yang signifikan terhadap 

variabel tak bebas. Hipotesisnya adalah 

 H0 : 0  1, 2, ,j j j q q p         

H1 :   0 1, 2, ,jj j q q p        

dengan q adalah sejumlah variabel bebas yang masuk dalam model terreduksi 

Yi = β0 + β1Xi1+ ... + βqXiq + εi.   (3.1) 

Statistik ujinya adalah 

ˆ( )

reduced full

M

STR STR
F

p q 





 dengan     

2
*

ˆ
1

in m e

n p
 

 

 . (3.2) 

STR (Sum of transformed Residuals) adalah jumlah sisa yang ditransformasi. STRfull dan 

STRreduced masing-masing diperoleh dari model penuh dan model terreduksi. Algoritma 

STRfull dapat dijelaskan sebagai berikut 

1. Dihitung sisa ei dan ̂ = 1,483 MAD. 

2. Dipotong ei agar mendapatkan nilai ρ(ei) yaitu 

2( )i ie e    untuk -1,5̂  ≤ ei ≤ 1,5̂  

2( ) 2i ie k e k    untuk ei < -1,5̂  atau ei > 1,5̂  

3. Dihitung STRfull = ∑ρ(ei). 

Penghitungan STRreduced sama dengan STRfull hanya saja nilai ̂  tetap (berasal dari model 

penuh). Nilai 
*

ie pada ̂  diperoleh dengan memotong ei menjadi -1,5̂  jika ei < -1,5

̂  dan 1,5̂  jika ei > 1,5̂ , sedangkan m adalah jumlah ei yang tidak dipotong. 

Selanjutnya hipotesis ditolak jika FM > F tabel dengan derajat bebas (p-q , n-p-1) dan 

tingkat signifikansi α (Birkes and Dodge, 1993: 95). 

 

4.  METODE PENELITIAN 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder yang diperoleh dari 

instansi pemerintahan terkait, yaitu dari Departemen Pertanian (Deptan) dan Badan Pusat 

Statistik (BPS) tahun 2007 dan 2008. Untuk mencapai tujuan penelitian, dilakukan 

langkah sebagai berikut: 
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1. Mengidentifikasi faktor-faktor yang mempengaruhi produksi padi. 

2. Menyelidiki hubungan faktor satu dengan lainnya. 

3. Membuat plot antara produksi atau Y dengan masing-masing faktor atau 

variabel bebas untuk mengetahui apakah hubungan antara Y dengan masing-

masing variabel bebas dapat didekati dengan garis lurus. 

4. Mengestimasi model regresi antara Y dengan semua faktor dengan metode 

kuadrat terkecil dan melakukan uji asumsi regresi. 

5. Melakukan transformasi data jika asumsi tidak dipenuhi. 

6. Mengestimasi model regresi data transformasi dengan metode kuadrat terkecil 

dan melakukan uji asumsi regresi. 

7. Pencilan yang dihasilkan kemudian dikeluarkan dan dilakukan estimasi model 

regresi lagi tanpa mengikutsertakan data pencilan.  

8. Langkah 6 dan 7 diulang sampai diperoleh model regresi yang tidak 

menghasilkan pencilan, lalu melakukan uji asumsi regresi. 

9. Mengestimasi model regresi antara Y dengan semua faktor menggunakan 

estimasi-M, yaitu 

a. Menentukan estimasi awal dengan metode kuadrat terkecil. 

b. Menghitung 
0

ie  dan ̂ , lalu memotong 
0

ie  untuk mendapatkan 
*

ie . 

c. Menghitung 
*ˆ
iy , kemudian meregresikannya kembali dengan metode 

kuadrat terkecil. 

d. Jika estimasi parameter yang diperoleh sama dengan sebelumnya maka 

proses berhenti dan diperoleh model regresi dengan estimasi-M. 

Sebaliknya, jika berbeda dengan sebelumnya maka iterasi berlanjut 

hingga diperoleh estimasi parameter yang sama. 

e. Menguji asumsi-asumsi regresi. 

10. Menguji apakah  variabel-variabel  bebas mempunyai pengaruh yang signifikan 

terhadap variabel tak bebas. Pengujian dilakukan dengan langkah sebagai 

berikut 

a. Menghitung STRfull dan ̂ . 

b. Menentukan model-model terreduksi yang mungkin bisa dibangun dari 

model penuh, kemudian mencari masing-masing estimasi model 

regresinya dengan estimasi-M. 

c. Menghitung STRreduced dan FM. 
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d. Membandingkan nilai FM dengan nilai F tabel, lalu menarik kesimpulan 

dari hasil yang diperoleh. 

e. Menentukan model optimal berdasarkan data produksi padi tahun 2008 

dan tahun 2007. 

 

5. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berdasarkan data yang diperoleh dari BPS dan Deptan, tidak semua faktor yang 

diduga mempengaruhi produksi padi tersedia untuk setiap propinsi. Data lengkap yang 

terkait dengan produksi padi untuk tahun 2008 adalah luas lahan panen, produktivitas dan 

luas lahan puso, sedangkan untuk tahun 2007 data yang tersedia adalah luas lahan panen, 

produktivitas dan produksi benih padi sebar.  

5.1 Produksi Padi Tahun 2008 

Pada bagian ini dibahas model regresi linear produksi padi (Y) seluruh propinsi di 

Indonesia berdasarkan luas lahan panen (X1), produktivitas (X2) dan luas lahan puso (X3). 

Estimasi model regresi linearnya adalah 

1 2 3
ˆ 935465 5.02 18149 12.9Y X X X         (5.1) 

dan selanjutnya dilakukan uji asumsi untuk melihat apakah asumsi regresi linear dipenuhi 

ataukah tidak.  

Untuk melihat asumsi kenormalan dapat dilihat melalui plot probabilitas normal 

sisa  Pada plot ini terdapat satu titik yang terletak jauh dari garis lurus, untuk itu asumsi 

kenormalan tidak dipenuhi. Hal ini diperkuat oleh nilai korelasi antara residu dengan 

nscore, yaitu 0,957. Karena nilai ini kurang dari nilai hampirannya yaitu 0,966, maka 

asumsi kenormalan tidak dipenuhi. Selanjutnya untuk asumsi homosedastik dapat dilihat 

pada plot antara ei  dengan Ŷ . Plot data tidak membentuk pola khusus, sehingga asumsi 

homosedastik dipenuhi (tidak dilanggar). Untuk mendeteksi asumsi selanjutnya adalah 

asumsi non autokolelasi, yaitu dengan melihat plot ei dengan pengamatan terurut. Plot ei 

acak atau tidak membentuk pola khusus, sehingga asumsi non-autokorelasi dipenuhi 

(tidak dilanggar). Untuk lebih meyakinkan hal ini dapat dilihat nilai Durbin Watsonnya 

yaitu 1,76616 . Karena 1,76616 > 1,43 (dari tabel Durbin Watson untuk α = 5% dan n = 

33 serta jumlah variabel bebas = 3 diperoleh (dL; dU) = (1,04;1,43)) maka asumsi non-

autokorelasi tidak dilanggar. Selanjutnya untuk melihat asumsi non-multikolinearitas 

dapat dilihat pada nilai VIF nya. Nilai VIF untuk ketiga variabel bebas berturut-turut 

adalah 4,319; 1,359 dan 3,860, semuanya kurang dari 5, sehingga asumsi non-
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multikolineritas tidak dilanggar. Jadi dari keempat asumsi yang dilanggar hanya asumsi 

kenormalannya. Dilihat dari nilai F = 872,04 dengan p-value = 0,  ini menunjukkan 

bahwa model regresi linear Y dengan X1 , X2 dan  X3  sudah baik.  

Selanjutnya karena asumsi kenormalan dilanggar, akan dilakukan estimasi model 

regresi linear dengan estimasi-M. Proses penghitungan estimasi-M yang iteratif dimulai 

dengan menentukan estimasi awal koefisien regresi, yang diperoleh dari metode kuadrat 

terkecil yaitu b
0
 = (-935.465 ; 5,02 ; 18.149; 12,9) kemudian berdasarkan algoritma 

estimasi-M, dihitung nilai 
0ˆ
iy  dan sisa 00 ˆ

iii yye  . Median dari deviasi absolut 
0

ie  adalah 

MAD = 109.356, maka 1,5̂  = 243.262. Terdapat enam sisa yang nilainya lebih besar 

dari 1,5̂ , maka sisanya dipotong menjadi 243.262 dan enam sisa yang lebih kecil dari -

1,5̂ , dipotong menjadi -243.262 dan diperoleh nilai *

ii

*

i eyy  0ˆ . Nilai *

iy  yang 

diperoleh digunakan untuk menghitung b
0
 pada iterasi selanjutnya. 

Iterasi berlanjut hingga memperoleh nilai b
0
 yang sama dengan iterasi sebelumnya. Hasil 

penghitungan b
0
 tiap-tiap iterasi disajikan dalam Tabel 5.1. Proses berhenti pada iterasi 

ke-11 karena nilai b
0
 yang baru sama dengan sebelumnya. Jadi, model regresi linearnya 

adalah  

ŷ = -860.639 + 4,84 X1 + 17.150 X2 +15,4 X3     (5.2) 

Model regresi (5.2) menunjukkan bahwa untuk peningkatan setiap satu hektar luas panen 

dan luas puso padi, maka produksinya juga meningkat masing-masing sebesar 4,84 ton 

dan 15,4 ton. Untuk peningkatan produktivitas sebesar satu kwintal/ha akan 

mengakibatkan peningkatan produksi padi sebesar 17.150 ton.  

Setelah diperoleh model regresi linear (5.2), dilakukan uji hipotesis untuk 

mengetahui apakah luas lahan panen, produktivitas atau  luas puso mempunyai pengaruh 

terhadap produksi padi di Indonesia tahun 2008. 

 

  



Model Optimal Produksi Padi di Indonesia menggunakan …                                        FMIPA UNS 

 

Seminar Nasional Matematika 2010 402 Prosiding 

Tabel 5.1 Nilai b
0
, MAD, Sisa Terpotong, dan yi

*
 Tiap Iterasi pada Estimasi-M 

Iterasi ke b
0

 MAD Sisa terpotong 

1 (-873283 ; 4,89 ; 17273 ; 14,5 )  109356 2, 6, 8, 9, 10, 15, 20, 

22, 26, 31, 32, 33  

2 (-864150 ; 4,85 ; 17184 ; 15,1) 135439 15 

3 (-861614 ; 4,84 ; 17160 ; 15,3) 140915 15 

4 (-860910 ; 4,84 ; 17153 ; 15,4) 142436 15 

5 (-860714 ; 4,84 ; 17151 ; 15,4) 142858 15 

 (-860660 ; 4,84 ; 17150 ; 15,4) 142975 15 

 (-860645 ; 4,84 ; 17150 ; 15,4)  15 

 (-860641 ; 4,84 ; 17150 ; 15,4) 143017 15 

 (-860640 ; 4,84 ; 17150 ; 15,4) 143020 15 

 (-860639 ; 4.84 ; 17150 ; 15.4)   

 (-860639 ; 4.84 ; 17150 ; 15.4)   

 

Tujuh kemungkinan model terreduksi pada model regresi linear dengan tiga 

variabel independen, yaitu 

          Yi = β0  + εi      (5.3) 

     Yi = β0 + β1Xi1 + εi      (5.4) 

     Yi = β0 + β2Xi2 + εi       (5.5) 

     Yi = β0 + β3Xi3 + εi       (5.6) 

 Yi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2 + εi      (5.7) 

            Yi = β0 + β1Xi1 + β3Xi3 + εi     (5.8) 

       Yi = β0 + β2Xi2 + β3Xi3 + εi      (5.9) 

Sebelum dilakukan uji hipotesis untuk masing-masing model terreduksi, dihitung nilai 

STRfull yang berasal dari model regresi (5.2). Berdasarkan algoritma penghitungan STRfull, 

langkah pertama yang dilakukan adalah mencari sisa ei dari model regresi (5.2), diperoleh 

nilai MAD = 71.573.227.192, sehingga k = 1,5̂  = 101.218.786.199. Semua sisa berada 

pada interval -1,5 ̂ ≤ ei ≤1,5̂  dan diperoleh nilai ρ(ei) = ei
2
. Hasil penjumlahan ρ(ei) 

adalah STRfull = 715.732.271.921. Untuk mendapatkan nilai ̂ , sebelumnya dihitung nilai 

∑(ei
*
)

2
 = 715731635626 dan diperoleh  

     
72545166376

1333

2171573227193233

1

*/
ˆ

2









pn

emn
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Selanjutnya dihitung STRreduced yang berasal dari model terreduksi (5.3), (54), (5.5), (5.6), 

(5.7), (5.8), dan (5.9). Untuk itu terlebih dahulu dicari estimasi ketujuh model terreduksi, 

sama seperti model penuh tetapi nilai ̂  tetap (tidak iteratif, berasal dari model penuh), 

sehingga 1,5̂  = 318.148. Untuk memastikan variabel apa saja yang mempunyai 

pengaruh yang signifikan terhadap produksi padi, dilakukan uji hipotesis untuk masing-

masing model terreduksi yang hasilnya dapat dilihat pada Tabel 5.2. 

Tabel 5.2 Uji Signifikansi Variabel Bebas dengan α = 5% 

   

Yi = β0+ εi 1163,9000 H0 ditolak 

Yi = β0 + β1Xi1 + εi 14,9765 H0 ditolak 

Yi = β0 + β2Xi2 + εi 17,3632 H0 ditolak 

Yi = β0 + β3Xi3+ εi 15,4358 H0 ditolak 

Yi = β0 + β1Xi1 + β2Xi2+ εi 24,5755 H0 ditolak 

Yi = β0 + β1Xi1+ β3Xi3 + εi 17,6067 H0 ditolak 

Yi = β0 + β2Xi2 + β3Xi3+ εi 37,5900 H0 ditolak 

  

Dari ketujuh hipotesis tersebut menghasilkan suatu kesimpulan yaitu bahwa luas lahan 

panen,  produktivitas dan luas lahan puso memberikan pengaruh signifikan terhadap 

produksi  padi. 

5.2 Produksi Padi Tahun 2007 

Pada bagian ini dibahas model regresi linear produksi padi (Y) seluruh provinsi di 

Indonesia berdasarkan luas lahan panen (X1), produktivitas (X2) dan produksi benih sebar 

(X3). Model regresi produksi padi terhadap luas lahan panen, produktivitas dan produksi 

benih sebar yaitu 

   
1 2 3

ˆ 824623 5.16 15032 7.25Y X X X                  (5.10) 

Selanjutnya dilakukan uji asumsi untuk melihat apakah asumsi regresi linear dipenuhi 

ataukah tidak. Plot probabilitas normal sisa menunjukkan bahwa titik-titiknya di dekat 

garis lurus, hal ini menunjukkan bahwa asumsi kenormalan sudah dipenuhi. Hal ini 

diperjelas dengan nilai korelasi antara sisa dengan nscore adalah 0,982. Karena nilai ini 

lebih besar daripada nilai hampirannya yaitu 0,966, maka  asumsi kenormalan dipenuhi. 

Selanjutnya untuk asumsi homosedastik dapat dilihat pada plot antara ei  dengan ŷ . Plot 

ini tidak membentuk pola khusus, sehingga homosedastik dipenuhi (tidak dilanggar). 
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Untuk mendeteksi asumsi selanjutnya adalah asumsi non autokolelasi, yaitu dengan 

melihat plot ei berdasarkan urutan pengamatan. Plot  ei  acak atau tidak membentuk pola 

khusus, sehingga asumsi non-autokorelasi dipenuhi (tidak dilanggar). Untuk lebih 

meyakinkan hal ini dapat dilihat nilai Durbin Watsonnya yaitu 1,55329 . Dari tabel 

Durbin Watson untuk α = 5%, n = 33 dan jumlah variabel bebas = 3 didapat (dL; dU) = 

(1,04;1,43). Karena 1.55329 > 1.43 maka asumsi non-autokorelasi tidak dilanggar. 

Selanjutnya untuk melihat asumsi non-multikolinearitas dapat dilihat pada nilai VIF nya. 

Karena semua nilai VIF untuk ketiga variabel bebas < 5 (berturut-turut adalah 1,367; 

1,428 dan 1,242), berarti asumsi non-multikolinearitas dipenuhi. Jadi dari keempat 

asumsi semuanya telah dipenuhi, sehingga untuk estimasi parameternya cukup digunakan 

eatimasi kuadrat terkecil. 

Selanjutnya jika dilihat dari nilai F = 971 dengan p-value = 0 <  = 5%,  ini 

menunjukkan bahwa model regresi linear Y dengan X1 , X2 dan X3  sudah baik, sedangkan 

p-value untuk masing-masing variabel bebas adalah 0, 0,031 dan 0,306  sehingga  

variabel X3  tidak signifikan, karena p-value untuk X3 adalah 0,306 > 5%. Oleh karena itu, 

ditentukan regresi dengan dua variabel X1 dan X2 yaitu 

     
1 2

ˆ 881932 5.18 16979Y X X                  (5.11) 

Plot probabilitas normal sisa menunjukkan bahwa asumsi kenormalan sudah dipenuhi. 

Hal ini diperjelas dengan nilai korelasi antara sisa dengan nscore adalah 0,976. Karena 

nilai ini lebih besar daripada nilai hampirannya yaitu 0,966, maka asumsi kenormalan 

dipenuhi. Selain itu, untuk asumsi homosedastik dapat dilihat pada plot residu terhadap 

nilai prediksi yang menunjukkan tidak membentuk pola khusus, sehingga asumsi 

homosedastik dipenuhi (tidak dilanggar). Untuk mendeteksi asumsi selanjutnya adalah 

asumsi non-autokolelasi, yaitu dengan melihat plot ei berdasarkan urutan pengamatan. 

Plot  ei  acak atau tidak membentuk pola khusus, sehingga asumsi non-autokorelasi 

dipenuhi (tidak dilanggar). Selanjutnya untuk melihat asumsi non-multikolinearitas dapat 

dilihat pada nilai VIF nya. Karena nilai VIF untuk kedua variabel bebas adalah 1,314 < 5, 

berarti asumsi non-multikolineritas tidak dilanggar. Jadi dari keempat asumsi semuanya 

telah dipenuhi. Model regresi (5.11) menyatakan bahwa setiap penambahan satu  hektar 

luas lahan panen dan satu kuintal per hektar produktivitas akan menaikkan produksi padi 

masing-masing sebesar 5,18 ton dan 16.979 ton padi 
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5.3 Model Regresi Terbaik 

Dari bagian 5.1 dan 5.2 diperoleh dua model regresi yang semuanya memenuhi 

asumsi-asumsi regresi. Dari dua model regresi (5.2) dan (5.11) akan dipilih model regresi 

terbaik. Pada Gambar 5.1 dapat dilihat produksi padi dan prediksinya berdasarkan model 

(5.2) dan (5.11). Gambar 5.1 menunjukkan plot yang hampir sama sehingga untuk 

menentukan model yang lebih baik dapat ditentukan melalui sisa masing-masing model, 

yaitu selisih data produksi dan prediksinya. Gambar 5.2 menunjukkan bahwa sisa  model 

(5.2) untuk setiap data relatif lebih kecil dibandingkan sisa model (5.11). 
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Gambar 5.1 Produksi padi dan prediksinya 
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Gambar 5.2 Sisa  untuk model (5.2) dan (5.11) 

Tabel 5.3 Perbandingan R
2
adjusted dan s 

Model regresi R
2

adjusted s
 

Ŷ = -860639 + 4.84X1 + 17150X2 +15.4X3    
99,7% 157.100 

1 2
ˆ 881932 5.18 16979Y X X     98,9% 273.841 

 

Ada kriteria lain yang dapat digunakan untuk menentukan model regresi terbaik, 

yaitu koefisien determinasi R
2
 (atau R

2
adjusted, jika terdapat lebih dari satu variabel bebas) 

dan deviasi standar s. Model terbaik akan mempunyai R
2
 atau R

2
adjusted terbesar dan s 

terkecil. Dari Tabel 5.3 terlihat bahwa model (5.2) memberikan R
2

adjusted yang lebih besar 

dan s yang lebih kecil daripada model (5.11), sehingga hasil ini mendukung analisis sisa 
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sebelumnya bahwa model regresi terbaik adalah model (5.2). Untuk model (5.2), R
2

adjusted 

= 99,7% menunjukkan bahwa variasi total Y sebesar 99,7% diterangkan oleh X1, X2, dan 

X3, sedangkan sisanya sebesar 0,3% disebabkan oleh fasktor lain atau kesalahan yang 

bersifat random. 

 

6. KESIMPULAN 

 Berdasarkan hasil penelitian dapat disimpulkan bahwa model optimal untuk 

produksi padi di Indonesia diperoleh dengan estimasi-M, yaitu 

Ŷ = -860.639 + 4,84X1 + 17.150X2 +15,4X3 

Variasi produksi padi sebesar 99,7% ditentukan oleh luas lahan panen, produktivitas, dan 

luas lahan puso. Selain itu, uji signifikansi koefisien regresi menunjukkan bahwa luas 

lahan panen, produktivitas, dan luas lahan puso mempunyai pengaruh yang signifikan 

terhadap produksi padi. Peningkatan setiap satu hektar luas lahan dan satu hektar luas 

puso masing-masing akan meningkatkan produksi padi sebesar 4,84 ton dan 15,4 ton, 

sedangkan peningkatan produktivitas sebesar satu kwintal per hektar akan meningkatkan 

produksi padi sebesar 17.150 ton.  
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ABSTRACT. Poisson regression model since several years ago has been used for risk 

classification. In Poisson regression model, the mean and variance values are considered equal. In 

fact, often found in the data variance of the number of claims with a value greater than the mean 

value (overdispersion). So the Poisson regression model is considered inappropriate to resolve the 

issue. So the Generalized Poisson I (GP I) regression model is used to solve the overdispersion 

problem. 

In this paper, by using R, the Poisson and Generalized Poisson I (GP I) regression models will be 

applied to the data by type of vehicle insurance claims Malaysia's; Third Party Property Damage 

(TPPD). Based on estimates of dispersion parameters, a, the Generalized Poisson regression model 

is known that in case of overdispersion. Once the Poisson and Generalized Poisson regression 

models is tested using deviance test, Pearson Chi-square, AIC, BIC, it is concluded that the best 

regression models generated by the Generalized Poisson I regression model. 

Keywords: Poisson regression model, Generalized Poisson, overdispersion 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 Penggolongan resiko adalah proses dari pemodelan alternatif dengan 

menggolongkan resiko menurut rating factors dengan karakteristik-karakteristik yang 

dibentuk ke dalam rating classes. Sebagai contoh, di dalam asuransi motor yang 

diperlakukan sebagai faktor penilaian dapat dilihat pada gender pengguna, pengalaman 

klaim dan usia, tipe kendaraan, atau kapasitas dan tahun. Tujuan dari penggolongan 

resiko dalam suatu asuransi adalah untuk menaksir penggolongan secara adil, yaitu resiko 

yang diasuransikan tinggi harus digolongkan ke dalam kelas-kelas resiko yang lebih 

tinggi dan sebaliknya. Kegagalan untuk mencapai tujuan ini boleh menjurus kepada 

kurang baiknya pemilihan untuk sesuatu yang diasuransikan dan kerugian ekonomi pada 

para penjamin.         

Model regresi Poisson secara luas telah banyak digunakan untuk memodelkan 

penggolongan resiko. Sebagai contoh, McCullagh dan Nelder dalam buku Generalized 

Linear Models (1989) menggunakan model regresi Poisson untuk memodelkan jumlah 

klaim pada peristiwa kerusakan muatan yang dibawa kapal-kapal di dalam asuransi laut. 

Di dalam asuransi motor, Brockman dan Wright dalam penelitiannya tahun 1992 

menerapkan model itu pada klaim kerusakan kepemilikan motor di UK, dan Renshaw 
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tahun 1994 memakai model tersebut untuk klaim-klaim motor yang disediakan oleh suatu 

perusahaan asuransi yang terkemuka di dalam UK. Selanjutnya, model regresi Poisson 

diterapkan oleh Ismail dan Jemain tahun 2003 pada himpunan dari klaim kerusakan mobil 

milik pribadi yang disediakan oleh satu perusahaan asuransi di Malaysia.  

 Bagaimanapun, model regresi Poisson berasumsi bahwa rata-rata dan variansi 

dari variabel dependen adalah sama, E(Y)=Var(Y), atau disebut juga equidispersi. Dalam 

praktek, data itu boleh ditampilkan overdispersion atau extra – variasi Poisson, yaitu, 

suatu situasi di mana variansi melebihi rata-rata, Var(Y)>E(Y). Selain itu, data juga dapat 

disajikan underdispersi, yaitu keadaan dimana  variansi kurang dari rata-rata, 

Var(Y)<E(Y). Pembebanan yang tidak sesuai pada Poisson mengabaikan standar error dan 

terlalu menekankan makna dari parameter-parameter regresi, dan sebagai konsekuensi, 

memberikan kesimpulan salah tentang parameter-parameter regresi. Oleh karena itu, 

sasaran dari penelitian ini untuk menggunakan model regresi Generalized Poisson I (GP 

I) sebagai satu alternatif untuk penggolongan resiko. Selanjutnya, dengan menggunakan 

R, model-model regresi Poisson dan Generalized Poisson I (GP I) dicoba, diuji dan 

dibandingkan pada jenis data jumlah klaim Asuransi motor di Malaysia; Third Party 

Property Damage (TPPD).  

 

2. DASAR TEORI 

2.1 Generalized Linear Model (GLM) 

Pada GLM terdapat 3 komponen, yaitu : 

a) Variabel respon Y1, Y2, ... , YN yang diasumsikan memiliki distribusi yang termasuk 

ke dalam keluarga eksponensial. 

b) Sekumpulan parameter  dan variabel penjelas (explanatory variable) 

 yang kemudian membentuk fungsi linear 
T

ix  . 

c) Fungsi link monoton g sedemikian sehingga ( ) T

i ig x   dengan [ ]i iE Y  . 

Fungsi link menentukan model yang menghubungkan [ ]i iE Y   dengan fungsi 

linear 
T

ix β . Suatu fungsi link di sebut sebagai fungsi link kanonik (canonical link 

function) apabila ( )ig    dengan   adalah parameter kanonik dalam  
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( )
( ; ) exp ( , )

( )

y b
f y c y

a

 
 



 
  

 
 

Dalam hal ini,   adalah parameter dispersi dan ( ; )f y  merupakan fungsi 

probabilitas variabel random Y yang termasuk dalam keluarga eksponensial. 

2.2 Model Regresi Poisson 

Pada regresi Poisson diasumsikan bahwa variabel dependen Y yang menyatakan 

jumlah (cacah) kejadian berdistribusi Poisson, diberikan sejumlah variabel independen 

x1,x2,...,xk.  

                     (2.2.1) 

Atau dengan kata lain, . 

Salah satu tujuan dari analisis regresi adalah untuk menentukan pola hubungan 

antara variabel respon dengan variabel penjelas. Selanjutnya, dalam regresi Poisson 

hubungan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk: 

                       (2.2.2) 

Atau 
T

ix β . 

Karena nilai , maka digunakan fungsi link 
T

ix β  atau 

T

ix β
 untuk menghubungkan  dengan fungsi linear

T

ix β , sehingga 

hubungan antara  dan
T

ix β  menjadi tepat. Dengan demikian, model regresi 

dapat ditulis dalam bentuk: 

T

ix β                   (2.2.3) 

Dengan  merupakan parameter yang tidak diketahui dalam model dan harus di estimasi. 

 Untuk memasukkan covariates dan untuk menjamin non-negatif, mean atau fitted 

value diasumsikan sebagai perkalian, yaitu,  

                                  (2.2.4)  

di mana ei menunjukkan ukuran paparan (exposure), xi merupakan vektor p x 1 dari 

variabel penjelas, dan β merupakan vektor p x 1 dari parameter regresi.  

3. Model Regresi Poisson Tergeneralisasi 

3.1 Distribusi Generalized Poisson 
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Definisi 3.1 Jika Y adalah suatu variabel random berdistribusi Generalized Poisson 

dengan parameter  dan , maka fungsi kepadatan peluang dinyatakan sebagai berikut: 

             (3.1.1) 

dengan ; dan m adalah bilangan bulat positif terbesar 

sedemikian sehingga  bila  bernilai negatif.  

 

Teorema 3.1 Jika Y merupakan suatu variabel random GPD yang dinotasikan dengan 

, maka nilai mean dan variansinya adalah  sebagai berikut: 

   ,
1

E Y


   


  


 

   2

3
,

(1 )
Var Y


  


 

  

 

3.2 Model Regresi Generalized Poisson  

Definisi 3.2 Asumsikan bahwa variabel dependen yi yang menyatakan jumlah kejadian 

adalah berdistribusi Generalized Poisson. Diberikan sejumlah variabel independen 

x1,x2,...,xp. 

        (3.2.1) 

 

Persamaan (3.2.1) dinotasikan dengan ; nilai rata-rata dan 

variansi dinyatakan dengan 
2( | ) ( ) dan ( | ) ( , )i i i i i i i i iE Y x x Var Y x       . 

Selanjutnya, untuk menentukan penggolongan resiko pada jumlah klaim (claim count), 

maka model regresi Generalized Poisson dibedakan menjadi dua tipe, yaitu Generalized 

Poisson Tipe I (GP I) dan Generalized Poisson Tipe II (GP II). 

3.2.1 Generalized Poisson I (GP I) 

Wang dan Famoye (1997) menyatakan bahwa fungsi kepadatan peluang dari 

distribusi GP I adalah 
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1

(1 ) (1 )
exp , 0,1,            (3.2.2)

1 ! 1

i
i

y
y

i i i i
i i i

i i i

ay ay
P Y y y

a y a

 

 

    
       

    
 

dengan Yi sebagai variabel random untuk distribusi GP I.  

Mean diasumsikan ke dalam persamaan , sedangkan 

variansi bersyarat ekuivalen dengan . Ketika parameter 

dispersi, a, sama dengan nol, fungsi kepadatan peluang pada persamaan (3.2.5) akan 

beralih menuju Poisson, sehixngga mean sama dengan variansi, yaitu 

. Untuk a>0, variansi lebih besar daripada mean, , dan 

untuk kondisi ini model regresi merepresentasikan data cacah dengan overdispersi. 

Sedangkan untuk a<0, variansi lebih kecil daripada mean, , dan 

untuk kondisi ini model regresi merepresentasikan data cacah dengan underdispersi.  

Jika  di estimasi dengan metode maksimum likelihood dan log likelihood 

dinotasikan dengan  , maka persamaan yang terkait adalah: 

   
exp( ) exp( (1 )

{ log 1 log 1
1 1

               log(

)
( , )

exp( ) exp( )

!)}

T T

i i

T T
i i i

i
i i i

i

ay
y y ay

a ax x

y

x x
a

 


 

  
    

  




 

Selanjutnya, apabila persamaan tersebut diturunkan terhadap j , maka diperoleh 

persamaan sebagai berikut: 

2
;

(1 )
1,2, ,i i

ij

ij i

y
x j p

a



 





 



 

Persamaan terakhir di set sama dengan nol, sehingga diperoleh 

2

( )
0; 1,2, ,

(1 )

i i
ij

i i

y
x j p

a






  


                      (3.2.3) 

Karena persamaan (3.2.3) adalah juga ekuivalen dengan kuadrat terkecil terbobot, dengan 

suatu pengabaian modifikasi, estimasi dari   dapat diselesaikan dengan prosedur IWLS.  

Di dalam penelitian ini, akan digunakan dua metode untuk memecahkan 

parameter dispersi, a, yaitu dengan metode maksimum likelihood dan metode moment. 

Persamaan untuk penyelesaian  metode maksimum likelihood dapat diperoleh dengan 

menurunkan persamaan log likelihood terhadap a, adalah sebagai berikut: 
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Di bawah metode moment, a bisa di estimasi dengan persamaan Pearson Chi-

Squares dengan derajat kebebasan, yaitu: 

2

2

( )
( ) 0                                         (3.2.6)

(1 )

i i

i i i

y
n p

a



 


  


  

di mana n menandakan banyaknya kelas penilaian maksimum dan p banyaknya 

parameter-parameter regresi. Prosedur iterasi urutan serupa dengan di atas dapat juga 

digunakan untuk menghasilkan estimasi maksimum likelihood  dari   dan estimasi 

moment dari a.  

 

3.3 Evaluasi Model 

3.3.1 Pearson Chi-Square 

Ukuran lain yang bisa digunakan untuk uji goodness of fit yaitu statistik Pearson 

Chi- Square (Mc Cullagh dan Nelder, 1983) yang didefinisikan sebagai 

 

3.3.2 Deviance 

Deviance yaitu logaritma dari uji rasio likelihood-nya (Mc Cullagh dan Nelder, 

1983). Uji rasio likelihoodnya membandingkan current model-nya dengan saturated 

model-nya. Deviance dituliskan sebagai berikut: 

 

di mana dan adalah model log likelihood yang dievaluasi masing-masing 

di bawah  dan . Untuk model yang memadai, D juga memiliki asimtotik distribusi chi-

squre dengan n - p derajat kebebasan. Oleh karena itu, jika nilai-nilai untuk kedua 

Pearson Chi-Square dan D adalah dekat dengan derajat kebebasan, model dapat dianggap 

memadai. 

 

3.4 AIC dan BIC  
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  Ukuran yang digunakan adalah kriteria informasi Akaike yang digambarkan 

sebagai AIC p   , di mana menotasikan log likelihood  yang dievaluasi di bawah 

 dan p adalah banyaknya parameter-parameter. Untuk ukuran ini, semakin kecil AIC, 

semakin baik model tersebut. Ukuran goodness-of-fit yang lain adalah dengan 

menggunakan kriteria Bayesian-Schwartz yang digambarkan sebagai 

log
2

n
BIC p



 
   

 
 di mana   menandakan log likelihood yang dievaluasi di bawah 

 , p adalah banyaknya parameter dan n adalah banyaknya rating kelas. Untuk ukuran 

ini, semakin  kecil BIC maka semakin baik model itu. 

4. APLIKASI NUMERIK 

4.1 Data Malaysia 

Secara khusus, klaim TPPD mencakup kewajiban hukum untuk penggunaan 

kendaraan bermotor yang diasuransikan. Data, yang didasarkan pada kebijakan 170.000 

mobil pribadi selama tiga tahun, periode 1998-2000, telah disediakan oleh Asosiasi 

Asuransi Umum Malaysia (PIAM). Pemaparan ini dinyatakan dalam unit mobil per tahun 

dan terjadi klaim terdiri dari klaim yang sudah dibayar maupun yang outstanding. Tabel 

4.1 menunjukkan rating factors dan rating classes untuk exposure dan klaim yang 

dikeluarkan. Dalam hal ini, terdapat 2 × 2 × 3 x 4 x 5 = 240 perkalian rating classes yang 

diklasifikasikan menurut frekuensi klaim.  

Tabel 4.1 Rating factors dan rating classes untuk data Malaysia 

Rating factors Rating classes Rating factors Rating classes 

Coverage type Comprehensive Vehicle year 0-1 year 

 Non-comprehensive  2-3 year 

Vehicle make Local  4-5 year 

 Foreign  6+ 

Vehicle use and 

driver's gender Private-male Location Central 

 Private-female  North 

 Business  East 

   South 

   East Malaysia 
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 Penghitungan klaim pertama kali diterapkan dalam model regresi perkalian 

Poisson. Pencocokan hanya melibatkan data sejumlah 233 poin karena terdapat tujuh  

kelas yang memiliki nilai exposure sama dengan nol. Rating factors yang berbeda 

dipasang pada beberapa model, yaitu yang pertama hanya memperhatikan efek utama 

saja, selanjutnya efek utama ditambah masing-masing faktor-faktor interaksi pasangan. 

Dengan menggunakan deviance dan derajat bebas, statistik Chi-Square dihitung dan 

dibandingkan untuk memilih model yang terbaik. 

  

4.2 Hasil Analisis Data 

 Berikut ini akan disajikan contoh hasil analisis deviance model regresi Poisson 

yang memuat rating factors utama. Berdasarkan tabel 4.2 analisis deviance dari masing-

masing rating factors masih signifikan. Hal ini berarti, dari analisis tersebut dapat 

dilanjutkan untuk pemodelan regresi Poisson tahap berikutnya. Dengan membuat 

berbagai macam kombinasi rating factors, maka dapat diketahui rating factors apa saja 

yang memiliki interaksi atau yang signifikan. Menurut hasil estimasi parameter model 

regresi Poisson dengan menggunakan rating factors dari tabel 4.2, dihasilkan p-value 

yang tidak signifikan pada ß3_location sebesar 0,56. Dengan demikian, ß3_location harus 

direduksi dan dilakukan estimasi parameter kembali sampai semua rating factors 

signifikan.  

 Selanjutnya, berdasarkan analisis deviance pada tabel 4.2 di atas, akan dilakukan 

estimasi parameter  dan a . Estimasi parameter akan dilakukan dengan bantuan R dan 

diestimasi dengan model Poisson, GP I (MLE) dan GP I (moment). 

Tabel 4.2 Analisis deviance model regresi Poisson untuk masing-masing  

rating factors  

 Df Deviance Resid.Df Resid.Dev P(>|Chi|) 

NULL   232 17366,9  

ß_coverage_type 1 5329,6 231 12037,3 0,0 

ß_vehicle_make 1 315,7 230 11721,6 1,248e-70 

ß1_using_gender 1 431,8 229 11289,8 6.538e-96 

ß2_using_gender 1 6218,2 228 5071,6 0.0 

ß1_vehicle_year 1 42,5 227 5029,1 7.215e-11 

ß2_vehicle_year 1 47,7 226 4981,4 5.073e-12 

ß3_vehicle_year 1 49,8 225 4931,7 1.731e-12 
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ß1_location 1 77,6 224 4854,0 1.240e-18 

ß2_location 1 920,5 223 3933,5 3.408e-202 

ß3_location 1 92,4 222 3841,1 7.073e-22 

ß4_location 1 2199,9 221 1641,2 0.0 

 Hasil estimasi parameter untuk masing-masing rating factors, dapat dilihat pada 

tabel 4.3. Perbandingan antara Poisson dan Generalized Poisson I (GP I) menunjukkan 

bahwa parameter regresi untuk semua  model memberikan estimasi yang hampir sama. 

Pada model GP I (moment) mempunyai nilai standar error yang relatif lebih besar 

dibandingkan dengan model lainnya. Nilai AIC pada model Poisson dan model GP I 

(MLE) menunjukkan bahwa nilai AIC pada GP I (MLE) lebih kecil daripada nilai AIC 

pada Poisson. Ini berarti, model GP I (MLE) lebih baik daripada model Poisson. Menurut 

uji statistik Pearson Chi-Square, apabila nilai Pearson Chi-Square dibagi dengan derajat 

bebasnya menghasilkan nilai lebih besar dari satu, maka hal ini menunjukkan bahwa 

terjadi overdispersi. Dengan demikian, model GP I (MLE) mengindikasikan terjadinya 

overdispersi, dimana nilai a > 0 dan Pearson Chi-Square dibagi derajat bebasnya adalah 

lebih besar dari satu. Karena pada GP I (moment) terdapat p-value yang tidak signifikan, 

maka GP I (moment) diabaikan. 

Tabel 4.3 Poisson vs Generalized Poisson I 

untuk masing-masing rating factors  

 

Model regresi GP I (MLE) yang diperoleh dari tabel 4.3 dapat dituliskan sebagai berikut: 

Lanjutan Tabel 4.2 
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exp( 2,51 0,58 _ coverage_type 0,09 _ vehicle_make

       0,52 1_ using_gender 6,06 2 _ using_gender

       0,38 1_ vehicle_year 0,62 2 _ vehicle_year

       0,75 3_ vehicle_year 0,20 1_ location

       0,44

i  

 

 

 

   

 

 

 

 2 _ location 0,52 3_ location) 

 

Dengan menggunakan prosedur yang sama, dapat juga dibuat analisis deviance pada 

model GP I (MLE) untuk rating factors use-gender dan coverage type. 

 

5. KESIMPULAN DAN SARAN 

5.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan dan aplikasi numerik yang telah disampaikan pada bab-

bab sebelumnya, maka dapat di ambil beberapa kesimpulan. Pertama, model regresi 

Generalized Poisson terbaik untuk penggolongan resiko pada jumlah klaim dapat 

diperoleh dengan cara memeriksa hubungan antar variabel prediktor (kolinieritas), 

menentukan model regresi poisson, memeriksa kasus overdispersi, equidispersi, atauakah 

underdispersi dengan menggunakan uji Pearson Chi-Square maupun deviance, 

menentukan model Regresi Generalized Poisson I, mengestimasi parameter model regresi 

Generalized Poisson I dengan menggunakan metode MLE dan IRWLS 

 Kedua, cara menguji model regresi Generalized Poisson terbaik untuk 

penggolongan resiko pada jumlah klaim yaitu pengujian signifikansi parameter regresi 

menggunakan uji normalitas dengan melihat p-value nya. Untuk menentukan model 

terbaik yang menggambarkan hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor 

yaitu dengan melihat nilai AIC pada masing-masing model. Model yang mempunyai nilai 

AIC terkecil dan parameternya signifikan merupakan model regresi terbaik. 

 Ketiga, hasil dari contoh analisis data pada jenis data jumlah klaim Asuransi 

motor di Malaysia; Third Party Property Damage (TPPD) menunjukkan bahwa model 

regresi Generalized Poisson I merupakan model yang paling tepat digunakan untuk data 

yang bersifat overdispersi dibandingkan dengan model regresi Poisson. 

  

5.2 Saran  

 Dalam penelitian ini masih terbatas membahas tentang model regresi 

multiplikatif Generalized Poisson I. Oleh karena itu untuk penelitian selanjutnya 

diharapkan dapat mengkaji lebih lanjut tentang model regresi additif Generalized 
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Poisson. Selain itu, masih dapat dikembangkan lagi masalah bagaimana cara mengatasi 

masalah overdispersi pada model regresi multiplikatif/additif Generalized Poisson, 

sehingga dapat dihasilkan suatu model yang lebih baik lagi. 

 Selain itu, diharapkan pula hasil dari penelitian ini dapat mendorong para praktisi 

untuk melakukan analisa serupa yang lebih lanjut, terutama berkaitan dengan penilaian 

premi untuk perusahaan asuransi mereka. Tujuannya adalah untuk mendukung ke arah 

suatu ukuran akurat dari tingkat frekuensi klaim dan pada akhirnya dapat memberikan 

perhitungan premi secara adil untuk pihak-pihak yang terkait. 
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LAMPIRAN Program R  

1.  Model GP I (MLE) 

GP.mle <- function(datasignifikan) 

{ 

x=as.matrix(datasignifikan[,-(11:12)]) 

X=cbind(1,x) 

count=as.vector(datasignifikan[,12]) 

exposure=as.vector(datasignifikan[,11]) 

new.a <- c(0.001) 

new.beta <- rep(c(0.001), dim(X)[2]) 

for (i in 1:50) 

 { 

 a=new.a 

 beta=new.beta 

 miul=exposure*exp(as.vector(X%*%beta)) 

 W=diag(miul/(1+ a*miul)^2) 

 I.inverse=solve(t(X)%*%W%*%X) 

 k=(count-miul)/miul 

 z=t(X)%*%W%*%k 

 new.beta=as.vector(beta+I.inverse%*%z) 

 new.miul=exposure*exp(as.vector(X%*%new.beta)) 

G=sum(-(count*miul/(1+a*miul))+(count*(count-1))/(1+a*count))-(miul*(count-

miul))/((1+a*miul)^2) 

 G.prime=sum((count*(miul^2)/(1+a*miul)^2)-((count^2)*(count-1))/ 

((1+a*count)^2))-(2*(miul^2)*(count-miul))/((1+a*miul)^3) 

 if((new.a<0)*(new.a<=-1/max(count))) 

  new.a=-1/(max(count)+1) 

  else 

  if((new.a<0)*(new.a<=-1/max(new.miul))) 

  new.a=-1/(max(new.miul)+1) 

   else 

   if((new.a<0)*(new.a<=-1/max(count))* 

(new.a<=-1/max(new.miul))) 
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   new.a= min(-1/(max(count)+1),-1/(max(new.miul)+1)) 

   else 

   new.a=new.a 

likelihood=sum((count*log(miul/(1+(new.a*miul))))+((count-1) 

*log(1+(new.a*count)))-((miul*(1+(new.a*count)))/(1+(new.a*miul))) 

-lfactorial(count[i])) 

 pearson=sum((count-miul)^2/(miul*(1+(a*miul))^2)) 

 } 

varians=as.vector (diag(I.inverse)) 

std.error=sqrt(varians) 

df=dim(X)[1]-dim(X)[2]-1 

n=dim(X)[1] 

p=dim(X)[2] 

aic=-(2*likelihood)+(2*p) 

BIC=-2*likelihood+p*log(n) 

cat("nilai a =",new.a,"\n") 

Zhit=beta/std.error 

pval=2*pnorm(-abs(Zhit)) 

cat("=====================================================",

"\n") 

frame=data.frame(beta=c("intercept","ß_coverage_type","ß_vehicle_make","ß1_

using_gender","ß2_using_gender","ß1_vehicle_year","ß2_vehicle_year","ß3_veh

icle_year","ß1_location","ß2_location","ß4_location"),nilai_beta=new.beta,stand

ar.error=std.error,varians=varians,pval=round(pval,3)) 

cat("nilai estimasi beta tiap dummy","\n") 

print(frame,digits=2) 

cat("=====================================================",

"\n") 

cat("df =",df,"\n") 

cat("log likelihood =",likelihood,"\n") 

cat("AIC =",aic,"\n") 

cat("BIC =",BIC,"\n") 

cat("pearson =",pearson,"\n") 
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} 

GP.mle(datasignifikan) 

2.  Model GP I (moment) 

GP.moment=function(datasignifikan) 

{ 

x=as.matrix(datasignifikan[,-(11:12)]) 

X=cbind(1,x) 

count=as.vector(datasignifikan[,12]) 

exposure=as.vector(datasignifikan[,11]) 

new.a=c(0.001) 

new.beta=rep(c(0.001),dim(X)[2]) 

for (i in 1:50) 

 { 

 a=new.a 

 beta=new.beta 

 miul=exposure*exp(as.vector(X%*%beta)) 

 W=diag(miul/(1+ a*miul)^2) 

 I.inverse=solve(t(X)%*%W%*%X) 

 k=(count-miul)/miul 

 z=t(X)%*%W%*%k 

 new.beta=as.vector(beta+I.inverse%*%z) 

 new.miul=exposure*exp(as.vector(X%*%new.beta)) 

 G=sum((count-new.miul)^2/(new.miul*(1+a*new.miul)^2))-(dim(X)[1] 

-dim(X)[2]) 

 G.prime=-(sum((count-new.miul)^2/(1 +a*new.miul)^3)) 

 new.a=a-G/G.prime 

 if((new.a<0)*(new.a<=-1/max(count))) 

  new.a=-1/(max(count)+1) 

  else 

  if((new.a<0)*(new.a<=-1/max(new.miul))) 

  new.a=-1/(max(new.miul)+1) 

   else 

   if((new.a<0)*(new.a<=-1/max(count))* 
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(new.a<=-1/max(new.miul))) 

   new.a= min(-1/(max(count)+1),-1/(max(new.miul)+1)) 

   else 

   new.a=new.a 

 likelihood=sum((count*log(miul/(1+new.a*miul)))+((count-1)* 

log(1+new.a*count))-(miul*(1+new.a*count))/((1+new.a*miul)) 

-lfactorial(count[i])) 

 pearson=sum((count-miul)^2/(miul*(1+(a*miul))^2)) 

 } 

varians=as.vector (diag(I.inverse)) 

std.error=sqrt(varians) 

df=dim(X)[1]-dim(X)[2]-1 

n=dim(X)[1] 

p=dim(X)[2] 

aic=-2*likelihood+2*p 

BIC=-2*likelihood+p*log(n) 

cat("nilai a =",new.a,"\n") 

Zhit=beta/std.error 

pval=2*pnorm(-abs(Zhit)) 

cat("=============================================","\n") 

frame=data.frame(beta=c("intercept","ß_coverage_type","ß_vehicle_make","ß1_

using_gender","ß2_using_gender","ß1_vehicle_year","ß2_vehicle_year","ß3_veh

icle_year","ß1_location","ß2_location","ß4_location"),nilai_beta=new.beta,stand

ar.error=std.error,varians=varians,pval=round(pval,3)) 

cat("nilai estimasi beta tiap dummy","\n") 

print(frame,digits=2) 

cat("=============================================","\n") 

cat("df =",df,"\n") 

cat("log likelihood =",likelihood,"\n") 

cat("AIC =",aic,"\n") 

cat("BIC =",BIC,"\n") 

cat("pearson =",pearson,"\n")} 

GP.moment(datasignifikan) 
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ABSTRACT. Fluctuation of the stock price movement often follows the time series pattern, so 

that has non constant volatility and often followed the long memory effect existing. In this paper 

we discuss the portfolio optimization based on mean-Value-at-Risk (VaR) by non constant 

volatility and the long memory effect. Here, mean of the stock return will be estimated using 

autoregressive fractional integrated moving average (ARFIMA) models, and the volatility we 

estimated using generalized autoregressive conditional heteroscedastic (GARCH) models. VaR as 

the risk measure determined based on mean and non constant volatility that. Furthermore, based on 

mean-VaR, portfolio optimization problem performed using Lagrangian multiplier, and the 

solution done using Kuhn-Tucker method. The result of the formulation will be used to analyze 

some stock data that traded in the Indonesian capital market. 

Keywords: ARFIMA, GARCH, VaR, Lagrangean Multiplier, Kuhn-Tucker. 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 Fluktuasi tingkat pengembalian saham seringkali berkelompok-kelompok (cluters), 

yang mana terdapat kelompok memiliki volatilitas tinggi pada periode waktu tertentu, 

diikuti oleh volatilitas tinggi pula pada periode waktu berikutnya. Sebaliknya, terdapat 

kelompok yang memiliki volatilitas rendah pada periode tertentu, diikuti oleh volatilitas 

rendah pula pada periode berikutnya. Bahkan seringkali terdapat efek jangka panjang atau 

long memory (Tsay, [17]). 

 Dalam setiap investasi, perhatian investor akan diarahkan pada tingkat 

pengembalian (rate of return) investasinya. Investor akan memilih investasi yang 

menjanjikan tingkat keuntungan (return) tertinggi (Yuliati et al., [18]; Elton & Gruber, 

[5]). Karena investasi yang dilakukan mengandung unsur ketidakpastian, maka investor 

harus mempertimbangkan faktor risiko (Alexander, [1]). Strategi yang sering digunakan 

dalam kondisi investasi yang berisiko adalah membentuk portofolio, yaitu melakukan 
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diversifikasi berinvestasi pada beberapa saham untuk mengurangi tingkat risiko, dan 

mengoptimalkan tingkat keuntungan yang diharapkan (Yuliati et al., [18]). 

 Value-at-Risk (VaR), sampai saat ini telah menjadi populer sebagai alat pengukuran 

risiko investasi (Tsay, [17]; Dowd, [3]). Analisis investasi dapat dilakukan dengan 

beberapa model, seperti model long memory (Korkmaz etal, [13]; Kang & Yoon, [14]), 

model-model GARCH (Shi-Jie Deng, [18]), model Value-at-Risk (Froot et al., [8]), dan 

optimimisasi portofolio (Jinwen Wu, [11]; Panjer et al.,[16]). Pembentukan portofolio 

adalah cara yang populer untuk melakukan diversifikasi investasi.  

 Dalam paper ini bermasud melakukan analisis optimisasi portofolio investasi mean-

VaR, di mana tingkat pengembalian saham mengikuti pola runtun waktu, dengan 

mengasumsikan bahwa tingkat pengembalian saham memiliki volatilitas tak konstan dan 

terdapat efek long memory. Adapu tujuannya adalah untuk mendapatkan proporsi (bobot) 

alokasi dana yang akan diinvestasikan dalam pembentukan portofolio, sehingga akan 

diperoleh tingkat pengembalian harapan portofolio yang maksimum dan tingkat risiko 

yang minimum.  

 

2.   METODE PENELITIAN 

Misalkan Pit  menyatakan harga saham i  pada waktu t , tingkat pengembalian saham i  

pada waktu t  dihitung menggunakan persamaan ln( / )1r P Pit it it (Tsay, [17]; Dowd, 

[3]). 

2.1  Model Rata-rata dan Variansi 

Pemodelan rata-rata dan variansi dilakukan terhadap data tingkat pengembalian saham rit

, yang diasumsikan terdapat efek long memory. 

 Pemodelan rata-rata. Untuk tingkat pengembalian saham rit , identifikasi efek long 

memory dilakukan dengan menggunakan metode Range-Scale (R/S) (Korkmaz et al., 

[11]; Tsay, [17]). Untuk mengestimasi parameter diferensi fraksional d  dilakukan 

dengan menggunakan metode maximum likelihood. Proses diferensi secara fraksional 

didefinisikan sebagai 

(1 )dB r uit it , 0,5 0,5d                                               (1) 

di mana { }uit  deret residual white noise, dan B  menyatakan backshape. Teorema 

binomial pangkat pecahan yang digunakan adalah 
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Jika deret diferensi fraksional (1 )dB rit  mengikuti model autoregressive moving 

average derajat p  dan q , atau ditulis sebagai ARMA( ,p q ), dengan persamaan 

0
1 1

p q

r r u uit k it k jt l it l
k l

,                                    (3) 

maka itr  disebut proses autoregressive fractionally integrated moving average derajat p , 

d  dan q , atau ditulis sebagai ARFIMA( , ,p d q ) (Tsay, [17]). 

 Adapun proses pemodelan rata-rata adalah sebagai berikut: (i) Identifikasi model; 

yaitu menetapkan nilai-nilai tentatif p  dan q  dengan menggunakan correlogram. (ii) 

Estimasi parameter; dilakukan dengan menggunakan metode kuadrat terkecil atau 

metode maximum likelihood untuk mengestimasi model autoregressive integrated 

moving average (ARIMA). (iii) Uji diagnosis; caranya dengan menguji apakah residual 

dari model rata-rata bersifat acak sehingga merupakan residual yang relatif kecil, atau 

residual bersifat white noise. (iv) Prediksi; yakni menggunakan model rata-rata yang 

dipilih untuk memprediksi l -langkah ke depan (Tsay, [17]). 

 Pemodelan variansi. Pemodelan variansi dilakukan dengan menggunakan model-

model generalized autoregressive conditional heteroscedastic (GARCH). Untuk tingkat 

pengembalian rit , misalkan u rit it it  adalah residual tingkat pengembalian saham i  

pada waktu t , di mana it  rata-rata tingkat pengembalian saham i  pada waktu t . 

Residual uit  mengikuti model GARCH( ,m n ) jika 

uit it it ,  2 2 2
0

1 1

m n
ui i l itit it k it l

k l

                       (4) 

di mana { }it  barisan variabel acak saling bebas dan berdistribusi identik (iid) dengan 

rata-rata 0 dan variansi 1, 00i , , 0i i , dan 
max( , )

( ) 1
1

m n
i ii

 (Sukono et al., 

[15]; Tsay, [17]; Shi-Jie Deng, [16]).  

 Proses pemodelan variansi dilakukan sebagai berikut: (i) Estimasi model rata-

rata; yaitu mengestimasi dan memilih model rata-rata yang baik seperti dilakukan pada 

pemodelan rata-rata di atas. (ii) Uji efek ARCH; dilakukan pengujian efek ARCH 

terhadap residual dari model rata-rata dengan uji ARCH-LM. (iii) Identifikasi model; 

jika efek ARCH secara statistik signifikan, selanjutnya menetapkan nilai-nilai m  dan s  
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dengan bantuan correlogram. (iv) Estimasi model; yaitu mengestimasi secara serempak 

model rata-rata dan model variansi, dilakukan dengan menggunakan metode kuadrat 

terkecil atau metode maximum likelihood untuk mengestimasi model GARCH( ,m n ). (v) 

Uji diagnosis;  menguji apakah residual dari model variansi bersifat white noise. (vi) 

Prediksi; yakni menggunakan model rata-rata dan variansi yang dipilih untuk 

memprediksi rata-rata ˆ ˆ ( )r lit ih , dan variansi 2 2ˆ ˆ ( )lit it , untuk l -langkah ke depan 

(Tsay, [17]). 

 

2.2  Model Portofolio dan Value-at-Risk 

 Dalam pembentukan portofolio investasi, akan berhubungan dengan proporsi 

alokasi dana pada masing-masing saham yang dianalisis. Adaikan wi  adalah proporsi 

dana yang dialokasikan pada saham i , di mana 1
1

N
wii

,  maka tingkat pengembalian 

portofolio dapat dinyatakan sebagai 

1

N
R w Rw i it

i

,                                                                 (5) 

di mana Rw  tingkat pengembalian portofolio pada waktu t , dan N  banyaknya saham 

dalam pembentukan portofolio (Jogiyanto, [10]; Yuliati et al., [18]; Elton & Gruber, [5]).  

 Berdasarkan (5), diperoleh rata-rata (ekspektasi) portofolio dengan bobot wi  dapat 

dinyatakan sebagai 

ˆ ˆ

1

N
ww i it

i

                                                                 (6) 

Sedangkan variansi portofolio dapat dinyatakan sebagai 

2 2 2 2

1 1 1

N N N
w w ww j iji it i

i i j

; i j                                            (7) 

di mana ( , )Cov r rij it jt . 

 Andaikan besarnya investasi awal sebesar satu satuan, dan tingkat signifikansi 

risiko kerugian sebesar , maka VaR untuk portofolio dengan bobot wi  adalah 

ˆ ˆVaR zw w w                                                              (8) 

di mana z  adalah nilai persentil dari distrubusi normal standar dengan tingkat 

signifikansi  (Cheng et al., [2]; Denuit et al., [4]; Khindanova & Rachev, [13]). 
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2.3  Optimisasi Portofolio Berdasar Mean-VaR 

 Misalkan bahwa vektor nilai-nilai ekspektasi dan matriks kovariansi diberikan 

berturut-turut oleh: ˆ ˆ( ,..., )1
T

t itμ , dengan ˆ [ ]E Rit it , 1,...,i N , dan 

ˆ( ) , 1,...,ij i j NΣ , dengan ˆ ( , )Cov r rij it jt , , 1,...,i j N . Merujuk pembahasan 

sebelumnya, bobot tingkat pengembalian saham pada suatu portofolio ( ,..., )1
T w wNw , 

di mana 1
1

N
wii

 atau 1T
e w  dengan (1,...,1)Te  vektor dengan elmen satu-satu. 

Merujuk persamaan (6) dapat ditulis kembali sebagai 

[ ] TE Rw w μ w ,                                                           (9)  

dan persamaan (7) ditulis kembali sebagai 

2 ( ) TVar Rw w w Σw .                                                      (10) 

Dengan tingkat signifikansi , persentil z  diperoleh dari tabel distribusi normal 

standar. Sehingga Value-at-Risk portofolio investasi persamaan (13) dapat ditulis kembali 

sebagai 

1/2( )T TVaR z zw w w w Σw μ w .                                     (11) 

 Suatu portofolio *w  disebut (mean-VaR) efisien jika tidak ada portofolio w

dengan *w w  dan *VaR VaRw w  (Panjer et al., [14]). Untuk mendapatkan suatu 

portofolio efisien, para praktisi menggunakan fungsi obyektif sangat sederhana. Yaitu 

maksimumkan {2 }VaRw w , 0  di mana  adalah toleransi risiko investor. 

Sehingga, untuk investor dengan toleransi risiko 0  harus menyelesaikan persoalan 

optimasi (Panjer et al., [14]): 

1/2max{2 ( ) }

          subject to 1

T T Tz

T

μ w w Σw μ w

e w

                                          (12) 

 Karena matriks kovariansi Σ  semi-definite positif, fungsi obyektif adalah 

quadratic concave. Karenanya, (12) adalah suatu persoalan optimasi quadratic concave. 

Fungsi Lagrangean diberikan oleh  

1/2( , ) (2 1) ( ) ( 1)T T TL zw μ w w Σw e w . 

Menggunakan teorema Kuhn-Tucker, syarat optimalitas adalah 

1/2/ (2 1) / ( ) 0TL zw μ Σw w Σw e  dan / 1 0TL e w .           (13) 
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Berdasarkan perhitungan aljabar, jika dimisalkan 1TA e Σ e , (2 1)B  

1 1( )T T
μ Σ e e Σ μ  dan 2 1 2(2 1) ( )TC zμ Σ μ , maka dengan rumus ABC diperoleh 

2 1/2{ ( 4 ) }/ 2B B AC A                                                      (14) 

 Untuk 0 , menyelesaikan persamaan (13) diperoleh suatu portofolio minimum 

dengan vektor bobot Min
w   

1 1

1 1
Min

T T

Σ μ Σ e
w

e Σ μ e Σ e

                                                      (15) 

 Untuk 0 , diperoleh portofolio optimum dengan vektor bobot *w   

1 1(2 1)
*

1 1(2 1) T T

Σ μ Σ e
w

e Σ μ e Σ e

                                                   (16) 

 Jika vektor Min
w  disubstitusikan ke dalam persamaan (9) dan (11), maka akan 

diperoleh tingkat pengembalian portofolio minimum dan Value-at-Risk minimum. 

Sedangkan, jika vektor *w  disubstitusikan ke dalam persamaan (9) dan (11), maka akan 

diperoleh tingkat pengembalian portofolio dan Value-at-Risk optimum (Sukono et al., 

[15]). 

 

3. ANALISIS DATA 

Data yang dianalisis di sini meliputi data saham PRUF, BBRI, MPPA, BMRI, dan INDF, 

selanjutnya secara berturut-turut diberi simbol 1S  sampai dengan 5S . Data saham 

maupun masing-masing ditentukan tingkat pengembalian (return), dan kemudian 

digunakan untuk pemodelan rata-rata dan variansi berikut ini. 

3.1 Pemodelan Rata-rata dan Variansi 

Dalam bagian ini digunakan software R untuk identifikasi efek long memory, dan Eviews 

4 untuk estimasi model rata-rata dan variansi. 

 Identifikasi efek long memory. Untuk mengidentifikasi efek long memory, 

diestimasi dulu parameter diferensi fraksional d  dalam persamaan (1). Untuk 

menentukan nilai diferensi fraksional d , digunakan metode Gewek dan Porter-Hudak, 

dengan bantuan software R. Hasilnya, untuk data tingkat pengembalian saham 1S  sampai 

dengan 5S  diberikan dalam Tabel-1 berikut ini.  
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Tabel-1. Identifikasi Efek Long Memory 

Saham d̂i  ˆ( )SE di  
Interval  

Konfidensi 
zi  

Efek Long 

Memory 

1S  -0,098 0,1346 -0,356< ˆ
1 <0,172 5,86 Signifikan 

2S  -0,062 0,1321 -0,383< ˆ
2 <0,197 2,38 Signifikan 

3S  0,433 0,0553 0,325< ˆ
3 <0,514 2,12 Signifikan 

4S  0,001 0,2751 -0,538< ˆ
4 <0,540 1,62 Tidak Signifikan 

5S  0,218 0,1340 -0,0446< ˆ
5 <0,481 3,51 Signifikan 

 

 Untuk meyakinkan adanya pola long memory, dilakukan uji hipotesis ˆ: 00H i  

melawan ˆ: 01H i , 1,...,5i . Berdasarkan hasil perhitungan, diperoleh statistik zi , 

sedangkan untuk tingkat signifikansi 0,95 , dari tabel distribusi normal standar 

diperoleh nilai 1,960,95/2Z . Karena nilai 1z , 2z , 3z  dan 5z  lebih besar dari nilai 

0,95/2Z , disimpulkan bahwa hasil uji adalah signifikan, berarti data tingkat 

pengembalian 1S , 2S , 3S  dan 5S  terdapat efek long memory. Hal ini didukung pula 

bahwa interval konfidensinya masih dalam interval 0,5 0,5d . Sedangkan tingkat 

pengembalian saham 4S  tidak terdapat efek long memory. Langkah selanjutnya 

menggunakan data yang telah diferensi fraksional ˆ
id  untuk estimasi model rata-rata dan 

model variansi. 

 Estimasi model rata-rata. Data terdidiferensi d̂i  akan digunakan untuk estimasi 

model rata-rata menggunakan software Eviews-4. Pertama, identifikasi dan estimasi 

model rata-rata. Identifikasi melalui sampel autocorrelation function (ACF) dan partial 

autocorrelation function (PACF). Berdasarkan pola ACF dan PACF masing-masing 

tingkat pengembalian saham, ditentukan model tentatifnya. Hasil estimasi, dapat 

ditunjukkan bahwa secara berturutan model-model ARFIMA(0, ˆ
1d ,1),  ARFIMA(1, ˆ

2d ,1), 

ARFIMA(2, ˆ
3d ,0), ARMA(1,1) dan ARFIMA(2, ˆ

5d ,0) adalah terbaik. Kedua, uji 

diagnosis terhadap model-model tersebut, menggunakan correlogram data residual dan 

uji hipotesis Ljung-Box. Hasil uji menunjukkan residual model-model tersebut adalah 

white noise. Hasil uji normalitas residual ita  menunjukkan berdistribusi normal. 

Sehingga tidak perlu untuk melihat model-model alternatif lainnya. 
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 Estimasi Model Variansi. Pertama, dilakukan deteksi unsur autoregressive 

conditional heteroscedasticity (ARCH) terhadap residual ait , menggunakan metode 

ARCH-LM dengan software Eviews-4. Hasilnya didapat nilai 2  (obs * R-Square) 

masing-masing tingkat pengembalian saham 1S  sampai dengan 5S berturut-turut adalah 

112,8209; 52,8883; 9,1234; 17,7026 dan 9,12340 dengan probabilitas masing-masing 

0,0000 atau lebih kecil 5%, yang berarti terdapat unsur  ARCH. 

 Kedua, identifikasi dan estimasi model variansi. Di sini digunakan model-model 

generalized autoregressive conditional heterscedasticity (GARCH) merujuk persamaan 

(4). Berdasarkan correlogram residual kuadrat 2
ita , yakni grafik ACF dan PACF masing-

masing dipilih model variansi tentatif yang mungkin. Estimasi model variansi masing-

masing tingkat pengembalian saham dilakukan secara serempak dengan model rata-

ratanya.  Hasilnya, diperoleh model terbaik  berturut-turut adalah: 1S  mengikuti model 

ARFIMA(0, ˆ
1d ,1)-GARCH(1,1) dengan persamaan rata-rata 0,0704481 1 1 1r a at t t  dan 

variansi 2 20,00000674 0,072812
1 1 1

a
t t

 20,897956 11 1 tt
; 2S  model ARFIMA(1,

ˆ
2d ,1)-GARCH(1,1)-M dengan persamaan rata-rata 

20,359453 0,465529 0,6769442 2 1 2 1 22
r r a at t t tt

 dan variansi 2 0,0000196
2t

 

2 20,054776 0,915829 22 1 2 1
a tt t

; 3S  model ARFIMA(2, ˆ
3d ,0)-GARCH(1,1) 

dengan persamaan rata-rata 0,15440 0,1267543 3 1 3 2 3r r r at t t t  dan variansi 

2 0,0000774
3t

 2 20,177777 0,488259 33 1 3 1
a tt t

; 4S  model ARMA(1,1)-

GARCH(1,1)-M dengan persamaan rata-rata 

20,646429 0,700476 3,1055694 4 1 4 1 44
r r a at t t tt

 dan variansi 

2 2 20,0000212 0,056086 0,912034 44 4 1 4 1
a tt t t

 dan 5S  model ARFIMA(2, ˆ
5d ,0)-

TGARCH(1,1) dengan persamaan rata-rata 0,013454 0,0048955 5 1 5 2 5r r r at t t t  dan 

variansi 2 2 20,0000735 0,025404 0,033608 0,5456335 1 55 5 1 5 1
a I t tt t t

. 

 Berdasarkan uji ARCH-LM, residual it  dari model-model untuk saham 1S  sampai 

dengan 5S  sudah tidak terdapat unsur ARCH, dan juga telah white noise. Model rata-rata 
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dan variansi ini akan digunakan menghitung nilai-nilai ˆ ˆ (1)it itr  dan 2 2ˆ ˆ (1)it it  

secara rekursif. 

 Prediksi Rata-rata dan Variansi. Menggunakan model rata-rata dan variansi dari 

tingkat pengembalian saham 1S  sampai dengan 5S  tersebut di atas, selanjutnya untuk 

menghitung nilai-nilai ˆ ˆ (1)it itr  dan 2 2ˆ ˆ (1)it it  secara rekursif. Hasilnya diberikan 

dalam Tabel-2 berikut ini. 

Tabel-2. Rata-rata dan Variansi 

Saham ˆit  2ˆ
it  

1S  0,000112 0,00012 

2S  0,001840 0,00143 

3S  0,000511 0,00025 

4S  0,002980 0,00148 

5S  0,000158 0,00025 

 

3.2 Optimisasi Portofolio 

 Optimasasi portofolio dilakukan dengan bantuan software Matlab-7. Karena lima 

saham yang digunakan untuk pembentukan portofolio, maka ditentukan bahwa vektor 

(1  1  1  1  1)T
e . Dari Tabel-2 dapat disusun vektor rata-rata T

μ (0,000112  0,001840  

0,000511  0,002980  0,000158). Dengan asumsi kovariansi antar saham 0ij , dari 

Tabel-2 dapat dibentuk matriks kovariansi dengan pembulatan hingga empat desimal 

sebagai 

0,0001 0 0 0 0

0 0,0014 0 0 0

0 0 0,0003 0 0

0 0 0 0,0015 0

0 0 0 0 0,0003

Σ  dan 

8333,3 0 0 0 0

0 699,30 0 0 0
1

0 0 4000,0 0 0

0 0 0 675,70 0

0 0 0 0 4000,0

Σ  

 Selanjutnya, ditentukan beberapa nilai toleransi risiko  yang layak, di sini diambil 

0,...,9 . Kemudian bobot portofolio dihitung menggunakan persamaan (16), sedangkan 

rata-rata portofolio dihitung menggunakan persamaan (9), dan Value-at-Risk (VaR) 

sebagai ukuran risiko dihitung menggunakan persamaan (11). Hasilnya diberikan dalam 

Tabel-3 berikut ini. 
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Tabel-3. Bobot, Rata-rata dan Value-at-Risk Portofolio 

 1w  2w  3w  4w  5w  ˆw  VaRw  

0 0,4714 0,0392 0,2257 0,0376 0,2262 0,00038486 0,01200 

1 0,4714 0,0392 0,2257 0,0376 0,2262 0,00038579 0,01201 

2 0,4714 0,0391 0,2257 0,0376 0,2262 0,00038666 0,01202 

3 0,4714 0,0391 0,2257 0,0375 0,2262 0,00038714 0,01204 

4 0,4715 0,0391 0,2257 0,0375 0,2262 0,00038743 0,01207 

5 0,4715 0,0391 0,2257 0,0375 0,2263 0,00038761 0,01210 

6 0,4716 0,0390 0,2257 0,0374 0,2263 0,00038774 0,01214 

7 0,4718 0,0390 0,2256 0,0373 0,2264 0,00038782 0,01219 

8 0,4721 0,0388 0,2256 0,0370 0,2265 0,00038787 0,01225 

9 0,4734 0,0383 0,2253 0,0361 0,2270 0,00038789 0,01232 

10 * * * * * - - 

 * Bilangan imaginer, jadi tidak layak 

 

 Menggunakan nilai-nilai estimasi rata-rata ˆw  dan Value-at-Risk VaRw  

portofolio dari Tabel-3 di atas dapat dibuat grafik permukaan efisien seperti Gambar-1 

berikut ini. 

VaR

E(
R

)

0.012350.012300.012250.012200.012150.012100.012050.01200

0.0003880

0.0003875

0.0003870

0.0003865

0.0003860

0.0003855

0.0003850

Permukaan Efisien

 

Gambar-1. Permukaan Efisien Suatu Portofolio 

 Memperhatikan hasil yang diberikan dalam Tabel-3, tampak bahwa setiap 

peningkatan nilai toleransi risiko , dari 0 sampai dengan 9 mengakibatkan perubahan 

komposisi bobot portofolio, walaupun sangat lambat. Juga mengakibatkan peningkatan 

nilai rata-rata portofolio yang disertai dengan peningkatan nilai risiko, yang dalam hal ini 

diukur dengan VaR. Toleransi risiko 9  sudah tidak layak untuk berinvestasi, 

dikarenakan akan memberikan komposisi bobot portofolio yang imaginer. Daerah yang 
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layak untuk berinvestasi ditunjukkan oleh grafik permukaan efisien portofolio seperti 

Gambar-1 di atas. 

 

4. KESIMPULAN 

 Berdasarkan hasil analisis di atas dapat disimpulkan bahwa data tingkat 

pengembalian 1S , 2S , 3S  dan 5S  terdapat efek long memory. Sedangkan tingkat 

pengembalian saham 4S  tidak terdapat efek long memory. Data terdidiferensi d̂i  

berturut-turut untuk saham 1S  mengikuti model ARFIMA(0, ˆ
1d ,1)-GARCH(1,1); 2S  

model ARFIMA(1, ˆ
2d ,1)-GARCH(1,1)-M; 3S  model ARFIMA(2, ˆ

3d ,0)-GARCH(1,1); 

4S  model ARMA(1,1)-GARCH(1,1)-M dan 5S  model ARFIMA(2, ˆ
5d ,0)-

TGARCH(1,1). Nilai toleransi risiko  yang layak adalah 0,...,9 , sedangkan toleransi 

risiko 9  sudah tidak layak untuk berinvestasi, dikarenakan akan memberikan 

komposisi bobot portofolio yang imaginer. Setiap peningkatan nilai toleransi risiko , 

mengakibatkan perubahan komposisi bobot portofolio, dan mengakibatkan peningkatan 

nilai rata-rata portofolio yang disertai dengan peningkatan nilai risiko VaR. 
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ABSTRAK. Perusahaan penyedia jasa layanan telekomunikasi berlomba-lomba mengeluarkan 

kartu telepon seluler untuk memuaskan serta memberikan banyak fasilitas dan layanan terbaik bagi 

pelanggannya. Banyaknya perusahaan penyedia layanan telekomunikasi seluler yang 

mengeluarkan produk-produk dengan keunggulan masing-masing akan mengubah perilaku 

pelanggan dalam proses keputusan pembelian, yaitu kecenderungan dalam memilih jenis kartu 

telepon seluler. Berdasarkan kondisi ini, perlu dilakukan penelitian untuk menganalisis faktor-

faktor yang berpengaruh terhadap pelanggan dalam memilih kartu telepon seluler. Analisis yang 

digunakan pada penelitian ini adalah analisis faktor. 

Data yang digunakan pada penelitian ini berasal dari kuisioner yang diberikan kepada 

pelanggan pengguna telepon seluler di Surakarta yang dipilih dengan sampling random sederhana. 

Tujuan dari penelitian ini adalah menerapkan analisis faktor untuk mengetahui faktor-faktor yang 

menjadi kebutuhan pelanggan dalam memilih kartu telepon seluler di Surakarta. 

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh kesimpulan bahwa terdapat enam faktor yang 

menjadi prioritas pelanggan dalam memilih kartu telepon seluler yaitu faktor harga, pelayanan, 

kelengkapan, fitur, produk dan fasilitas. 

Kata kunci : kartu telepon seluler, analisis faktor 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Komunikasi merupakan faktor penting dalam kehidupan sehari-hari dan dianggap 

mampu membantu kelancaran hidup pelanggan telekomunikasi. Seiring dengan 

perkembangan zaman, pelanggan mulai beralih menggunakan telepon seluler yang lebih 

canggih dan praktis. Hal ini mendorong perusahaan penyedia jasa layanan telekomunikasi 

seluler dapat mengambil peluang baru dari keinginan-keinginan dan kebutuhan pelanggan 

yang belum terpenuhi. Perusahaan tersebut berlomba-lomba mengeluarkan kartu telepon 

seluler dengan jenis Global System for Mobile communication (GSM) dan Code Division 

Multiple Access (CDMA). Perusahaan dihadapkan pada persaingan dengan perusahaan 

lain yang mengeluarkan produk sejenis serta menyediakan produk atau jasa kepada 

pelanggan yang lebih baik. Untuk menghadapi persaingan tersebut, perusahaan perlu 

mengetahui kebutuhan pelanggan dalam memilih produknya. 

Kota Surakarta termasuk kota yang maju di bidang komunikasi terutama 

penggunaan telepon seluler. Hal ini dapat dilihat dari banyaknya penjual dan pengguna 
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telepon seluler di Surakarta. Untuk itu, diperlukan kartu telepon seluler yang sesuai 

dengan kebutuhan komunikasinya. 

Yunarwanto (2002) melakukan penelitian dengan tujuan untuk mengetahui posisi 

persaingan operator telepon seluler prabayar merek I, merek II, merek III, merek IV serta 

merek V berdasarkan persepsi konsumen dan pengaruh posisi persaingannya terhadap 

jumlah pelanggan di Kota Malang. Metode analisis yang digunakan adalah atribut vektor. 

Metode ini untuk mengetahui keunggulan atribut masing-masing operator ponsel 

prabayar. 

Berdasarkan uraian tersebut, penulis tertarik untuk melakukan penelitian 

mengenai faktor-faktor yang berpengaruh terhadap pelanggan di Surakarta dalam 

memilih jenis kartu telepon seluler. Variabel yang digunakan adalah atribut jenis kartu 

telepon seluler. Data yang diperoleh dari penelitian ini dianalisis dengan menggunakan 

analisis faktor. Analisis ini dimaksudkan untuk membuat ringkasan informasi yang 

dikandung dalam sejumlah besar variabel ke dalam suatu kelompok faktor yang lebih 

kecil. 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1. Uji Validitas dan Reliabilitas 

Validitas menunjukkan sejauhmana ketepatan dan kecermatan suatu alat ukur 

dalam melakukan fungsi ukurnya (Azwar, 1997:5) . Suatu alat ukur dapat dikatakan 

memiliki validitas yang tinggi jika alat tersebut menjalankan fungsi ukurnya atau 

memberikan hasil ukur yang sesuai dengan maksud dilakukannya pengukuran tersebut. 

Validitas adalah aspek kecermatan pengukuran. Uji validitas untuk data yang diperoleh 

dengan menggunakan kuesioner dapat dilakukan dengan menghitung koefisien korelasi 

product-moment, yaitu korelasi antara tiap-tiap pertanyaan dengan skor totalnya. 

 Pengujian validitas dilakukan dengan membandingkan angka korelasi yang 

diperoleh dengan angka kritis tabel korelasi nilai r. Angka kritis diperoleh dari tabel 

korelasi nilai r dengan taraf signifikansi 5% dan derajat bebas n-2. Jika angka korelasi 

yang diperoleh lebih besar daripada angka kritis tabel korelasi nilai r maka tiap-tiap 

pertanyaan tersebut dikatakan valid (Singarimbun dan Effendi,1989:139). 

Reliabilitas merupakan indeks yang menunjukkan sejauhmana suatu alat ukur 

dapat dipercaya atau dapat diandalkan. Hasil pengukuran dapat dipercaya jika dalam 

beberapa kali pelaksanaan pengukuran terhadap kelompok subjek yang sama diperoleh 

hasil yang relatif sama. Relatif sama dalam hal ini berarti tetap adanya perbedaan-

perbedaan kecil diantara hasil beberapa kali pengukuran. Jika perbedaan itu sangat besar 

dari waktu ke waktu maka hasil pengukuran tidak  dapat dipercaya dan dikatakan tidak 
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reliabel. Estimasi terhadap tingginya reliabilitas dapat dilakukan dengan teknik alpha 

Cronbach. Menurut Ghozali (2002:133), variabel memiliki tingkat reliabilitas yang tinggi 

jika nilai koefisien reliabiltas yang diperoleh lebih besar atau sama dengan 0,6. 

 

2.2. Analisis Faktor 

Analisis faktor pada prnsipnya digunakan untuk mengelompokkan variabel-

variabel menjadi lebih sedikit jumlahnya tanpa kehilangan informasi yang berarti. 

Variabel-variabel tersebut dikelompokkan berdasarkan hubungan antar variabel. Hasil 

pengelompokan tersebut dinamakan dengan faktor. Menurut Size (2005), suatu faktor 

tidak dapat diartikan menjadi satu variabel karena ada kombinasi dari banyak variabel 

yang terdapat dalam satu faktor. 

Menurut Johnson dan Wichern (1982:401), analisis faktor merupakan teknik 

analisis multivariat yang bertujuan untuk menjelaskan hubungan diantara p  
variabel 

yang diamati dengan cara membangkitkan m  faktor penting, dengan pm . Misal X  

adalah vektor random yang memiliki p komponen pada pengamatan ke-i, dengan vektor 

rata-rata μ  dan matriks variansi-kovariansi . Vektor X  bergantung secara linear 

dengan variabel mFFF ,...,, 21  yang disebut faktor-faktor bersama, dan sumber variasi 

dari p,...,, 21  yang disebut faktor-faktor spesifik. 

Model analisis faktor menurut Johnson dan Wichern (1982:402) adalah 

2222212122

1121211111

...

...

mm

mm

FlFlFlX

FlFlFlX
 

                                

   pmpmpppp FlFlFlX ...2211  

dengan iX  adalah variabel ke-i,  i  adalah  rata-rata dari variabel ke-i, ijl  adalah  bobot 

variabel ke-i pada faktor ke-j, jF  adalah faktor bersama ke-j, i  adalah  faktor spesifik 

ke-i, i = 1, 2, …, p,   j = 1, 2, …, m. Asumsi yang mendasari model analisis faktor adalah  

1. vektor F  dan ε  saling bebas, 0,εF'Fε )(),cov( E  

2. faktor bersama tidak saling berkorelasi, I,FFF )'()cov( E  

3. faktor spesifik tidak saling berkorelasi, ψεε  ε )'()cov( E  
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Menurut Hair et al. (1998:101) secara garis besar ada tiga tahapan dalam analisis 

faktor.  

1. Melakukan uji kelayakan variabel dengan menghitung nilai Measure of Sampling 

Adequacy (MSA) yang dirumuskan sebagai 
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 angka                      (2.1) 

dengan ijr  adalah korelasi antara variabel ke-i dan ke-j, jir .  adalah korelasi parsial 

antara variabel ke-i dan variabel lain dengan variabel ke-j sebagai kontrol. Jika nilai 

MSA < 0.50 maka variabel tersebut dikeluarkan dari analisis. 

2. Melakukan ekstraksi variabel sehingga diperoleh satu atau beberapa faktor. 

Banyaknya faktor ditentukan berdasarkan kriteria akar laten, yaitu banyaknya faktor 

sama dengan banyaknya nilai eigen dari matriks variansi-kovariansi sampel yang 

nilainya 1.  

3. Melakukan interpretasi terhadap faktor yang terbentuk. 

 Permasalahan yang mendasari dalam analisis faktor adalah mengestimasi bobot 

faktor, ijl . Bobot faktor menunjukkan tingkat korespondensi antara variabel dan faktor, 

dengan bobot faktor yang paling tinggi yang menetapkan variabel mewakili faktor yang 

terbentuk. Dalam mengestimasi nilai bobot faktor, metode yang digunakan adalah metode 

komponen utama. Metode ini mengekstraksi faktor sedemikian hingga jumlah variansi 

yang terkandung dalam kumpulan variabel menjadi maksimum. Menurut Johnson dan 

Wichern (1982:409), matriks bobot faktornya adalah 

 e          e     eL mm2211                            (2.2)
 

dengan ej merupakan matriks vektor eigen berukuran px1, j = 1, 2, ..., m. 

Seringkali nilai estimasi dari bobot faktor sulit untuk diinterpretasikan karena 

faktor yang terbentuk kurang dapat menggambarkan perbedaan diantara faktor-faktor 

yang ada. Untuk mengatasi hal tersebut perlu dilakukan rotasi faktor. Rotasi faktor yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah rotasi ortogonal. Metode rotasi ortogonal yang 
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digunakan adalah rotasi varimaks. Menurut Jolliffe (2002:154), prosedur varimaks adalah 

memilih matriks transformasi ortogonal T  yang memaksimumkan V, dengan V 

didefinisikan sebagai 

m
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ij

p
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dengan V adalah variansi dari kuadrat bobot faktor dan 

i

ij

ij
h

l
l

ˆ

ˆ~
*

*
 adalah koefisien 

akhir setelah dirotasi yang dibagi dengan akar kuadrat komunalitas. Syarat minimal total 

variansi yang terjelaskan adalah 60% (Hair et al., 1998:104).  

Jika )( pxm L  adalah matriks bobot faktor sebelum dirotasi, maka matriks bobot 

faktor setelah dirotasi )(* pxm  L  didefinisikan sebagai LTL*
dengan 

ITTTT ''  dan T  adalah matriks transformasi ortogonal. Matriks estimasi 

kovariansi tidak berubah, karena ψ.LLψLLTT'ψLL
**'

 
Sedangkan 

variansi spesifik i  dan komunalitas 
2

ih  juga tidak berubah. Dengan diperoleh bobot 

faktor yang baru, variabel yang masuk kedalam faktor yang terbentuk semakin jelas. 

 

2.3. Metode Penelitian 

Data yang digunakan adalah data primer dengan penyebaran kuesioner terhadap 

160 responden yang berusia 15-65 tahun di Surakarta yang dipilih secara random. 

Variabel yang digunakan dalam penelitian ini merupakan atribut jenis kartu telepon 

seluler yaitu fasilitas SMS (X1), masa aktif (X2), masa tenggang (X3), jangkauan wilayah 

(X4), telebanking (X5), akses internet (X6), call waiting (X7), call hold (X8), harga kartu 

perdana (X9), biaya telepon (X10), biaya SMS (X11), harga pulsa (X12), biaya roaming (X13), 

galeri (X14), letak galeri (X15), iklan (X16), cara isi pulsa (X17), informasi pulsa (X18), 

keramahan operator (X19), ketepatan dan kecepatan operator (X20) serta layanan call 

center (X21) (Yunarwanto, 2002). Data yang diperoleh dicari validitas dengan menghitung 

koefisien korelasi product-moment dan reliabilitas dengan teknik alpha Cronbach 

kemudian dianalisis menggunakan analisis faktor. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Dengan menghitung koefisien korelasi product-moment, diketahui bahwa 

variabel iklan (X16) mempunyai koefisien korelasi < 0.1562. Hal ini berarti variabel 

tersebut tidak valid sehingga harus dikeluarkan dari analisis. Sedangkan koefisien 
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reliabilitasnya adalah  = 0.809 berarti data sudah reliabel karena nilai koefisien 

reliabilitasnya  0.60. 

  Data input dalam analisis faktor adalah matriks data asli hasil penilaian 

pelanggan terhadap kartu telepon seluler. Analisis faktor pada penelitian ini digunakan 

untuk meringkas 20 variabel menjadi beberapa faktor sehingga keterkaitan antar variabel 

asli menjadi jelas. Dari data tersebut, dilakukan uji kelayakan variabel dengan 

menghitung nilai MSA pada persamaan (2.1) dan ditampilkan pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1. Nilai MSA 

Variabel nilai MSA  Variabel nilai MSA 

X1 0.544  X11 0.679 

X2 0.534  X12 0.779 

X3 0.548  X13 0.732 

X4 0.803  X14 0.693 

X5 0.812  X15 0.739 

X6 0.836  X17 0.737 

X7 0.597  X18 0.812 

X8 0.594  X19 0.671 

X9 0.840  X20 0.744 

X10 0.671  X21 0.813 

Tabel 3.1 menunjukkan bahwa nilai MSA masing-masing variabel > 0.50 sehingga 

variabel-variabel tersebut layak untuk dilakukan uji selanjutnya.  

  Kemudian dilakukan ekstraksi variabel untuk menentukan jumlah faktor yang 

terbentuk. Hasil ekstraksi variabel ditunjukkan pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.2. Hasil ekstraksi variabel 

Faktor  Ekstraksi Jumlah Bobot Kuadrat 

Nilai Eigen Variansi (%) Variansi Kumulatif (%) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

4.475 

2.195 

1.971 

1.735 

1.388 

1.077 

22.375 

10.977 

9.854 

8.676 

6.938 

5.386 

22.375 

33.352 

43.206 

51.882 

58.820 

64.207 

 

Tabel 3.2 menunjukkan bahwa ekstraksi variabel menghasilkan 6 faktor dengan variansi 

kumulatif variabel yang dapat diterangkan oleh faktor adalah 64.207%.  
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Masuknya variabel menjadi anggota suatu faktor didasarkan pada nilai bobot 

faktor. Angka pembatas agar sebuah variabel dapat masuk ke dalam sebuah faktor untuk 

sampel 160 adalah 0.44 (Hair et al., 1998:112). Dengan menggunakan persamaan (2.2) 

diperoleh matriks bobot faktor hasil ekstraksi variabel dan ditampilkan pada Tabel 3.3. 

Berdasarkan Tabel 3.3 terlihat bahwa bobot faktor pada faktor yang terbentuk 

kurang jelas. Misal variabel X6 mempunyai korelasi dengan faktor 1 sebesar 0.507 dan 

mempunyai korelasi dengan faktor 6 sebesar 0.443. Hal ini berarti  X6  berkorelasi sama 

kuat dengan faktor 1 dan 6. Untuk itu perlu dilakukan rotasi faktor agar memperjelas 

perbedaan sebuah variabel yang akan dimasukkan ke dalam faktor yang terbentuk. 

Metode rotasi yang digunakan adalah rotasi varimaks. Kriteria varimaks dilakukan agar 

diperoleh suatu struktur yang sederhana dalam kolom-kolom matriks bobot faktor. Nilai 

bobot faktor yang besar akan semakin membesar dan nilai bobot faktor yang kecil akan 

semakin mengecil, sehingga jumlah variansi bobot faktor dari matriks faktor menjadi 

maksimal.  

Tabel 3.3. Matriks bobot faktor 

 Faktor 

Variabel 1 2 3 4 5 6 

X1 0.288 0.090 0.475 -0.190 0.319 -0.184 

X2 0.325 0.215 0.447 0.067 0.659 0.084 

X3 0.280 0.266 0.494 -0.084 0.381 0.128 

X4 0.416 0.076 -0.277 0.268 0.320 0.005 

X5 0.471 -0.324 0.099 0.279 0.034 0.303 

X6 0.507 -0.012 0.097 0.150 -0.086 0.443 

X7 0.435 -0.279 0.610 0.120 -0.406 -0.200 

X8 0.423 -0.225 0.596 0.166 -0.413 -0.247 

X9 0.430 0.360 0.074 0.076 -0.133 0.275 

X10 0.428 0.690 -0.216 0.029 -0.138 -0.109 

X11 0.504 0.707 0.003 -0.083 -0.221 -0.030 

X12 0.616 0.429 -0.114 0.016 -0.279 0.043 

X13 0.404 0.086 -0.418 0.430 0.075 -0.125 

X14 0.572 -0.328 -0.226 0.455 0.113 -0.178 

X15 0.612 -0.359 -0.152 0.410 0.135 -0.11 

X17 0.301 -0.334 -0.185 -0.187 -0.161 0.504 

X18 0.546 -0.109 -0.093 -0.441 -0.045 -0.108 

X19 0.560 -0.359 -0.058 -0.536 0.064 0.210 

X20 0.623 -0.139 -0.203 -0.501 0.020 -0.112 

X21 0.479 -0.162 -0.276 -0.365 0.166 -0.398 
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Misal pada variabel X1, X2 dan  X3  hasil rotasi varimaks ditampilkan pada Tabel 

3.4. 

Tabel 3.4. Bobot faktor hasil rotasi varimaks 

  Faktor 

Variabel  1 2 3 4 5 6 

X1 0.030 0.218 -0.044 0.224 0.611 -0.12 

X2 0.054 -0.023 0.172 -0.036 0.872 0.051 

X3 0.163 0.009 -0.071 0.070 0.718 0.095 

 

Tabel 3.4 menunjukkan bahwa perbedaan nilai bobot faktor antara faktor yang satu 

dengan yang lain lebih signifikan sehingga keanggotaan semua variabel terlihat jelas pada 

faktor yang terbentuk. 

Selanjutnya dilakukan interpretasi terhadap faktor yang terbentuk. Faktor 1 terdiri 

dari empat variabel yaitu harga kartu perdana (X9), biaya telepon (X10), biaya SMS (X11) 

dan harga pulsa (X12) sehingga dinamakan faktor harga. Faktor 2 terdiri dari empat 

variabel yaitu informasi pulsa (X18), keramahan operator (X19), ketepatan dan kecepatan 

operator (X20) dan layanan call center (X21) sehingga dinamakan faktor pelayanan. Faktor 

3 terdiri dari empat variabel yaitu jangkauan wilayah (X4), biaya roaming (X13), galeri 

(X14) dan letak galeri (X15) sehingga dinamakan faktor kelengkapan. Faktor 4 terdiri dari 

dua variabel yaitu call waiting (X7) dan call hold (X8) sehingga dinamakan faktor fitur. 

Faktor 5 terdiri dari tiga variabel yaitu fasilitas SMS (X1), masa aktif (X2) dan masa 

tenggang (X3) sehingga dinamakan faktor produk. Faktor 6 terdiri dari tiga variabel yaitu 

telebanking (X5), akses internet (X6) dan cara isi pulsa (X17) sehingga dinamakan faktor 

fasilitas. 

 

4. KESIMPULAN 

1. Faktor-faktor yang menjadi kebutuhan pelanggan dalam memilih kartu telepon 

seluler di Surakarta dapat dikelompokkan menjadi 6 faktor, yaitu faktor harga, faktor 

pelayanan, faktor kelengkapan, faktor fitur, faktor produk dan faktor fasilitas. 

2. Dari pengelompokan tersebut dapat diketahui besarnya sumbangan variansi masing-

masing faktor. Faktor harga mempunyai variansi sebesar 12.923%. Faktor pelayanan 

mempunyai variansi sebesar 12.385%. Faktor kelengkapan mempunyai variansi 

sebesar 12.017%. Faktor fitur mempunyai variansi sebesar 9.822%. Faktor produk 

mempunyai variansi sebesar 9.245%. Faktor fasilitas mempunyai variansi sebesar 

7.816%. 
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PENANGANAN OVERDISPERSI DENGAN MODEL REGRESI 

BINOMIAL NEGATIF I PADA FAKTOR-FAKTOR YANG 

MEMPENGARUHI ANGKA KEMATIAN YANG DISEBABKAN OLEH 

KANKER PARU-PARU 

 
Devni Prima Sari, Dedi Rosadi, dan Adhitya Ronnie Effendi

 

 

Abstract. Poisson regression model is one of the regression models which are often used to 

analyze discrete data. Poisson regression has the assumption of equi-dispersion, a condition in 

which the value of the mean and variance of the response variable the same value. In fact, often 

found in data the variance of response variable greater than of the mean value (overdispersion). So 

used Negative Binomial I to handling overdispersion. In this paper used Negative Binomial I 

regression model to modelling the factors that affect mortality that caused by lung cancer. 

Keywords: Poisson regression model, Negative Binomial, overdispersion 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 Rokok disinyalir sebagai penyebab kanker tertinggi di Indonesia. Menurut data 

Yayasan Kanker Indonesia (YKI), hampir 80 persen pengidap kanker paru-paru 

mempunyai kebiasaan merokok. Semakin banyak jumlah batang rokok yang diisap, risiko 

terkena kanker pun semakin tinggi. Hal ini akan menyebabkan resiko angka kematian 

juga akan semakin tinggi. Penggolongan resiko adalah proses dari pemodelan alternatif 

dengan menggolongkan resiko menurut rating factors dengan karakteristik-karakteristik 

yang dibentuk ke dalam rating classes. Model regresi Poisson secara luas telah banyak 

digunakan untuk memodelkan penggolongan resiko. Bagaimanapun, model regresi 

Poisson adalah suatu metode statistika yang digunakan untuk menganalisis hubungan 

antara variabel dependen yang dapat dihitung (data cacah/count) dengan satu atau lebih 

variabel independen, dimana mean dan variansinya sama. Pada prakteknya seringkali data 

cacah memperlihatkan variansi yang sangat besar, dimana variansi sampel lebih besar 

dari mean sample (overdispersion). Oleh karena itu, sasaran dari penelitian ini untuk 

menggunakan model regresi Negatif Binomial I sebagai satu alternatif jika terjadi kasus 

overdispersi. Selanjutnya, model regresi Poisson dan Negatif Binomial I dicoba, diuji dan 

dibandingkan pada data jumlah angka kematian yang disebabkan oleh kanker paru-paru.  
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2. MATERI DAN METODE 

2.1 Model Regresi Poisson 

 Pada regresi Poisson diasumsikan bahwa variabel dependen  yang menyatakan 

jumlah (cacah) kejadian berdistribusi Poisson, diberikan sejumlah variabel independen 

. Yi mengikuti distribusi Poisson, fungsi kepadatan peluang adalah,  

 (2.1) 

atau . 

Selanjutnya, dalam regresi Poisson hubungan tersebut dapat dituliskan dalam bentuk: 

 

atau dalam bentuk vektor ditulis sebagai  

 (2.2) 

Karena nilai , maka digunakan fungsi link  atau  

untuk menghubungkan  dengan fungsi linear , sehingga hubungan 

antara  dan  menjadi tepat. Dengan demikian, model regresi dapat 

ditulis dalam bentuk: 

 (2.3) 

 Untuk memasukkan covariates dan untuk menjamin non-negatif, mean atau fitted 

value diasumsikan sebagai perkalian, yaitu,  

, (2.4) 

di mana ei menunjukkan ukuran paparan (exposure), xi merupakan vektor p x 1 dari 

variabel penjelas, dan β merupakan vektor p x 1 dari parameter regresi.  

 Untuk mengestimasi parameter-parameter dalam regresi Poisson dapat digunakan 

metode estimasi maksimum likelihood (MLE). Langkah pertama yang dilakukan adalah 

menentukan fungsi likelihood dari model regresi Poisson. Selanjutnya dari fungsi 

likelihood diambil nilai lognya sehingga diperoleh fungsi log-likelihood dari persamaan 

di atas sebagai berikut: 

 (2.5) 

Kemudian persamaan (2.5) diturunkan terhadap  dan disamakan dengan nol, yaitu: 

 (2.6) 
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 Sehingga persamaan (2.6) sama dengan weighted least square (WLS), estimasi 

likelihood maksimum, , dapat diestimasi dengan menggunakan Iterative Weighted Least 

Squares (IWLS). 

 

2.2 Binomial Negatif I (NB I) 

Diasumsi  untuk berdisribusi gamma dengan mean  dan varians 

, dan  menjadi berdisribusi Poisson dengan rataan bersyarat 

dapat ditunjukkan bahwa distribusi marjinal mengikuti distribusi binomial negatif 

dengan fungsi kepadatan peluang, 

 (2.7) 

di mana mean , dan variansi adalah . 

 Parameter berbeda dapat menghasilkan berbagai jenis distribusi Binomial 

Negatif. Misalnya, dengan mengambil vi = 
-1

, mengikuti sebuah distribusi Binomial 

Negatif dengan mean E ( ) =  dan variansi Var ( ) =  (1 + ), di mana  

menunjukkan parameter dispersi (Lawless, 1987); (Cameron & Trivedi, 1986). Sehingga 

persamaan (2.7) menjadi, 

 (2.8) 

 Jika  sama dengan nol, mean dan variansi akan sama, E( ) = Var( ), akan 

menjadi distribusi Poisson. Jika  > 0, variansi akan melebihi mean, Var( ) > E( ), dan 

distribusi memungkinkan overdispersi. Dalam tulisan ini, distribusi akan disebut sebagai 

Binomial Negatif I. 

 Untuk mengestimasi parameter  dan  dalam regresi binomial negatif I dapat 

digunakan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE). Jika diasumsikan bahwa 

mean atau fitted value adalah multiplikatif, yaitu, , 

diperoleh fungsi log-likelihood untuk regresi Binomial Negatif I sebagai berikut: 

 

(2.9) 
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 Oleh karena itu, estimasi kemungkinan maksimum, , dapat diperoleh 

dengan memaksimalkan terhadap  dan . Persamaan terkait adalah, 

 (2.10) 

dan, 

 (2.11) 

  Pendekatan yang lebih mudah untuk mengestimasi adalah dengan menggunakan 

perkiraan yang disarankan oleh (Breslow, 1984), yaitu dengan menyamakan Pearson 

Chi-Square Statistic dengan derajat bebas, 

 (2.12) 

di mana n menunjukkan jumlah rating classes dan p jumlah parameter regresi. Prosedur 

iterasi seperti yang disebutkan di atas juga dapat digunakan, kali ini menghasilkan MLE 

dari  dan estimasi moment dari , . 

 Dalam tulisan ini, ketika  diestimasi dengan MLE, model akan disebut sebagai 

Binomial Negatif I (MLE). Demikian juga, ketika diestimasi dengan metode moment, 

model akan disebut sebagai Binomial Negatif I (moment).  

 

2.3 Evaluasi Model 

2.3.1 Pearson Chi-Square 

Ukuran lain yang bisa digunakan untuk uji goodness of fit yaitu statistik Pearson Chi- 

Square (McCullagh & Nelder, 1989) yang didefinisikan sebagai 

 (2.13) 

2.3.2 Deviance 

Deviance yaitu logaritma dari uji rasio likelihood-nya (McCullagh & Nelder, 1989). Uji 

rasio likelihoodnya membandingkan current model-nya dengan saturated model-nya. 

Deviance dituliskan sebagai berikut: 

 (2.14) 

di mana dan adalah model log likelihood yang dievaluasi masing-masing 

di bawah  dan . Untuk model yang memadai, D juga memiliki asimtotik distribusi chi-
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squre dengan n - p derajat kebebasan. Oleh karena itu, jika nilai-nilai untuk kedua 

Pearson Chi-Square dan D adalah dekat dengan derajat kebebasan, model dapat dianggap 

memadai. 

 

2.4 AIC dan BIC  

  Ketika beberapa model cocok, dapat membandingkan performa model-model 

alternatif berdasarkan beberapa kemungkinan langkah-langkah yang telah diusulkan 

dalam literatur statistik. Dua yang paling sering digunakan adalah ukuran Akaike 

Information Criteria (AIC) dan Bayesian Schwartz Information Criteria (BIC). AIC 

didefinisikan sebagai  

 (2.15) 

dimana menunjukkan log-likelihood dievaluasi di bawah  dan  jumlah parameter. 

Untuk ukuran ini, semakin kecil AIC, semakin baik model. 

 BIC didefinisikan sebagai (Schwarz, 1978), 

 (2.16) 

mana  menunjukkan log-likelihood dievaluasi di bawah , p jumlah parameter dan n 

jumlah rating classes. Untuk ukuran ini, semakin kecil BIC, semakin baik model. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Data 

 Data yang digunakan dalam tulisan ini adalah data kematian yang disebabkan 

oleh kanker paru-paru didasarkan pada usia dan status merokok, dimana usia 

dikelompokkan atas 9 kelas yaitu, 40-44, 45-49, 50-54, 55-59, 60-64, 65-69, 70-74, 75-

79, dan 80+. Status merokok terdiri atas 4 kelas yaitu, doesn't smoke smokes, cigars or 

pipe only, smokes cigarrettes and cigar or pipe, dan  smokes cigarrettes only. Data bisa 

diakses dari Internet dengan alamat website, 

http://data.princeton.edu/wws509/datasets/#smoking 

Tabel 3.1 menunjukkan rating factors dan rating classes untuk exposure dan klaim yang 

dikeluarkan. Dalam hal ini, terdapat 9 × 4 = 36 perkalian rating classes yang 

diklasifikasikan menurut angka kematian. 

 

3.2 Hasil Analisis Data 

 Data jumlah angka kematian dimodelkan dengan menggunakan model regresi 

Poisson untuk mengetahui hubungan antar variabel respon dengan rating factors. 
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Selanjutnya, untuk mengetahui pengaruh yang diberikan setiap rating factors tersebut, 

dilakukan analisis Deviance. Tabel 3.2 memberikan hasil analisis deviance model regresi 

Poisson yang memuat rating factors. 

Tabel 3.1 Rating factors dan rating classes 

Rating factors Rating classes 

Usia 45-59 

 50-54 

 55-59 

 60-64 

 65-69 

 70-74 

 75-79 

 80+ 

Status merokok No 

 cigarPipeOnly 

 cigarrettePlus 

 cigarretteOnly 

   

Tabel 3.2 Analisis deviance model regresi Poisson untuk masing-masing rating factors 

 

Berdasarkan analisis deviance, model terbaik adalah model yang semua rating factors 

signifikan.  

Selanjutnya untuk mengetahui pengaruh yang diberikan setiap variabel penjelas 

dilakukan pengujian parameter. Hasil estimasi parameter untuk masing-masing rating 

factors, dapat dilihat pada tabel 3.3. 

Nilai p-value untuk parameter cigarPipeOnly sama dengan 0.21, nilai ini 

mengidentifikasikan bahwa estimasi parameter tidak signifikan. Dengan demikian nilai-

nilai parameter yang tidak signifikan tersebut dikombinasikan dengan intercept. 

Kemudian dilakukan estimasi ulang sampai semua nilai signifikan. Jika model empat 
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faktor yang sama dicocokan dengan model regresi binomial negatif I, estimasi parameter 

dan standar error akan bisa dibandingkan. Perbandingan dilihatkan pada Tabel 3.4. 

Tabel 3.3 Estimasi Parameter untuk  model regresi Poisson 

 

 Tabel. 3.4 memperlihatkan perbandingan antara model regresi Poisson dengan 

model regresi binomial negatif I. Parameter regresi untuk semua model memberikan 

nilai-nilai yang mendekati. Nilai standar error untuk model regresi Binomial Negatif I 

(MLE) dan Binomial Negatif I (moment) lebih besar dari Poisson. Dalam kasus ini, 

model terbaik adalah model regresi binomial negatif I (MLE). 

 

4. KESIMPULAN 

 Pertama, analisis regresi Poisson adalah analisis regresi dimana variabel 

dependennya diasumsikan berdistribusi Poisson dan nilai dari variabel dependennya 

adalah count (cacah) dan non negatif. Sedangkan nilai untuk variabel independennya 

dapat saja bernilai real, cacah atau kategorik. Asumsi pada regresi Poisson 

, pada kenyataannya sering ditemukan kasus dimana  maka 

dikatakan terjadi overdispersi, untuk mengetahui adanya overdispersi adalah dengan 

melihat nilai deviance yang dibagi dengan derajat bebasnya atau Pearson Chi-Square 

yang dibagi dengan derajat bebasnya. Model regresi Binomial Negatif I dapat digunakan 

untuk mengatasi permasalahan overdispersi yang terjadi pada model regresi poison. 
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Kedua, cara menguji model regresi Binomial Negatif I terbaik untuk penggolongan resiko 

pada jumlah klaim yaitu pengujian signifikansi parameter regresi menggunakan uji 

normalitas dengan melihat p-value nya. Ketiga, hasil dari beberapa contoh analisis data 

pada jenis data angka kematian yang disebabkan oleh kanker paru-paru menunjukkan 

bahwa model regresi Binomial Negatif I (MLE) merupakan model yang paling tepat 

digunakan untuk data yang bersifat overdispersi dibandingkan dengan model regresi 

Poisson. 

Tabel 3.4 Poisson vs Binomial Negatif I

est std.error p-value est std.error p-value est std.error p-value

a 0,025 0,098

Intercept -2,720 0,034 0,000 -2,730 0,075 0,000 -2,750 0,120 0,000

45-59 -0,380 0,059 0,000 -0,340 0,127 0,008 -0,300 0,210 0,153

60-64 0,720 0,032 0,000 0,690 0,105 0,000 0,710 0,190 0,000

65-69 1,070 0,033 0,000 1,070 0,104 0,000 1,080 0,190 0,000

70-74 1,340 0,035 0,000 1,360 0,104 0,000 1,380 0,190 0,000

75-79 1,630 0,041 0,000 1,640 0,106 0,000 1,660 0,190 0,000

80+ 1,920 0,048 0,000 1,900 0,110 0,000 1,920 0,190 0,000

cigarrettePlus 0,190 0,029 0,000 0,200 0,076 0,010 0,210 0,140 0,128

cigarretteOnly 0,380 0,031 0,000 0,380 0,077 0,000 0,380 0,140 0,005

df 27 26 26

Pearson's X^2 539 76 27

Dev iance 293 92 33

log L -413 -51321 -37963

Parameter
Poisson Binomial Negatif I (MLE) Binomial Negatif I (moment)

 

 

DAFTAR PUSTAKA 

[1] Breslow, N. E. Extra-Poisson Variation in Log-Linear Models. Journal of the Royal 

Statistical Society , Blackwell Publishing for the Royal Statistical Society. 1984. 

[2] Cameron, A. C., & Trivedi, P. K. Econometric Models Based on Count Data: 

Comparisons and Applications of Some Estimators and Tests. Journal of Applied 

Econometrics , 29-53. 1986. 

[3] Lawless, J. F. Negative Binomial and Mixed Poisson Regression. The Canadian 

Journal of Statistics , 209-225. 1987. 

[4] McCullagh, P., & Nelder, J. Generalized Linear Models (2nd Edition ed.). London: 

Chapman and Hall. 1989. 

[5] Schwarz, G. Estimating the Dimension of a Model. The Annals of Statistics , 461-

464. 1978. 



 453 

PENDEKATAN METODE BAYESIAN UNTUK FAKTOR 

KREDIBILITAS 

 

Setyo Wira Rizki, Dedi Rosadi, dan Adhitya Ronnie Effendie 
 

Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, 

 Universitas Gadjah Mada 

Kampus MIPA UGM Sekip Utara Yogyakarta 

riz_lembayung@yahoo.com 

dedirosadi@ugm.ac.id 

adhityaronnie@ugm.ac.id 

 

 

ABSTRAK. Metode Bayesian adalah salah satu metode yang digunakan  untuk perhitungan faktor 

kredibilitas. Pendekatan Bayesian  didasarkan pada distribusi posterior dan statistik posterior dari 

faktor kredibilitas. Pendekatan secara tradisional dapat menghasilkan suatu nilai estimator yang 

negatif.  

Kata kunci : Faktor Kredibilitas, Bayesian 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Kredibilitas adalah salah satu contoh estimasi statistik yang diperoleh melalui 

penggunaan rumus-rumus atau model-model statistik yang didasarkan pada pendekatan-

pendekatan atau paradigma-paradigma. Terdapat dua paradima utama statistik yaitu 

paradigma frekuensi atau klasik dan paradigma Bayesian. Dalam paradigma frekuensi, 

peluang suatu kejadian didasarkan  pada frekuensi relatif. Semua informasi prior dan/atau 

kolateral diabaikan. Pendukung-pendukung paradigma frekuensi melihatnya secara 

objektif. Beberapa kunci yang membangun paradigma frekuensi adalah Lemma Neyman-

Pearson, uji hipotesis statistik, interval konfidensi dan estimasi tak bias. 

 Dalam paradigma Bayesian, peluang suatu kejadian diperlakukan sebagai suatu 

ukuran kepercayaan yang rasional. Maka paradigma Bayesian didasarkan pada peluang 

perorangan atau subyektif dan melibatkan penggunaan teorema Bayes. Informasi prior 

dan/atau kolateral digabungkan secara eksplisit ke dalam model melalui distribusi prior 

dan likelihood. Beberapa kunci yang membangun paradigma Bayesian dalam 

penjumlahan terhadap teorema Bayes sendiri adalah peluang bersyarat, distribusi-

distribusi prior, distribusi prediktif dan distribusi posterior (Herzog, 1994) 
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2. MATERI DAN METODE 

2.1 Faktor Kredibilitas 

Jika aktuari mempunyai pengetahuan tentang prior yang cukup dan teknis 

substansiil dan komputasional sumber daya, lalu ia perlu mungkin membangun suatu 

distribusi yang bersifat prediksi untuk kumpulan pengamatan periode berikutnya, 

diberikan sejumlah kumpulan klaim prior. Suatu alternatif, pendekatan frekuensi yang 

tidak secara eksplisit menerima informasi prior untuk menghitung faktor kredibilitas 𝑍, 

dan tidak menerima sebanyak sumber daya, telah diusulkan oleh Bühlmann (1967). 

Pendekatannya adalah untuk mencari suatu titik pengestimasi 𝐶 dari bentuk 

𝐶 = 𝑍𝑅 +  1 − 𝑍 𝐻 (1.1) 

dimana 𝑅 adalah mean dari pengamatan sekarang,  𝐻 mean prior dan faktor kredibilitas 

𝑍didefinisikan sebagai berikut 

𝑍 =
𝑛

𝑘 + 𝑛
 

dan memenuhi 0 ≤ 𝑍 ≤ 1 dengan 𝑛 adalah jumlah percobaan yang independent dan  

𝑘 =
𝑛𝑖𝑙𝑎𝑖 𝑒𝑘𝑠𝑝𝑒𝑘𝑡𝑎𝑠𝑖 𝑝𝑟𝑜𝑠𝑒𝑠 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑠𝑖

𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑠𝑖 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝑚𝑒𝑎𝑛 −𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠
 

Bailey (1950) menunjukkan bahwa formula 𝑍𝑅 +  1 − 𝑍 𝐻 dapat diturunkan 

dari aplikasi metodologi Bayesian dengan menggunakan suatu model Bernoulli-Beta 

untuk parameter 𝜃 yang tidak diketahui. Secara teknis posterior merupakan proporsi dari 

prior dan fungsi likelihood. 

Misalkan total klaim dari suatu resiko dalam 𝑗 periode merupakan suatu variabel 

random 𝑋𝑗 | 𝛩 = 𝜃  atau dapat ditulis 𝑋𝑗 |𝜃, 𝑗 = 1,… ,𝑛 + 1. Dengan 𝑋𝑗 |𝛳 menunjukkan 

ukuran klaim ke-𝑗.  

 𝑋~𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 (1,𝑃 𝑥𝑗  ) 

                  𝑋𝑗
𝑛
𝑗=1 ~𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 (𝑛,𝑃 𝑥𝑗  ) 

                    𝑓𝑋 𝑥 =  𝑛
𝑥
 𝜃𝑥 1− 𝜃 𝑛−𝑥  (1.2) 
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2.1.1 Fungsi Likelihood Untuk Distribusi Binomial 

Variabel random 𝑋𝑗  merupakan variabel random yang berdistribusi Bernoulli 

dengan parameter 𝜃, jika 𝑥1 , 𝑥2 ,… , 𝑥𝑛  adalah sampel random dari distribusi Bernoulli, 

maka fungsi likelihoodnya adalah 

𝐿 𝑋𝑗 ,𝜃 =  𝑓 𝑥1 , 𝑥2 ,… , 𝑥𝑛 ; 𝜃 

𝑛

𝑗=1

 

 =  𝑛
𝑥1
 𝜃𝑥1 1− 𝜃 𝑛−𝑥1 ∙  𝑛

𝑥2
 𝜃𝑥2 1− 𝜃 𝑛−𝑥2 ⋯ 𝑛

𝑥𝑛
 𝜃𝑥𝑛  1− 𝜃 𝑛−𝑥𝑛  

=    
𝑛

𝑥𝑗
 

𝑛

𝑗=1

 𝜃 𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1  1− 𝜃 𝑛− 𝑥𝑗

𝑛
𝑗=1  

 

(1.3) 

2.1.2  Informasi Prior Untuk 𝜽 

Misalkan 𝜃~𝐵𝑒𝑡𝑎 𝑎, 𝑏  maka distribusi prior untuk 𝜃 adalah 

                       𝜋 𝜃 =
1

𝐵 𝑎 ,𝛽 
𝜃𝑎−1 1 − 𝜃 𝑏−1  ,      0 ≤ 𝜃 ≤ 1 

dimana 𝐵 𝑎,𝛽 =
𝛤 𝑎 𝛤 𝑏 

𝛤 𝑎+𝑏 
 

sehingga dapa ditulis, 

                        𝜋 𝜃 =
𝛤 𝑎+𝑏 

𝛤 𝑎 𝛤 𝑏 
𝜃𝑎−1 1− 𝜃 𝑏−1 

                                  𝛩~𝑏𝑒𝑡𝑎 𝑎, 𝑏  

Е 𝛩 =  𝜃
1

0

𝜋 𝜃; 𝑎, 𝑏  𝑑𝜃 =  𝜃
𝛤 𝑎 + 𝑏 

𝛤 𝑎 𝛤 𝑏 
𝜃𝑎−1 1− 𝜃 𝑏−1

𝟏

𝟎

𝑑𝜃 =
𝑎

𝑎 + 𝑏
 

 

(1.4) 

1.3. Distribusi Posterior 

Posterior merupakan proporsi dari prior dan fungsi likelihood. 

𝑃𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 ∝ 𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 × 𝑙𝑖𝑘𝑒𝑙𝑖𝑜𝑜𝑑 
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𝜋 𝜃|𝑥 =
𝐿 𝜃|𝑥 𝜋 𝜃 

 𝐿 𝜃|𝑥 𝜋 𝜃 𝑑𝜃
=

𝐿 𝜃|𝑥 𝜋 𝜃 

 𝐿 𝜃|𝑥 𝜋 𝜃 𝑑𝜃
1

0

 

=
   𝑛

𝑥𝑖
 𝑛

𝑖=1  𝜃 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  1− 𝜃 𝑛− 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

𝛤 𝑎 + 𝑏 
𝛤 𝑎 𝛤 𝑏 

𝜃𝑎−1 1− 𝜃 𝑏−1

    𝑛
𝑥𝑖
 𝑛

𝑖=1  𝜃 𝑥𝑖
𝑛
◼=1  1− 𝜃 𝑛− 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

𝛤 𝑎 + 𝑏 
𝛤 𝑎 𝛤 𝑏 

𝜃𝑎−1 1− 𝜃 𝑏−1𝑑𝜃
1

0

 

Misal 𝑎′ =  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 + 𝑎  𝑑𝑎𝑛 𝑏′ = 𝑛 −  𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑏 

=
𝜃𝑎

′−1 1− 𝜃 𝑏
′−1

 𝜃𝑎
′−1 1− 𝜃 𝑏

′−1𝑑𝜃
1

0

 

𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑠𝑖 𝑝𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟~𝐵𝑒𝑡𝑎 𝑎′, 𝑏′  

Dengan menggunakan moment pertama dan kedua diperoleh mean dan variansi 

dari distribusi posteriornya yaitu : 

Е 𝛩|𝑋𝑛+1 =  𝜃 𝜋 𝜃|𝑥 
1

0

𝑑𝜃 =  𝜃 
𝜃𝑎

′−1 1− 𝜃 𝑏
′−1

𝐵 𝑎′, 𝑏′ 

1

0

𝑑𝜃 =
𝑎′

𝑎′ + 𝑏′
 

Е 𝛩|𝑋𝑛+1 =
𝑎′

𝑎′ + 𝑏′
=

 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 + 𝑎 

 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 + 𝑎 + 𝑛 −  𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 + 𝑏

=
𝑛

𝑎 + 𝑏 + 𝑛
𝑋 +

𝑎 + 𝑏

𝑎 + 𝑏 + 𝑛
Е 𝛩  

dengan, 

𝑍 =
𝑛

𝑎 + 𝑏 + 𝑛
 misal 𝑘 = 𝑎 + 𝑏 

 

Maka  

𝑍 =
𝑛

𝑘 + 𝑛
 

 

Sehingga diperoleh  

Е 𝛩|𝑋𝑛+1 = 𝑍𝑋 +  1 − 𝑍 Е 𝛩  

(1.5) 

  

1. Pemodelan Kredibilitas Tradisional 

Suatu rekaman klaim dalam 𝑗 tahun yaitu 𝑗 = 1,… ,𝑛𝑖  untuk 𝑖 policyholder 

dengan 𝑖 = 1,… , 𝑟. Data dapat dirangkum dalam bentuk berikut, 



Pendekatan Metode Bayesian Untuk Faktor Kredibilitas FMIPA UNS 

Seminar Nasional Matematika 2010  457 Prosiding 

𝑋11 ,𝑋12 ,… ,𝑋1,𝑛1

………………… .
𝑋𝑟1 ,𝑋𝑟2 ,… ,𝑋𝑟 ,𝑛𝑟

 

dimana 𝑋𝑖𝑗  suatu loss ratio dari portofolio asuransi. Dalam suatu model komponen 

variansi, setiap sel terdiri dari sejumlah 𝑚𝑖𝑗  kontrak. Maka untuk 𝑖 kontrak, 𝑖 = 1,… , 𝑟  

dalam 𝑗 = 1,… ,𝑛𝑖  t ahun. Pengalaman klaim dipaparkan dengan model, 

𝑋𝑖𝑗 = 𝜇 + 𝛼𝑖 + 𝜀𝑖𝑗     ,𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛  𝑖 = 1,… , 𝑟 𝑑𝑎𝑛 𝑗 = 1,… ,𝑛𝑖  

dengan 𝜇 adalah mean dan 𝛼𝑖  adalah konstanta error dan 𝜀𝑖𝑗  adalah error yang disebabkan 

oleh 𝜇 + 𝛼𝑖  pada kontrak ke- 𝑖. Dimana 𝛼𝑖  dan 𝜀𝑖𝑗  independen dengan  𝛼𝑖 = 0 

,𝑉𝑎𝑟 𝛼𝑖 = 𝑎 , dan 𝐸  𝜀𝑖𝑗  = 0 , 𝑉𝑎𝑟 𝜀𝑖𝑗  = 𝑣
𝑚𝑖𝑗  . Parameter-parameter strukturalnya 

yaitu, 

𝜇 = Е 𝜇 𝛩𝑖   

𝑣 = Е 𝑣 𝛩𝑖   

𝑎 = 𝑉𝑎𝑟 𝜇 𝛩𝑖   

Sehingga diperoleh faktor kredibilitas untuk setiap resiko 𝑖 yaitu, 

𝑍𝑖 =
𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 𝑘
 (2.1) 

dimana     𝑘 =
𝑣

𝑎
     dan   𝑚𝑖 =  𝑚𝑖𝑗

𝑛𝑖
𝑗=1   ,       𝑖 = 1…𝑟  . 

Jika estimator-estimator dari 𝜇, 𝑣, 𝑎 ditunjukkan oleh 𝜇 , 𝑣 , 𝑎  maka menghasilkan 

premium kredibilitas sebagai berikut, 

𝑃 𝑖 = 𝑍 𝑖𝑋 𝑖 +  1 − 𝑍 𝑖 𝜇  (2.2) 

𝑍 𝑖 =
𝑚𝑖

𝑚𝑖 + 𝑘 
 (2.3) 

dengan 𝑘 =
𝑣 

𝑎 
  dan 𝑋 𝑖 =

 𝑚 𝑖𝑗 𝑋𝑖𝑗
𝑛 𝑖
𝑗=1

𝑚 𝑖
,           𝑖 = 1…𝑟    

Salah satu metode yang digunakan untuk mencari 𝜇 , 𝑣 , 𝑎  adalah estimasi parameter 

Bayesian empiris. Kita diperbolehkan untuk menggunakan data yang ada untuk 
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mengestimasi parameter-parameter stuktural dan menghasilkan estimator-estimator tak 

bias dari 𝜇, 𝑣, dan 𝑎 yaitu : 

𝜇 = 𝑋 =
 𝑚𝑖𝑋𝑖
𝑟
𝑖=1

𝑚
 

(2.4) 

𝑣 =
  𝑚𝑖𝑗  𝑋𝑖𝑗 − 𝑋 𝑖 

2𝑛𝑖
𝑗=1

𝑟
𝑖=1

  𝑛𝑖 − 1 𝑟
𝑖=1

 

(2.5) 

𝑎 =
 𝑚𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋  

2 −  𝑟 − 1 𝑣 𝑟
𝑖=1

𝑚 −
 𝑚𝑖

2𝑟
𝑖=1
𝑚

 
(2.6) 

dimana =  𝑚𝑖
𝑟
𝑖=1  . 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Hasil  

1. Hasil Penelitian Sebelumnya 

Tabel 1. Perbandingan rata-rata premi dengan premi kredibilitas tradisional untuk 

penelitian sebelumnya 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dari simulasi data penelitian sebelumnyal nilai 𝑋 𝑖  dan 𝑃 𝑖  diperoleh yang berbeda dan 

tidak terpaut jauh nilainya. Nilai 𝑋 𝑖  cenderung lebih besar dari nilai 𝑃 𝑖 . 
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2. Hasil Penelitian dengan Menggunakan Claim Severity Sebagai Original Premium  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dari simulasi data dengan menggunakan program R nilai 𝑋 𝑖  dan 𝑃 𝑖  diperoleh yang  

berbeda.  𝑃 𝑖  cenderung lebih besar dari nilai 𝑋 𝑖 . 

3. Nilai-Nilai Parameter Dan Estimator Yang Diperoleh 

 

 

 

 

 

 

Nilai parameter dan estimator terpaut jauh hal ini disebabkan data yang digunakan adalah 

data sampel bukan populasi.  

3.2  Pembahasan 

Hasil penelitian sebelumnya dan penelitian saat ini menunjukkan adanya perbadaan nilai-

nilai premi kredibilitas, hal tersebut disebabkan oleh adanya variasi nilai-nilai faktor 

kredibilitasnya untuk setiap kelompok resiko. Adakalanya estimator yang dihasilkan 
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bernilai negatif. Saran penelitian selanjutnya, jika ditemukan nilai estimator yang negatif 

dapat digunakan metode Bayesian dan teknik MCMC ( Markov Chain Monte Carlo). 

Untuk penelitian selanjutnya dapat juga digunakan data asuransi kendaraan bermotor dan 

data asuransi kerugian lainnya. 

4. KESIMPULAN 

1. Terdapat perbedaan pola hasil dari penelitian sebelumnya dan penelitian saat ini, untuk 

penelitian sebelumnya nilai 𝑋 𝑖  cenderung lebih besar dari nilai 𝑃 𝑖 , sedangkan untuk 

penelitian saat ini nilai 𝑃 𝑖  lebih besar dari nilai 𝑋 𝑖 .  

2. Faktor kredibilitas yang dihasilkan mempunyai pengaruh terhadap premi kredibilitas 

yang dihasilkan. 
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Lampiran 

Lampiran 1. Data asuransi kebakaran ReIndo tahun 2001-2004 
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Lampiran 2. Tampilan Data dalam Program R 
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PENERAPAN MODEL REGRESI LOGISTIK POLYTOMOUS UNTUK 

MENENTUKAN POLA HUBUNGAN ANTARA TINGKAT KESEHATAN 

MASYARAKAT DAN INDEKS GINI*) 

 
Respatiwulan dan Hasih Pratiwi 

Jurusan Matematika FMIPA UNS Surakarta 

 

 
ABSTRAK. Tujuan penelitian ini adalah  untuk menerapkan model regresi logistik polytomous 

untuk menentukan hubungan antara tingkat kesehatan masyarakat dan indeks Gini. Indeks Gini 

merupakan ukuran ketaksamaan pendapatan yang dinyatakan oleh jarak antara pendaparan 

mayarakat terhadap garis egalitarian yaitu garis yang menunjukkan pendapatan masyarakat  

seluruhnya sama. Variabel respon yang dipertimbangkan adalah tingkat kesehatan individu. 

Tingkat kesehatan diklasifikasikan menjadi baik, sedang dan buruk. Varoabel predictor yang 

dipertimbangakan adalah indeks Gini. Pendapatan dan indeks massa tubuh juga dipertimbangkan 

sebagai penentu tingkat kesehatan dan perhitungan indeks Gini. Data hasil survey yang 

dilaksanakan di Kota Surakarta pada Juli 2008 menunjukkan indeks Gini dianatara 0,313 samapai 

0,489. Estimasi arameter model regresi logistik polytomous menggunakan metode likelihood 

maksimum dan uji signifikansi menggunakan uji rasio likelihood serta interpretasi menggunakan 

nilai rasio odds. Hasil analisis data menunjukkan indeks Gini dan umur  merupakan factor yang 

berpengaruh terhadap tingkat kesehatan seseorang. Nilai rasio odds menunjukkan tingkat 

kesehatan turun 92.27 kali bila indeks Gini naik senbesar  0.01 satuan, dan  tingkat kesehatan turun 

sebesar  1.03 kali jika umur naik  1 satuan. Rasio odds uttuk model yang hanya melibatkan 

variabel prediktot indeks Gini saja  adalah 51.66. 

Kata kunci : indeks Gini, model regresi logistik polytomous, tingkat kesehatan masyarakat. 

 

 
1. PENDAHULUAN 

Tingkat kesehatan masyarakat mendapatkan perhatian yang sangat penting bagi 

pemerintah. Masalah gizi buruk yang muncul akhir-akhir ini juga menunjukkan kualitas 

kesehatan masyarakat secara umum yang kurang baik. Masalah kesehatan juga sangat 

berkaitan dengan kondisi ekonomi masyarakat. 

 Pendapatan masyarakat yang tidak mencukupi kebutuhan hidup menyebabkan 

kualitas kesehatan juga semakin rendah. Salah satu ukuran  

pemerataan pendapatan adalah indeks Gini.Teori tentang indeks Gini berkembang pesat 

sejak disampaikan Gini pada tahun 1914. Teori ini dikembangkan untuk menilai 

ketaksamaan ekonomi, Gastwirth (1975), Barret and Donald (2000) dan Zitikis (2000, 

2002). 
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Perhitungan indeks Gini didasarkan pada kurva Lorenz, Zitikis (2000) yang 

secara matematik diformalkan dengan mengasumsikan variabel ekonomi berupa 

pendapatan seseorang atau keluarga 0X  mempunyai fungsi probabilitas. Data 

pendapatan tersebut digunakan untuk menggambar kurva Lorenz, dan ukuran 

ketaksamaan ekonomi didefinisikan sebagai dua kali area antara garis diagonal dengan 

kurva Lorenz yang dikenal dengan indeks Gini, Zitikis (2002).  

Pada penelitian ini dicari pola hubungan antara tingkat kesehatan masyarakat 

dengan indeks Gini. Pola hubungan dua variabel tersebut dinyatakan dalam model regresi 

logistik polytomous. Model regresi logistik polytomous digunakan untuk menjelaskan 

pola hubungan antara beberapa variabel, dengan variabel responnya merupakan kategori 

yang lebih dari dua, Hosmer and Lemeshow, (1989).  

Variabel respon yang digunakan pada penelitian ini adalah tingkat kesehatan 

masyarakat yang digolongkan menjadi rendah, sedang, dan tinggi, Weich (2002). 

Sedangkan variabel prediktor yang diduga mempengaruhi tingkat kesehatan masyarakat 

adalah tingkat pemerataan pendapatan yang diukur dengan indeks Gini. 

Model regresi polytomous yang dihasilkan diharapkan dapat menjelaskan 

hubungan atau pengaruh tingkat pemerataan pendapatan terhadap tingkat kesehatan 

masyarakat.  

Penelitian ini diterapkan pada data primer/sekunder untuk masyarakat Kota 

Surakarta. Pemilihan sampel menggunakan sampling kelompok, dengan kecamatan 

sebagai kelompok, kemudian dipilih kelurahan sebagai unit samplingnya.  

Masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana menurunkan 

dan menerapkan model regresi logistik polytomous untuk menjelaskan hubungan antara 

tingkat kesehatan masyarakat dengan tingkat pemerataan pendapatan yang diukur dengan 

indeks Gini. 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1.Tingkat Kesehatan Masyarakat 

Tingkat kesehatan masyarakat dapat dilihat dari beberapa indikator.-indikator 

mortalitas (kematian), Ketut Arsana Laga (2008). Indikator mortalitas dipengaruhi oleh 

indikator-indikator morbiditas (kesakitan) dan indikator-indikator status gizi.  

Indikator morbiditas dan status gizi didasari oleh kesehatan individu. Banyak 

faktor yang mempengaruhi kesehatan individu, antara lain pola makan, lingkungan 

tempat tinggal, kebiasaan hidup dan kondisi fisik. Kesehatan individu dipengaruhi oleh 
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kondisi ekonomi dalam hal ini pendapatan. Secara tidak langsung kondisi pemerataan 

pendapatan masyarakat diindikasikan mempengaruhi tingkat kesehatan masyarakat. 

Penelitian ini menggunakan variabel respon tingkat kesehatan masyarakat yang 

diukur dengan memperhatikan kondisi kesehatan individu masyarakat meliputi pola 

makan, lingkungan tempat tinggal, kebiasaan hidup dan kondisi fisik, Roeshadi (2006). 

Tingkat kesehatan tersebut diklasifikasikan menjadi tiga kategori rendah, sedang dan 

tinggi, Weich (2002). Sedangkan variabel prediktor yang dipertimbangkan tingkat 

pemerataan pendapatan masyarakat yang dinyatakan oleh indeks Gini.  

 

2.2. Ukuran Pemerataan Pendapatan Masyarakat 

Ukuran pemerataan pendapatan erat kaitannya dengan angka garis kemiskinan. 

Penetapan jumlah penduduk yang berada di bawah garis kemiskinan dan yang diatas 

dapat diketahui merata atau tidaknya pendapatan masyarakat.  

Beberapa indikator lain untuk melihat pemerataan pendapatan adalah konsep 

pemerataan Bank Dunia, indeks Gini dan visualisasi kurva Lorenz, Kesejahteraan Rakyat, 

(2006). Kriteria Bank Dunia berdasarkan kontribusi pendapatan yang diterima oleh 

penduduk. Penduduk dikelompokkan dalam tiga kriteria strata pendapatan yaitu, 40% 

pendapatan rendah, 40% pendapatan menengah dan 20% pendapatan tinggi.   

Indeks Gini menghitung jarak pendapatan masyarakat seluruhnya (dapat dari 

sampel) terhadap asumsi seluruh masyarakat punya pendapatan yang sama. Sedang kurva 

Lorenz merupakan gambaran secara visual dari indeks Gini. Pada penelitian ini 

digunakan indeks Gini untuk mengukur tingkat pemerataan pendapatan masyarakat. 

 

2.3. Indeks Gini 

Pada penelitian ini, indeks Gini diterapkan pada pendapatan per bulan 

masyarakat dalam hal ini keluarga di wilayah Kota Surakarta yang terdiri dari lima 

Kecamatan dengan 51 Kelurahan. Penurunan teori tentang indeks Gini mengacu pada 

Zitikis (2002).  

Data pendapatan dari n unit sampel yang terpilih dicatat jumlah pendapatan per 

bulan  1 2, ,... nx x x  denfgan nilai yang bias negatif bila seseorang dalam keadaan 

berhutang, dan non negatif. Data tersebut diurutkan dari yang terkecil ke yang terbesar 



Penerapan Model Regresi Logistik Polytomous …                                              FMIPA UNS 

 

Seminar Nasional Matematika 2010 468 Prosiding 

1: 2: : :... ...n n k n n nx x x x     untuk 0,1,2,...k n . Proporsi pendapatan yang dimiliki 

oleh individu adalah 100%
k

n
 . Secara matematik dapat dituliskan 

   

:

1

:

:

1

k

i k

i

k n n

i n

i

x

l

x





 
 
 
 
 
 




                                                    (1) 

:k nl well difined bila penyebut dari persamaan (1) tidak nol, dan ekivalen dengan 

    
1

1
0

n

n

i

x x
n 

                                                     (2) 

Kemudian, persamaan (2) diasumsikan dapat dipenuhi. Sebagai catatan bila 0k  maka 

:

1

0
n

i n

i

x


 sehingga 0:1 0l  dan : 1.n nl   

Penggambaran persamaan (1) merupakan kurva Lorenz yang merupakan plot 

:, k n

k
l

n

 
 
 

 di bidang real kemudian dihubungan dengan suatu garis lurus. Hasil yang 

diperoleh adalah kurva nL yang disebut kurva (empiris) Lorenz. Kurva Lorenz  nL  well 

difined di interval [0,1] dengan (0) 0nL  dan (1) 1nL   dapat ditulis 

   

( )
, 0 1

( )

1, 1

n

n

C t
t

L t nx

t


 

 
 

                             (3) 

Dengan 

 

    : 1: ,
1

( )
n

n

t

n i n n n t n
i

C t x t t x




   dan  nt bilangan bulat terbesar yang kurang 

dari nt . Hubungan persamaan (3) dan (1) adalah :( / ) , 0,1,2,..., .n k nL k n l k n   

Fungsi nC konvek, akibatnya jika 0x  maka nL konvek dan jika 0x  maka 

nL konkav. Karena (0) 0nL   dan (1) 1nL   maka kurva Lorenz nL selalu di bawah (jika 

0x  ) atau di atas (jika 0x  )diagonal, 

   ( ) ,0 1.I t t t    

Diagonal I juga merupakan kurva Lorenz empiris dengan asumsi pendapatan 

semua individu sama yang disebut egalitarian kurva Lorenz.  
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Berdasar konsep di atas ketaksamaan pendapatan diukur dengan menggunakan 

konsep jarak, ( , )nd I L yaitu jarak antara egalitarian kurva Lorenz dengan nL . Jika 

sampel cukup besar maka ( , )nd I L adalah ekivalen dengan ketaksamaan ekonomi 

pupulasi. Secara fungsional jarak yang didefinisikan di atas mempunyai sifat, 

   

* ** * **

( ) ( , )

1. ( ) 0

2. ( ) 0 1

3. ( ) ( ),

n n

n

n n

n n n n

D L d I L

D L

D L L

D L D L L L





  

 

 

Bila dua kurva I dan nL dibandingkan maka digunakan jarak maksimal dua 

kurva, 

   
sup

( ) ( ) ( )
0 1

F n nD L t L t w t
t

 
 

 

dengan , ( )F W nD L well defined dan berhingga untuk fungsi pembobot : (0,1) (0, )w  

dan memenuhi asumsi 

    
sup

(1 ) ( ) .
0 1

t t w t
t

  
 

 

Daerah antara I dan nL dicari dengan 

    
1

1
0

( ) ( )n nD L t L t dt   

Dan dapat dimodifikasi menjadi, 

     
1/

1

0
( ) , 0

p
p

nt L t dt p   

atau 

    
1

0
( ) ( ) .nt L t w t dt  

Secara umum indeks ketaksamaan ekonomi adalah  

               
1/

1

,
0

( ) ( ) ( )
p

p

p w n nD L t L t w t dt   

0 p  tetap dan : (0,1) (0, )w   . Sehingga, 

    
1

0
(1 ) ( )p pt t w t dt   . 
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Asumsikan 0x  sehingga kurva Lorenz di bawah diagonal I dalam interval [0,1] bila 

1p  dan ( ) 2w t  maka, 

     
1

,
0

( ) 2 ( )p w n n nD L t L t dt G                                       

dengan nG koefisien Gini yang dirumuskan, 

    
2

1 1

1

2

n n

n i j

i j

G x x
xn  

  .                  (4) 

Indeks Gini nG pada (4) dapat ditentukan dari data pendapatan masyarakat dan digunakan 

untuk ukuran pemerataan pendapatan. Penulisan nilai indeks Gini sebagai variabel bebas 

di model regresi logistik polytomous dinotasikan dengan z.   

 

2.4.  Regresi Logistik Polytomous 

Menurut Hosmer dan Lemeshow, (1989) model regresi logistik adalah model 

regresi yang variabel responnya diskret yang mempunyai dua atau lebih kemungkinan 

hasil. Variabel respon dapat berupa kategori yang dinyatakan dalam variabel dummy. 

Variabel respon Y dalam penelitian ini merupakan kategori tingkat kesehatan masyarakat 

yaitu Y=0 untuk rendah, Y=1 untuk sedang dan Y=2 untuk tinggi. Model regresi logistik 

polytomous adalah 
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                (5) 

dengan  i=0,1,2 banyak kategori tingkat kesehatan masyarakat, z variabel prediktor yaitu 

indeks Gini, 0 1,i i   parameter model dan k=1,2,…,n ukuran sampel pengamatan. Nilai 

probabilitas bersyarat untuk masing-masing kategori variabel respon pada (5) adalah 
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atau secara umum dapat ditulis menjadi, 
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Estimasi parameter yang digunakan untuk model regresi logistik polytomous 

(5) menggunakan metode likelihood maksimum. Fungsi likelihood untuk n sampel 

independen adalah, 

   ( ) ( ) iky

i kl z  , 

Kemudian untuk memudahkan perhitungan, fungsi ( )l  di log likelihood kan menjadi 

   
( )

( ) ( ) ln(1 )ig z

ik i kL y g z e      

                                                10 11

10 11 ln 1 .kz

ik ky z e
 

 
     

Fungsi ( )L  dideferensialkan terhadap 0 1,i i   kemudian disamadengankan nol dan 

diperoleh estimasi parameter model. 

Uji signifikansi parameter digunakan untuk megetahui apakah parameter 

signifikan atau apakah variabel prediktor berpengaruh terhadap variabel respon. Uji 

signifikasi parameter menggunakan uji rasio likelihood G yang merupakan fungsi dari 

0 1( , )L L  yang berdistribusi 
2 dengan derajat bebas 2 sesuai dengan banyak parameter. 

Nilai G didefinisikan 0 12( , )G L L  dengan 0L adalah log likelihood  model tanpa 

variabel prediktor dan 1L likelihood model dengan varibel prediktor. 

Interpretasi model diberikan oleh nilai rasio odds  yaitu rasio probabilitas 

kejadian dengan kategori respon tertentu dibandingkan dengan probabilitas kejadian 

dengan kategori control dalam hal ini nilai respon adalah nol atau tingkat kesehatan 

rendah. 

 

2.5. Metode Penelitian 

Penelitian ini merupakan penelitian yang menggabungkan antara studi pustaka 

dan studi kasus. Studi pustaka berupa kajian dan penurunan ulang mengenai konsep dan 

teori indeks Gini dan regresi logistik polytomous. Sedangkan studi kasus dilaksanakan 

untuk menerapkan analisis metode indeks Gini dan regresi logistik polytomous pada data 

primer. 

Data yang digunakan adalah data sampel yang diambil dari penduduk Kota 

Surakarta. Kota Surakarta  terdiri dari lima kecamatan, dari lima  kecamatan terdapat 51 

kelurahan yang dianggap sebagai kelompok. Hal ini dilakukan dengan pertimbangan 

masing-masing kelurahan di Kota Surakarta relatif tidak jauh berbeda baik dari proporsi 

jumlah penduduk per luas wilayah, komposisi penduduk dan lingkungan. 
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Sebanyak sembilan kelurahan dipilih secara random dan yang terpilih adalah 

kelurahan : Purwosari,  Serengan, Banyuanyar, Jebres, Mojosongo, Ketelan, Semanggi, 

Sangkrah dan Punggawan. Dari setiap kelurahan dipilih secara random acak sederhana 10 

unit sampel sehingga diharapkan terdapat 90 unit sampel yang akan diteliti. Unit sampel 

dalam penelitian ini adalah individu anggota masyarakat dan dipilih menjadi responden. 

Pengambilan data dilakukan dengan menyebarkan kuisioner pada unit sampel 

terpilih. Data yang diperlukan sebagai variabel prediktor adalah data tentang pendapatan. 

Selain itu dicatat pula data pengeluaran sebagai periksa ulang kekonsistenan jawaban 

responden. Sedangkan variabel respon yang digunakan adalah tingkat kesehatan 

seseorang menyangkut kondisi kesehatan individu masyarakat meliputi pola makan, 

lingkungan tempat tinggal, kebiasaan hidup dan kondisi fisik. Bila pola makan, 

lingkungan dan tempat tinggal masuk kategori baik maka tingkat kesehatan dikatakan 

baik, bila paling sedikit ada salah satu yang sedang tingkat kesehatan dikategorikan 

sedang dan bila paling sedikit ada satu yang rendah dikategorikan rendah. 

Langkah-langkah operasional untuk menyelesaikan masalah pada penelitian ini 

adalah : 

1. Mempelajari dan menurunkan ulang konsep perhitungan indeks Gini. 

2. Mempelajari dan menurunkan ulang model regresi polytomous mulai dari 

mengkonstruksi model, estimasi parameter, uji signifikansi dan interpretasi. 

3. Mempelajari lokasi dan perilaku populasi pengambilan sampel dari informasi data 

sekunder, BPS Surakarta (2007). 

4. Menyusun kerangka sampel untuk pengambilan data primer. 

5. Menyusun kuisioner. 

6. Mengambil sampel dengan metode sampel kelompok digabung dengan sampel acak 

sederhana. 

7. Mengolah data sampel. 

8. Menentukan nilai indeks Gini untuk tiap kelurahan. 

9. Menentukan klasifikasi tingkat kesehatan seseorang. 

10. Mengkonstruksi model regresi logistik polytomous antara indeks Gini dan tingkat 

kesehatan seseorang, 

11. Melakukan estimasi parameter dengan metode likelihood maksimum. 

12. Melakukan uji signifikansi parameter dengan menggunakan uji rasio likelihood G. 

13. Membuat kesimpulan dan interpretasi terhadap hasil pengolahan data. 

 



Penerapan Model Regresi Logistik Polytomous …                                              FMIPA UNS 

 

Seminar Nasional Matematika 2010 473 Prosiding 

3.  HASIL DAN PEMBAHASAN 

Data yang dianalisis dalam penelitian ini adalah data primer hasil survey yang 

dilakukan pada masyarakat Kota Surakarta pada bulan Juli lokasi pengambilan sampel 

adalah kelurahan : Purwosari,  Serengan, Banyuanyar, Jebres, Mojosongo, Ketelan, 

Semanggi, Sangkrah dan Punggawan. Dari setiap kelurahan dipilih secara random acak 

sederhana 10 unit sampel sehingga diharapkan terdapat 90 unit sampel yang akan diteliti, 

tetapi hasil yang diperoleh hanya terdapat 86 unit sampel yang memberikan data lengkap. 

 Data yang diperlukan sebagai variabel prediktor adalah data pendapatan. Dari 

data pendapatan tersebut dapat dihitung indeks Gini masyarakat di kelurahan terkait. 

Variabel prediktor lain yang dipertimbangkan dapat memberi informasi adalah umur dan 

indeks masa tubuh (imt) yang dihitung dengan, 

imt = (berat badan kg) / (tinggi badan cm )2 

Sedangkan umur responden yang terpilih antara 20 sampai 75 tahun. 

Variabel respon yang digunakan adalah tingkat kesehatan seseorang 

menyangkut kondisi kesehatan individu masyarakat meliputi pola makan, lingkungan 

tempat tinggal, kebiasaan hidup (merokok/tidak) dan kondisi fisik (frekuensi sakit). Bila 

pola makan, lingkungan, kondisi fisik dan pola hidup masuk kategori baik maka tingkat 

kesehatan dikatakan baik, bila paling sedikit ada salah satu yang sedang tingkat kesehatan 

dikategorikan sedang dan bila paling sedikit ada satu yang rendah dikategorikan rendah. 

Hasil survey menunjukkan kategori tingkat kesehatan masyarakat ditampilkan 

pada Tabel 1. 

Tabel 1. Data Tingkat Kesehatan Masyarakat Kota Surakarta  

Tingkat kesehatan Kategori Frekuensi Persentase 

Kurang 0 14 16.28% 

Sedang 1 40 46.51% 

Baik 2 32 37.2% 

Data pendapatan digunakan untuk menghitung indeks Gini setiap kelurahan 

dengan hasil ditampilkan pada Tabel 2. 

Tabel 2. menunjukkan kelurahan yang paling timpang adalah Kelurahan 

Semanggi dengan indeks Gini 0.489 dan yang paling merata Kelurahan Banyuanyar 

dengan indeks Gini 0.131. Nilai indeks Gini akan digunakan sebagai variabel prediktor 

pada regresi logistik polytomous.  
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Tabel 2. Nilai Indeks Gini Tiap Kelurahan 

Nama Kelurahan Nilai Indeks Gini 

Ketelan 0.249 

Banyuanyar 0.131 

Mojosongo 0.433 

Jebres 0.271 

Purwosari 0.187 

Punggawan 0.348 

Sangkrah 0.365 

Semanggi 0.489 

Serengan 0.386 

Model regresi logistik polytomous digunakan untuk menunjukkan pola 

hubungan antara tingkat kesehatan masyarakat masyarakat Kota Surakarta dengan umur, 

pendapatan, imt dan indeks Gini. Hasil pengolahan data menggunakan Minitab 14 

ditampilkan pada output berikut. 

Tabel 3. Hasil Estimasi Parameter I 

 IK 95% 

prediktor koef SE koef Z P-val Rasio odd bawah atas 

Konst1 -5.7461 1.83044 -3.14 0.002    

Konst2 -3.4214 1.75643 -1.95 0.051    

Gini 4.3295 2.3421 2.13 0.033 75.91 1.41 4091.02 

Umur 0.0341 0.01806 1.89 0.059* 1.03 1.00 1.07 

Imt 0.0454 0.06499 0.70 0.485 1.05 0.92 1.19 

Pdpt 0.00007 0.000104 0.66 0.507 1.00 1.00 1.00 

 

Hasil analisis yang ditampilkan pada Tabel 3. menunjukkan P-val indeks Gini yang 

merupakan ukuran pemerataan pendapatan 0.033 < α  signifikan berpengaruh pada 

tingkat kesehatan seseorang dengan tingkat signifikan 0.05. Sedangkan umur seseorang 

secara signifikan berpengaruh dengan tingkat signifikan 0,1. 

Nilai rasio likelihood G = 8.951 < 49.9)4;05.0(
2   artinya model tidak 

cocok, tetapi bila dibandingkan dengan 78.7)4;1.0(
2   nilai G lebih besar sehingga 

model cocok untuk tingkat signifikansi α = 0,1. Hal ini juga ditunjukkan P-val = 0.062 < 
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0.1. Sehingga analisis berikut diestimasi model yang hanya melibatkan umur dan indeks 

Gini saja. Hasil analisis diperoleh sebagai berikut. 

Tabel 4. Hasil Estimasi Parameter II 

 IK 95% 

prediktor koef SE koef Z P-val Rasio odd bawah atas 

Konst1 -4.5582 1.1548 -3.95 0.000    

Konst2 -2.2523 1.0680 -2.11 0.035    

Gini 4,52476 2.01143 2.25 0.024 92.27 1.79 4756.08 

Umur 0.0329 0.01773 1.86 0.064* 1.03 1.00 1.07 

 

Hasil analisis pada Tabel 4. menunjukkan  P-val  =0.024 < α=0.05 artinya indeks Gini 

signifikan berpengaruh pada tingkat kesehatan seseorang dengan tingkat signifikan 0.05. 

Sedangkan umur seseorangdengan P-val=0.064 secara signifikan berpengaruh dengan 

tingkat signifikan 0,1. Nilai rasio likelihood G = 7.984 < 99.5)2;05.0(
2   artinya model  

cocok. Model regresi logistik   polytomous yang diperoleh adalah  

umurginixg 0329.052476.455828.4)(1   

umurginixg 0329.052476.425233.2)(2                            (7) 

Selanjutnya akan diestimasi model yang menunjukkan pola hubungan antara tingkat 

kesehatan dengan indeks Gini saja. Hasil analisis diberikan sebagai berikut 

Tabel 5. Hasil Estimasi Parameter III 

 IK 95% 

prediktor koef SE koef Z P-val Rasio odd bawah atas 

Konst1 -2.9405 0.73493 -4.00 0.000    

Konst2 -0.6956 0.65649 -1.06 0.289    

Gini 3.9447 1.94728 2.03 0.043 51.66 1.14 2348.12 

 

Hasil analisis yang ditampilkan pada Tabel 5. menunjukkan P-val indeks Gini yang 

merupakan ukuran pemerataan pendapatan 0.043 < α  signifikan berpengaruh pada 

tingkat kesehatan seseorang dengan tingkat signifikan 0.05.  

Nilai rasio likelihood G = 4.259 > 84.3)1;05.0(
2   artinya model  cocok. 

Hal ini juga ditunjukkan P-val = 0.039 < 0.05.  Jadi model regresi logistik polytomous 

yang diperoleh adalah  
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ginixg 9447.39405.2)(1   

ginixg 9447.3695659.0)(2                                                       (8) 

Nilai rasio odds menunjukkan setiap kenaikan 0.01 satuan dari indeks Gini akan 

memiliki resiko penurunan tingkat kesehatan sebesar 92.27 kali, sedangkan setiap 

kenaikan 0.01 satuan umur seseorang akan resiko penurunan tingkat kesehatan sebesar 

1.03 kali atau tidak terlalu berubah. Sedangkan nilai rasio odds untuk model (8) adalah 

51.66. 
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ABSTRAK. Teknik pengklasteran merupakan salah satu teknik dasar dan paling penting pada 

data mining. Makalah ini menyajikan teknik pengklasteran baru dengan menggunakan algoritma 

K-means dan diagram voronoi  untuk menyingkap pola tersembunyi dalam sebuah himpunan 

data. Dalam fase pertama digunakan algoritma K-means untuk menciptakan himpunan klaster-

klaster kecil dan dalam fase berikutnya menggunakan diagram voronoi untuk menciptakan 

klaster-klaster aktual. Hasil pengklasteran berdasarkan K-means  dan diagram voronoi merupakan 

kualitas tinggi dan kokoh, juga dapat mengenali adanya noise. Algoritma ini diuji pada data set 

sintesis dan hasilnya akan disajikan. 

Kata kunci :  teknik pengklasteran, diagram Voronoi,  Algoritma K-Means   

 

 

1. PENDAHULUAN 

Pengklasteran merupakan metoda pengelompokan data ke dalam himpunan-

himpunan sehingga titik-titik data yang mempunyai kemiripan tinggi berada dalam satu 

himpunan sedangkan yang tidak mirip berada di himpunan yang lain.  Pada [6] telah 

memaparkan hubungan antara analisis pengklasteran dengan geometri komputasional 

yang menggambarkan strategi  pengklasteran dengan menggunakan diagram voronoi. 

Algortima K-means adalah teknik pembagian yang mencoba untuk mendekomposisikan 

data set klaster terpisah. Pengklasteran dengan algortima K-means mempunyai beberapa 

kekurangan, maka berbagai teknik peningkatan telah dikembangkan[1]. Makalah ini 

menyajikan teknik pengklasteran baru yang menggunakan K-means dan diagram voronoi 

untuk menemukan klaster aktual. 

2. PENGKLASTERAN 

Berbagai teknik pengklasteran [4] telah menggunakan diagram Voronoi untuk pemilihan 

klaster singleton sehingga kepadatan informasi dapat diakses dengan pembuatan diagram 

voronoi terhadap data set input. Tanpa pengukuran  jarak, klaster-klaster awal digabung 

bersama dengan sel-sel tetangga sepanjang nilai volume sel masih lebih kecil dari 

ambang batas yang ditetapkan,  karena hanya sel tetangga yang berpeluang untuk 
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digabung dan diagram Voronoi telah menyediakan informasi ketetanggaan. Dengan kata 

lain, teknik ini memerlukan ambang batas volume untuk membatasi sel-sel mana saja 

yang bergabung dalam satu klaster. 

  

3. DIAGRAM VORONOI DAN K-MEANS 

3.1 Algoritma pengklasteran K-Means 

Algoritma  K-Means merupakan algoritma penyekatan (partitional) terhadap data set . 

Sedangkan pengklasteran dengan algoritma K-Means akan membentuk klaster-klaster 

(hasil dari penyekatan data set) sehingga elemen-elemen dari data set yang mempunyai 

kemiripan tinggi akan berada dalam klaster yang sama, sedangkan elemen yang tidak 

mempunyai kemiripan akan berada dalam klaster yang berbeda.K-Means menggunakan 

konsep centroid dimana sebuah centroid menyatakan pusat klaster dan didasarkan pada 

metoda minimasi kesalahan dari kuadrat., yaitu : 

 

dimana: 

e adalah elemen dalam klaster ci 

mi adalah centroid dari ci 

Langkah-langkah pengklasteran pada Algoritma K-Means adalah sebagai berikut : 

Langkah 1 : Pilihlah k titik-titik data secara random dari keseluruhan himpunan data 

sebagai centroid awal 

Langkah 2 : Hitung jarak Euclidean masing-masing titik data terhadap masing-masing 

centroid dan menunjuk titik data yang jaraknya terdekat dengan centroid. 

Langkah 3 : Hitung centroid baru sehingga error jarak kuadrat masing-masing klaster 

dapat diminimalkan 

Langkah 4 : Ulangi langkah 2 dan 3 sampai centroid tidak berubah 

Langkah 5 : Hentikan proses ini 

Kompleksitas waktu dari algoritma K-Means adalah O (nkt) dimana n adalah jumlah 

obyek data, k adalah banyaknya klaster dan t adalah banyaknya iterasi 

 

3.2 Diagram Voronoi  

Dalam bidang geometri komputasi, diagram Voronoi merupakan salah satu teknik penting 

dan sering digunakan. Diberikan D yaitu himpunan n titik data O1, O2, O3,.., On yang 
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berada pada bidang datar, maka diagram Voronoi (Vor(D)) adalah subdivisi bidang datar 

menjadi sel-sel Voronoi (V(Oi)) dimana Oi adalah titik data (Gambar 1). Sel–sel Voronoi 

adalah himpunan titik-titik u yang lebih dekat atau sangat dekat ke Oi daripada ke titik 

lain di D. 

Misal : V(o i ) = {r  d(o ,u i ) ≤d(o ,u j ),∀  j ≠i}, dimana d adalah jarak Euclid. Diagram 

Voronoi membagi bidang datar menjadi n daerah polygon cembung ( untuk setiap Oi), 

vertex (P di Gambar 1) diagram Voronoi dan sisi antara dua adjacent sel-sel Voronoi 

yang disebut sebagai edge Voronoi ( E di Gambar 1) [2], [3].  Bahwa setiap vertex 

Voronoi adalah pusat lingkaran yang menyinggung tiga atau lebih titik-titik data dalam 

sel Voronoi adjacentnya  

 

 

       

Gambar 1.  Diagram Voronoi 

 

3.3 Algoritma Pengklasteran dan Diagram Voronoi 

Algoritma pengklasteran dengan diagram Voronoi dimulai dengan penerapan 

algoritma pengklasteran K-Means pada data set untuk mengembalikan himpunan centroid 

(Qm), C<m<<n, dimana C adalah jumlah klaster aktual, n adalah jumlah titik data dan m 

adalah jumlah yang didefinisikan pemakai. ( Langkah 1 dari tabel 1). Diagram Voronoi 

dibuat pada himpunan centroid untuk mendapatkan himpunan vertex (P) yang mana 

tandai sebagai vertex tak bertanda ( langkah 2 dan 3 dari tabel 1). Beberapa vertex 

diurutkan sesuai dengan koordinat sumbu-x ( langkah 4 dari tabel 1) dan peubah 

id_subklaster c diset ke 1 ( langkah 5 dari tabel 1). Langkah 6 dan 8, vertex-vertex dipilih 

satu persatu. Catatan bahwa setiap vertex merupakan pusat lingkaran yang menyinggung 

tiga atau lebih centroid yang terletak dalam sel Voronoi adjacentnya. Untuk setiap vertex, 

setiap lingkaran yang dibuat dan jika jari-jarinya lebih kecil dari ambang batas  lalu 

memilih sebarang centroid yang ditandai dengan id_subklaster terkecil, dalam lingkaran 

dan menandai centroid-centroid lainnya (baik yang sudah ditandai atau yang tidak) ke 

id_subklaster ini. Pembaharuan array subklaster dilakukan untuk mencerminkan 
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perubahan tersebut. Jika tidak ada centroid bertanda yang ditemukan, centroid tidak 

bertanda dipasang dengan id_subklaster c. Langkah 6 sampai dengan 8 diulangi untuk 

semua vertex, yang bertujuan membuat himpunan subklster-subklaster  dari centroid-

centroid. Semua centroid tidak bertanda merupakan centroid noise. Titik-titik data 

ditunjuk ke centroid terdekat dan hal ini akhirnya membentuk klaster-klaster actual 

(untuk centroid bertanda) atau noise (untuk centroid tak bertanda). Langkah langkah 

algoritma pengklasteran dengan diagram Voronoi ini adalah : 

Tabel 1 : Algoritma pengklasteran dengan diagram Voronoi 

1. Terapkan algoritma K-Means terhadap data set (D), tinjau kembali  himpunan 

centroid (Q) 

2. Bangunkan diagram Voronoi pada himpunan centroid (Q), tinjau kembali  himpunan 

vertex vertex (P) 

3. Buatlah semua centroid (Q) sebagai vertex tidak bertanda 

4. Urutkan vertex-vertex berdasarkan sumbu-x nya 

5. Buatlah c = 1 // id_subklaster 

6. Pilihlah vertex (Pi) satu per satu sesuai urutan naik berdasarkan sumbu-x 

7. Bangunlah  lingkaran sehingga circumference lingkaran menyinggung centroid (Qk, 

k>=3), dimana Pi adalah pusat lingkaran 

8. Jika jari-jari (Ri) kurang dari   maka 

Jika sebarang centroid (Qk) siap ditunjuk sebagai id_subklaster (c)  

 Kemudian  menunjuk centroid  tidak bertanda sebagai id_subklaster (c ) 

terkecil;  

 Perbaharui susunan larik subklaster s menjadi  id_subklaster (c ) lagi 

 Yang lainnya :   

    Tunjuk id_subklaster = c pada centroid tidak bertanda; 

   Buatlah centroid-centroid  menjadi ditandai 

9. Lanjutkan langkah 6 - 8 sampai semua vertex (P) diproses 

10. Tinjau kembali himpunan id_subklaster 

11. Semua centroid tidak bertanda adalah centroid noise 

12. Tunjukkan titik-titik data pada centroid terdekat 

13. Tinjau kembali  klaster-klaster (C) dan noise (N) 
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Ilustrasi dari cara kerja Algoritma pengklasteran dengan diagram Voronoi : 

 

 

 

 

 

 

       P1                    

Gambar 2a. Pemilihan vertex P1 sebagai    Gambar  2b. Pemilihan vertex P2 

sebagai  id_subklaster  satu                id_subklaster  satu yang lain 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2c. Pemilihan vertex b,c,e  Gambar  2d. Pemilihan vertex Pn  

sebagai id_subklaster  satu                                    sebagai id_subklaster  satu 

 

 

 

 

 

 

                           Gambar 2e. Pemilihan vertex g,h,i sebagai id_subklaster  dua 

 

3.4 Penerapan Algoritma Pengklasteran dengan Diagram Voronoi 

Gambar (2a) sampai Gambar (2e) menggambarkan cara kerja algoritma 

pengklasteran dengan diagram Voronoi. Dalam Gambar (2a) vertex P1 dipilih dan 

lingkarannya ( kurang dari  dalam jari-jari) menyinggung centroid a,b,c, yang ditandai 
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sebagai id_subklaster  satu. Berikutnya P2 dipilih dalam Gambar (2b) dan centroid a,d, f 

yang juga ditandai sebagai  id_subklaster satu yang lain, hal ini disebabkan oleh a. Begitu 

juga dalam gambar (2c) b,c,e juga ditandai dalam id_subklaster satu ( karena b sudah 

ditandai). Dalam Gambar (2d) Pn dipilih dan lingkarannya menyinggung b,h, g ,dimana b 

ditandai dengan id_subklaster satu. Paling tidak, h dan g tersisa (tidak ditandai) karena 

jari-jari lingkarannya lebih besar . Selanjutnya h,g ditandai dengan id_subklaster dua 

saat vertex Pf dipilih. Gambar (3a) dan (3b) menggambarkan penyesuaian id_subklaster, 

katakanlah vertex P11,P15,P12 dipilih setelah yang lainnya. Saat P11 dipilih k,l,m ditandai 

dengan id_subklaster sepuluh (Gambar 3a). Saat P12 dipilih lingkarannya menyinggung 

k,o,q yang mana k dan q juga sudah ditandai dan k mempunyai id_subklaster terkecil ( 

sembilan). Oleh karena itu P12 ditandai oleh id_subklaster sembilan sebagaimana yang 

ditunjukkan dalam Gambar (3b). Selanjutnya, vertex P15 juga disesuaikan ke 

id_subklaster sembilan. Berikutnya saat P13 dipilih, juga ditandai dengan id_subklaster 

sepuluh dan seterusnya.  

  

 

 

 

 

 

 

Gambar 3a.  Penyesuaian  id_ subklaster 

 

 

Gambar 3b.  Penyesuaian  id_ subklaster 
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4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Algoritma pengklasteran dengan diagram Voronoi ditetapkan berdasarkan dataset 

sintesis. Hasil ini dibandingkan dengan algoritma K-Means ( validitas terbaik untuk 

setiap dataset) dan disajikan dalam Tabel 2 Algoritma pengklasteran dengan diagram 

Voronoi dapat mengenali jumlah sesungguhnya klaster untuk semua dataset dan nilai 

validitas[5]yang diperoleh adalah minimum. 

Tabel 2. Hasil Uji 

Dataset Jumlah 

Klaster 

aktual 

Hasil dengan 

Algoritma K 

Means 

 

Hasil dengan 

Algoritma DV dan 

K-Means 

Validitas Jumlah 

klaster 

Validitas Jumlah 

klaster 

Dataset 1 3 1.88 3 0.98 3 

Dataset 2 2 4.78 3 3.77 2 

Dataset 3  3 5.23 3 5.00 3 

Dataset 4 4 1.89 3 1.01 4 

 

5. KESIMPULAN 

Dalam makalah ini diagram Voronoi berkonjungsi dengan algoritma K-Means telah 

digunakan  untuk pengenalan pola tersembunyi dalam sebuah dataset dan membentuk 

klaster aktual. Bahkan algoritma pengklasteran dengan diagram Voronoi, juga mengenali 

titik data noise. Hasil dari Tabel 2 menunjukkan bahwa algoritma ini mempunyai 

performa yang cukup baik. Juga, parameter yang ditetapkan pemakai dalam algoritma ini  

hanya menggunakan dua parameter saja.  Berikutnya diperlukan skalabilitas dan 

kekokohan dalam dataset yang sesungguhnya. 
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ABSTRACT. Curcuma xanthorrhiza Roxb. is one of medicine plant which in used to basic 

substance on jamu industry and pharmacy that has curcuminoid. Determining concentration of 

curcuminoid with High Performance Liquid Chromatography (HPLC) method is more expensive 

than Fourier Transform Infrared (FTIR) method. Because of that, it needs a model which 

determine result relation between HPLC and FTIR. There are some problem in calibration model, 

such as, when the number of observations (n) less than the number of independent variables (p) 

and multicollinearity. Goals of this research are reducing dimension FTIR data using Discrete 

Wavelet Transform (DWT) with Open Source Software-R (OSS-R) so that n > p. A type of mother 

wavelet which in used is Haar Wavelet, with value of mother wavelet is 1 and -1 on interval 

[0,1/2) and [1/2,1). The result shows that resolution level on 0 and 4 have highest R2, 98,37%, it 

contains 17 wavelet coefficients and 1 smoothing coefficient. 

Key Words: Reduction of dimension, discrete wavelet, curcu 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Di Indonesia tanaman obat telah lama digunakan oleh masyarakat dan industri 

untuk pembuatan jamu. Penggunaan tanaman obat yang semakin meluas sudah 

selayaknya diikuti dengan usaha untuk menjamin kualitas tanaman obat tersebut. 

Temulawak (Curcuma xanthorrhiza Roxb.) merupakan salah satu tanaman obat yang 

banyak digunakan sebagai bahan baku dalam industri jamu dan farmasi. Hal ini untuk 

menjamin agar produksinya dapat bersaing dan diterima oleh masyarakat. Salah satu 

indikator kualitas tanaman obat adalah konsentrasi senyawa aktifnya (Mukid, 2009).  

Proses penentuan konsentrasi senyawa aktif yang dikandung oleh suatu tanaman 

obat perlu dilakukan secara cepat dan akurat. Secara kuantitatif dan kualitatif suatu 

senyawa aktif dapat diketahui antara lain melalui metode High Performance Liquid 

Chromatograph (HPLC) dan Fourier Trasform Infrared (FTIR). Proses penentuan 

konsentrasi senyawa aktif dengan HPLC memerlukan waktu dan biaya yang relatif mahal 

dibandingkan dengan FTIR. Oleh karena itu diperlukan metode yang handal tetapi relatif 
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mudah untuk digunakan. Salah satu metodenya adalah dengan membuat sebuah model 

yang menyatakan hubungan antara konsentrasi senyawa aktif hasil pengukuran HPLC 

dengan persen transmitan (absorban) yang diukur dengan menggunakan FTIR (Erfiani, 

2005).  

Beberapa permasalahan yang muncul dalam pembuatan model adalah ketika 

banyaknya pengamatan (n) jauh lebih kecil dari banyaknya peubah (p) dan antar peubah 

saling berkolerasi. Kasus-kasus ini membawa permasalahan pendugaan parameter model. 

Metode untuk mengatasi hal ini adalah dengan melakukan reduksi dimensi sehingga 

diperoleh peubah baru yang dimensinya lebih kecil dari p dan antar baru peubah tidak 

saling berkolerasi (Sunaryo, 2005).  

Dalam penelitian ini metode yang digunakan untuk mereduksi dimensi adalah 

Transformasi Wavelet Diskret (TWD). Jenis wavelet yang digunakan adalah wavelet yang 

paling tua dan sederhana, wavelet Haar. Metode ini secara komputasi mudah dan 

sederhana dalam penerapannya serta mampu mengatasi data yang memiliki dimensi yang 

tinggi (Yinsheng Qu et al 2003, dalam Suprapti 2009). Selain itu metode ini dianggap 

paling mudah dalam implementasinya dibandingkan dengan yang lain. Penelitian 

sebelumnya tentang transformasi wavelet dilakukan oleh Sony dan Notodiputro (2004); 

Sunaryo (2005); Da Chen et al (2004) menggunakan TWD dengan mother wavelet yang 

digunakan adalah wavelet Haar. Berdasarkan uraian diatas rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah bagaimana melakukan reduksi dimensi dengan TWD pada data 

persen transmitan kurkumin menggunakan OSS-R. Hasil penelitian ini diharapkan dapat 

memberikan metode alternatif penanganan pemodelan regresi pada data berdimensi tinggi 

dengan kasus multikolinearitas menggunakan OSS-R. 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1. Transformasi Wavelet Diskret 

Transformasi wavelet diskret (TWD) dari x untuk mother wavelet (ψ) didefinisikan 

(Vidacovic dan Meuller, 1991): 

                                                       










1N

0j

12
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kj,kj,

j

ψdf(t)                                             (1) 



 

 

 

 

 

Reduksi Dimensi Data Persen Transmitan Kurkumin ... FMIPA UNS 
 

Seminar Nasional Matematika 2010  487                Prosiding 

 

Misalkan x = (x0, x1, . . . , xp-1)
T dan diasumsikan p = 2N, N adalah bilangan bulat positif. 

Vektor data x dan dapat dihubungkan dengan suatu fungsi f pada selang [0,1) (Sunaryo, 

2005): 

  

                                                         
)1)2(kt(k2

12

0k

k NN

N

Ixf(t)  





                                       (2) 

Sehingga diperoleh DWT (Kaist, 2005): 

                                     










1N

0j

12

0k

kj,kj,0,0
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(t)ψdφ(t)cf(t)                               (3)     

Persamaan (3) disebut transformasi wavelet diskret, karena nilai j hanya diambil 

pada bilangan bulat bukan negatif saja. Bilangan j pada persamaan (3) disebut level 

resolusi, dan f(t) dapat diperoleh secara tepat, jika diambil semua level resolusi untuk 

dekomposisi, yaitu semua (N-1) level resolusi pertama. Koefisien c0,0 disebut koefisien 

pemulusan atau bagian pendekatan dari suatu fungsi, sedang dj,k disebut koefisien wavelet 

atau juga disebut bagian detail suatu fungsi. ψ(t)  dan φ(t)  masing-masing disebut 

mother dan father wavelet. 

Wavelet Haar yang dikenalkan oleh Alfred Harr pada tahun 1909. Wavelet Haar 

merupakan mother wavelet orthogonal yang sederhana dan banyak dipakai untuk kasus 

reduksi dimensi data (Sony dan Notodiputro 1992, dalam Suprapti 2009): 

                              














selainnya0,

1t1/21,

1/2t01,

ψ(t)                                                    (4) 

dengan mengambil nilai (t)ψ kj,  dan φ(t)  untuk berbagai t, maka persamaan (4) dapat 

dituliskan dengan notasi matriks, 

                                                           d
T

Wx                                                                (5) 

karena W ortogonal maka  

                                                           xWd                                                                  (6) 

dimana 
T

)
1j1,2-N

d,...,1,0d,1,1d,0,0d,0,0(cd


  dan W adalah matrik yang elemen-

elemen barisnya adalah nilai dari φ(t)  dan (t)ψ kj,  untuk berbagai t  1,0 . Kemudian 

memilih level-level resolusi tertentu, sehingga: 
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(pxm)

T*
W

(nxp)
X(nxm)

*
D                                                       (7) 

 

Persamaan (7) mereduksi pengamatan p variabel menjadi m koefisien wavelet terpilih, 

dimana m < p. 

 

2.2. Software R 

Pada penelitian ini program yang akan digunakan adalah Open Source Software 

(OSS)-R. Paket program R ini sudah dilengkapi dengan banyak kemampuan internal 

untuk menganalisa data dan menampilkan grafik sehingga R bisa dikategorikan sebagai 

paket pengolahan data (paket statistika) (Tirta, 2005). Selain itu, dalam rangka ikut 

berperan dalam mensukseskan program pemerintah melalui kementrian Ristek terkait 

Indonesia Go Open Soource (IGOS). Untuk mengerjakan transformasi wavelet pada R 

diperlukan paket wavethresh (wavethresh packages). Wavethresh merupakan salah satu 

paket yang tersedia pada program R. Paket ini berfungsi untuk melakukan perintah-

perintah TWD. Beberapa perintah dan pengerjaan TWD yang terdapat pada paket ini 

seperti GenW, perintah ini dipakai untuk membangkitkan matrik W sesuai dengan input 

jumlah data (Nason, 2010). 

 

2.3. Metode Penelitian 

Pada metode ini mensyaratkan  jumlah variabelnya 2N. Sehingga dari 1866 titik 

persen transmitan FTIR beberapa titik harus dihilangkan agar jumlah variabelnya 2N. 

Untuk memilih variabel yang akan dihilangkan, dapat diketahui dari bentuk plot spektra 

dari variabel tersebut. Mentransformasi variabel yang berukuran 2N ke dalam interval 

[0,1) dengan persamaan 

                         .
2

1

2

12

0
)(







 






N
kt

N
k

N

k
Ikxtf                                (8) 

Kemudian menghitung matriks W berukuran pxp dan mentransformasi variabel Xk 

menggunakan persamaan
T

WXD  untuk mendapatkan koefisien wavelet. Koefisien 

wavelet mempunyai (N-1) level resolusi yang selanjutnya dikombinasikan berdasarkan 

jumlah data dengan ukuran kombinasi misalkan m < p < n. Koefisien wavelet hasil  
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kombinasi level resolusi diregresikan dengan data konsentrasi HPLC untuk mendapatkan 

nilai R2. Memilih kombinasi level resolusi berdasarkan nilai R2 yang paling besar, 

sehingga 
T
pxm

W
nxp

X
nxm

D
*

)()(
*

)(
 . 

 

2.4. Variabel Penelitian 

Data yang digunakan adalah persen transmitan kurkumin dari serbuk temulawak 

hasil pengukuran spektrometer FTIR dan data konsentrasi senyawa aktif kurkumin yang 

diukur dengan menggunakan HPLC. Temulawak yang dijadikan contoh diambil dari 

beberapa daerah sentra tanaman obat, yaitu Bogor, Sukabumi, Kulon Progo, 

Karanganyar, dan Cianjur dan Balitro. Data-data tersebut diperoleh dari Pusat Studi 

Biofarmaka Institut pertanian Bogor. Data tersebut diperoleh peneliti sebagai bagian dari 

Hibah Pekerti 2010 antara Unair selaku TPP dan IPB sebagai TPM. 

Variabel prediktor dalam penelitian ini adalah  data persen transmitan FTIR serbuk 

kurkumin yang diperoleh dari 1866 panjang gelombang pada 20 daerah pengamatan yang 

berbeda. Sedangkan variabel respon pada penelitian ini adalah konsentrasi HPLC dari 20 

daerah pengamatan seperti yang terlihat pada Tabel 1.  

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Reduksi dimensi merupakan tahap pra-pemprosesan yang bertujuan untuk 

mengatasi permasalahan yang ada pada data persen transmitan kurkumin, yaitu memiliki 

dimensi yang sangat tinggi. Pada metode wavelet mensyaratkan jumlah titik yang akan 

direduksi harus 2N, sedangkan pada variabel prediktor terdapat 1866 titik sehingga tidak 

memenuhui syarat tersebut. Variabel-variabel tersebut dimampatkan menjadi 1024 

dengan memperhatikan plot spektra dari masing-masing panjang gelombang seperti yang 

terlihat pada Gambar 1.  

Kemudian memilih koefisien-koefisien pada level resolusi tertentu sehingga n < p. 

Pemilihan koefisien pada level resolusi dilakukan dengan metode coba-coba (trial and 

error), yaitu dengan mengkombinasikan level resolusi 0, 1, 2, 3 dan 4. Kombinasi level 

resolusi yang memiliki nilai R2 tertinggi digunakan untuk memilih koefisien-koefisen  

wavelet. 

 



 

 

 

 

 

Reduksi Dimensi Data Persen Transmitan Kurkumin ... FMIPA UNS 
 

Seminar Nasional Matematika 2010  490                Prosiding 

 

Tabel 1. Data konsentrasi HPLC pada 20 daerah sentra tanaman obat 

No Sampel Konsentrasi HPLC No Sampel Konsentrasi HPLC 

1 Kulon Progo 1 0.65 11 Balitro 1 1.38 

2 Kulon Progo 2 0.63 12 Balitro 2 1.57 

3 Kulon Progo 3 0.92 13 Cianjur 1 1.57 

4 Kulon Progo 4 0.9 14 Cianjur 2 1.74 

5 Karanganyar 1 1.61 15 Bogor 1 0.13 

6 Karanganyar 2 1.66 16 Bogor 2 0.12 

7 Kulon Progo 5 1.01 17 Kuningan 1 1.11 

8 Kulon Progo 6 1.13 18 Kuningan 2 0.97 

9 Karanganyar 3 0.47 19 Sukabumi 1 1.3 

10 Karanganyar 4 0.5 20 Sukabumi 2 1.24 

 

 

Gambar 1. Plot spektra persen transmitan kurkumin pada 1866 panjang gelombang 

 

 

Gambar 2. Plot spektra persen transmitan kurkumin pada 1024 panjang gelombang 

 

Berdasarkan Tabel 2, level resolusi yang terpilih adalah nilai R2 tertinggi yaitu 

94,82% pada level resolusi 0 dan 4 dengan jumlah koefisien wavelet 17 serta 1 koefisien 

0

0.5

1

1.5 KP1
KP2
KP3
KP4
KR1
KR2
KP5
KP6
KR3
KR4
BT1

0

0.5

1

1.5 KP
1

KP
2

KP
3



 

 

 

 

 

Reduksi Dimensi Data Persen Transmitan Kurkumin ... FMIPA UNS 
 

Seminar Nasional Matematika 2010  491                Prosiding 

 

pemulusan. Reduksi dimensi dengan TWD dalam pemodelan kalibrasi memberikan hasil 

yang relatif baik. Hal ini dapat diketahui dari ukuran kebaikan model seperti R2. 

Penerapan pada data persen transmitan kurkumin menunjukkan nilai R2 sebesar 94,82% 

yang memberikan kecenderungan lebih baik dibandingkan transformasi Forier atau 

Princial Component Analysis (PCA) sehingga data hasil reduksi Xmxn cukup mendekati 

peubah asal Xnxp (Lampiran)  

 

Tabel 2.  Nilai R2 dan Kombinasi  Level Resolusi  Koefisien Wavelet 
No Level Resolusi R

2
 No Level Resolusi R

2
 

1 C0,0 dan 0 17,48% 10 C0,0 , 1 dan 2 59,36% 

2 C0,0 dan 1 56,46% 11 C0,0 , 1 dan 3 82,72% 

3 C0,0 dan 2 58,79% 13 C0,0 , 2 dan 3 77,93% 

4 C0,0 dan 3 69,95% 14 C0,0 , 0, 1 dan 2 59,36% 

5 C0,0 dan 4 89,35% 15 C0,0 , 0, 1 dan 3 90,23% 

6 C0,0 , 0 dan 1 56,96% 16 C0,0 , 0, 2 dan 3 81,83% 

7 C0,0 , 0 dan 2 58,93% 17 C0,0 , 1 2 dan 3 92,27% 

8 C0,0 , 0 dan 3 72,96% 18 C0,0 , 0, 1, 2 dan 3 87,78% 

 

 Sedangkan kelemahannya, bahwa tidak ada jaminan secara matematis korelasi 

antara koefisian wavelet Dnxm menjadi relatif kecil. Reduksi dimensi dengan TWD masih 

dimungkinkan terjadi multikolinearitas antar peubah setelah direduksi, maka 

penerapannya pada model kalibrasi akan lebih baik jika digabungkan dengan metode lain 

yang dapat mengatasi multikolinearitas tersebut seperti metode PCA atau Partial Least 

Squares (PLS). 

 

4. KESIMPULAN 

 Penerapan metode TWD menggunakan software R pada data kurkumin ternyata 

memberikan hasil yang relatif baik. Level resolusi yang terpilih adalah nilai R2 tertinggi 

yaitu 98,37% pada level resolusi 0 dan 4 dengan jumlah koefisien wavelet 17 serta 1 

koefisien pemulusan. Metode Transformasi Wavelet Diskret (TWD) mampu melakukan 

reduksi dimensi dengan baik, tetapi tidak ada jaminan, bahwa kasus multikolinearitas 

teratasi. Sehingga TWD sebaiknya digabung dengan metode lain yang mampu mengatasi 

multikolinearitas dalam pembuatan model kalibrasi peubah ganda. 
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A. Lampiran Hasil Reduksi Dimensi Xnxm 
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ABSTRAK. Reliabilitas merupakan konsistensi setiap instrumen dalam penelitian pada suatu 

studi. Pengukuran reliabilitas konsistensi internal yang paling umum adalah alpha (α) Cronbach. 

Dua pengukuran konsistensi internal yang lain seperti theta (Θ) dan omega (Ω) jarang digunakan. 

Tiga pengukuran dan komputasi dideskripsikan menggunakan instrumen pengukur tingkat 

kepuasan mahasiswa. Adapun tujuan penelitian ini adalah untuk menjawab manakah dari ketiga 

indeks reliabilitas konsistensi internal tersebut yang terbesar? Metode dalam penelitian ini 

digunakan simple random sampling. Instrumen ini telah diuji cobakan kepada 103 mahasiswa 

Program Studi Penelitian dan Evaluasi Pendidikan (PEP), Program Pasca Sarjana, Universitas 

Negeri Jakarta (PPs UNJ). Oleh karena α  merupakan ambang batas bawah estimasi reliabilitas 

maka hasil penelitian menunjukkan bahwa susunannya adalah sebagai berikut    untuk 

instrumen ini. Dapat disimpulkan bahwa instrumen pengukur tingkat kepuasan mahasiswa  

memiliki ketepatan internal konsistensi. Uji coba selanjutnya masih diperlukan guna 

menstandarisasi instrumen ini.  

Kata kunci:  reliabilitas konsistensi internal, analisis faktor 

 
1. PENDAHULUAN 

Menurut Naga (1992) untuk pengukuran pendidikan dan psikologi mencakup 

beberapa hal. Pertama, mengukur ciri terpendam yang tak terlihat yang ada pada 

responden. Kedua, untuk mengukur ciri terpendam tersebut responden diberi stimulus 

berupa kuesioner atau alat ukur yang tepat. Ketiga, stimulus direspons oleh responden 

dengan harapan respons mencerminkan dengan benar ciri terpendam yang ingin diukur. 

Keempat, respons diskor dan dapat ditafsirkan secara memadai. Kemudian, perlu 

dipertanyakan sejauh manakah skor yang diperoleh dapat mencerminkan secara tepat ciri 

terpendam yang hendak diukur? Apakah instrumen yang dipakai sebagai stimulus itu 

mampu mengungkap secara benar ciri terpendam yang tak tampak itu? Kedua pertanyaan 

tersebut berkenaan dengan validitas. Sedang yang berkaitan dengan reliabilitas, apakah 

tanggapan yang diberikan oleh para peserta sudah dapat dipercaya untuk digunakan 

sebagai bahan penskoran bagi atribut psikologis itu?  

Selanjutnya instrumen yang baik dan cara pengujiannya ditunjukkan oleh skema 

pada Gambar 1. Dari skema di atas terlihat bahwa reliabilitas konsistensi internal terdiri 
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dari banyak cara untuk mengukurnya. Seperti reliabilitas konsistensi internal alpha, theta 

dan omega misalnya. Manakah dari ketiga itu yang memiliki koefisien terbesar?  

 

2. MATERI DAN METODE 

 Reliabilitas ialah konsistensi suatu instrumen mengukur sesuatu yang hendak 

diukur (Wirsma, 1986). Reliabilitas menunjukkan sejauh mana hasil pengukuran dengan 

alat tersebut dapat dipercaya. Oleh karena itu reliabilitas merupakan indeks yang 

menunjukkan sejauh mana suatu alat pengukur dapat dipercaya atau dapat diandalkan. 

Bila suatu instrumen dipakai berulang-ulang untuk mengukur gejala yang sama dan hasil 

yang diperoleh relatif stabil atau konsisten, maka instrumen tersebut terpercaya. Dengan 

kata lain hasil pengukuran itu diharapkan sama apabila pengukuran diulang.  

Makin tinggi koefisien reliabilitas, makin dekat nilai skor amatan dengan skor 

yang sesungguhnya, sehingga nilai skor amatan dapat digunakan sebagai pengganti 

komponen skor yang sesungguhnya. Ukuran tinggi atau rendahnya koefisien reliabilitas 

tidak hanya ditentukan oleh nilai koefisien. Tafsiran tinggi rendahnya nilai koefisien 

diperoleh melalui perhitungan, ditentukan juga oleh standar pada cabang ilmu yang 

terlibat di dalam pengukuran itu. Makin tinggi koefisien reliabilitas suatu instrumen, 

maka kemungkinan kesalahan yang terjadi akan makin kecil kalau orang membuat 

keputusan berdasarkan skor yang diperoleh dalam instrumen tersebut. 

Pada umumnya pengukuran karakteristik afektif memberikan koefisien 

reliabilitas yang lebih rendah daripada pengukuran ranah kognitif, karena keterampilan 

kognitif cenderung lebih stabil daripada karakteristik afektif. Menurut Gable (1986) 

koefisien reliabilitas instrumen ranah kognitif biasanya kira-kira 0.90 atau lebih, 

sedangkan koefisien reliabilitas instrumen ranah afektif kurang dari 0.70. Koefisien 

reliabilitas pada taraf 0.70 atau lebih biasanya dapat diterima sebagai reliabilitas yang 

baik (Litwin, 1995). Sedangkan menurut Naga (1992) koefisien reliabilitas yang memadai 

sebaiknya terletak di atas 0.75. 

Instrumen diberikan kepada sekelompok subjek satu kali lalu dengan cara 

tertentu dihitung estimasi reliabilitasnya, inilah yang dimaksud dengan reliabilitas 

konsistensi internal instrumen. 
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Gambar 1. Skema tentang Instrumen dan Cara-cara Pengujian Validitas dan Reliabilitas 

(Sugiyono, 2002) 
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Adapun rumus reliabilitas konsistensi internal alpha adalah sebagai berikut: 
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Keterangan: 

  =  koefisien reliabilitas alpha 

k   =  banyaknya butir dalam instrumen 

2

is  =  jumlah variansi skor butir, dan 

sx
2  =  variansi skor-skor pada semua butir soal/pertanyaan  

Namun bila menggunakan pendekatan interkorelasi butir maka diperoleh rumus 

seperti ditulis oleh Carmines dan Zeller (1979) sebagai berikut: 
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Keterangan: 

  =  koefisien reliabilitas alpha 

k   =  banyaknya butir dalam instrumen 

b  =  jumlah interkorelasi butir 

Pendekatan interkorelasi butir yang lain yakni: 

.

1 ( 1)

k b

k b
 

 
    

Keterangan: 

  =  koefisien reliabilitas alpha 

k   =  banyaknya butir dalam instrumen 

b  =  rata-rata interkorelasi butir 

Selain diukur dengan menggunakan rumus alpha di atas, di dalam penelitian ini, 

digunakan juga reliabilitas theta dengan alasan: (1) reliabilitas konsistensi internal theta 

relatif lebih tinggi dibandingkan dengan reliabilitas alpha maupun omega atau ( < Ω < 

Θ), karena kedua reliabilitas yang disebut terakhir merupakan reliabilitas ambang batas 

bawah dan (2) reliabilitas theta merupakan kasus khusus yakni untuk memaksimalkan 

koefisien alpha (Smith, 1998). 

Rumus  dikemukakan oleh Armor seperti disarikan oleh Yaffe (2000) telah 

menurunkan rumus reliabilitas theta sebagai analog dari rumus alpha sebagai berikut: 
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Keterangan: 

  =  koefisien reliabilitas theta 

k   =  banyaknya butir dalam instrumen 

1   =  nilai akar karakteristik (eigenvalue) terbesar 

Eigenvalue merupakan jumlah variansi yang dijelaskan oleh setiap faktor. Untuk 

koefisien  data diekstraksi menggunakan analisis faktor dengan metode Principal 

Component Analysis (PCA). Analisis faktor merupakan kumpulan prosedur matematis 

yang kompleks guna menganalisis saling hubungan diantara variabel-variabel dan 

menjelaskan saling hubungan tersebut dalam bentuk kelompok variabel yang terbatas 

yang disebut faktor. Jadi fungsi dari analisis faktor adalah untuk menemukan variabel 

baru yang jumlahnya lebih sedikit dibandingkan dengan jumlah variabel asli, misalnya 

dari 10 (asli) diubah menjadi hanya 2 variabel atau 3 variabel baru yang tidak berkorelasi 

satu dengan lainnya (tidak terjadi multicollinearities). Variabel baru tersebut memuat 

sebanyak mungkin informasi yang terkandung dalam variabel asli. 

Terakhir rumus  seperti dirumuskan oleh Carmines dan Zeller (1979) sebagai 

berikut: 

bk

hk i
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Keterangan: 

  =  koefisien reliabilitas omega 

k   =  banyaknya butir dalam instrumen 

ih  =  jumlah communality semua butir 

b  =  jumlah interkorelasi butir 

 Communalities adalah jumlah variansi yang disumbangkan oleh suatu variabel 

dengan seluruh variabel lainnya dalam analisis. Dapat juga disebut proporsi atau bagian 

variansi yang dijelaskan oleh common factor atau besarnya sumbangan suatu faktor 

terhadap variansi seluruh variabel. Untuk koefisien   data diekstraksi menggunakan 

analisis faktor dengan metode Common Factor Analysis (CFA) atau dikenal sebagai 

metode Principal Axis Factoring (PAF). Ternyata analisis faktor dengan berbagai 
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metodenya berguna untuk menghitung reliabilitas konsistensi internal terutama   dan 

 . Selanjutnya di sini dibahas serba singkat tentang analisis faktor. 

Analisis faktor dapat digunakan untuk menguji hipotesis-hipotesis mengenai 

eksistensi konstruk-konstruk atau kalau tidak ada hipotesis yang dipersoalkan untuk 

mencari konstruk-konstruk dalam kelompok variabel-variabel. Menurut definisi yang 

komprehensif dari Reymond dan Joreskog seperti disarikan oleh Stapleton, analisis faktor 

adalah suatu istilah umum yang digunakan untuk menggambarkan sejumlah metode dan 

didesain untuk menganalisis interkorelasi dalam seperangkat variabel atau objek [sebagai 

hasil] konstruksi beberapa varibel hipotesis [atau objek] yang disebut faktor (Stapleton, 

1997). 

Suryanto (1988) mengemukakan bahwa analisis faktor merupakan kajian tentang 

kesaling-tergantungan antara variabel-variabel, dengan tujuan untuk menemukan 

himpunan variabel-variabel baru yang lebih sedikit jumlahnya daripada variabel semula 

dan yang menunjukkan mana di antara variabel-variabel semula itu sebagai faktor-faktor 

persekutuan. Metode tersebut dilakukan dengan bantuan komputer untuk menilai apakah 

butir-butir yang beragam dalam suatu survei memiliki kebersamaan dalam suatu faktor 

atau skala. 

Analisis faktor menganalisis sejumlah variabel dari suatu pengukuran atau 

pengamatan yang didasarkan pada teori dan kenyataan sebenarnya dan menganalisis 

interkorelasi (hubungan) antar variabel tersebut untuk menetapkan apakah variasi-variasi 

yang tampak dalam variabel tersebut berdasarkan sejumlah faktor dasar yang jumlahnya 

lebih sedikit dari jumlah variansi yang ada pada variabel. Jadi pada prinsipnya analisis 

faktor digunakan untuk mereduksi data, yakni proses untuk meringkas sejumlah variabel 

menjadi lebih sedikit dan menamakannya sebagai faktor. 

Sebagaimana pendekatan multivariat lainnya, analisis faktor berdasarkan asumsi 

tentang berperannya sejumlah besar variansi dalam suatu gejala. Selain itu berdasarkan 

kuadrat koefisien korelasi, analisis faktor dapat menggambarkan besarnya sumbangan 

variansi yang diselidiki dan secara tidak langsung memperlihatkan kemungkinan turut 

berperannya variansi yang belum diketahui atau yang tidak diselidiki. Dari beberapa 

teknik analisis faktor, ada teknik yang mengasumsikan sejumlah faktor umum yang 

membentuk matriks interkorelasi faktor, menunjuk variabel-variabel teramati yang 

membentuk hubungan dengan faktor umum sebagai pola faktor, dan akhirnya tiap-tiap 

variabel memiliki residu atau faktor unik atau juga biasa disebut faktor khusus. 
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Analisis faktor eksploratori digunakan untuk mengeksplorasi data dalam 

menentukan jumlah atau hakikat faktor yang terdiri dari kovariasi antara variabel ketika 

peneliti apriori, tidak mempunyai keadaan yang cukup untuk membentuk hipotesis 

tentang sejumlah faktor berdasarkan data (Stapleton, 1997). Pendekatan ekploratori 

digunakan untuk melihat berapa banyak faktor yang dibutuhkan untuk menjelaskan 

hubungan di antara seperangkat indikator dengan cara mengamati besarnya muatan faktor 

atau untuk mencari konstruk dalam kelompok variabel-variabel. Pendekatan ini 

mengasumsikan tidak adanya pengetahuan teoritis yang digunakan untuk prosedur dalam 

melakukan ekstraksi faktor. Oleh sebab itu prosedur ekstraksi yang dilakukan semata-

mata hanya didasarkan pada data empirik dan kriteria matematik. Pendekatan ini 

dimanfaatkan sebagai alat untuk mencari hubungan empirik terhadap faktor teoretik. 

Sementara itu analisis faktor konfirmatori merupakan model pengujian teori 

sebagai lawan metode pengujian umum seperti analisis faktor eksploratori. Pendekatan 

konfirmatori digunakan untuk menguji apakah jumlah faktor yang diperoleh secara 

empiris sesuai dengan jumlah faktor yang telah disusun secara teoretik atau menguji 

hipotesis-hipotesis mengenai eksistensi konstruk. Juga untuk menjawab pertanyaan 

apakah jumlah faktor yang telah berhasil diekstraksi dapat digunakan untuk menjelaskan 

hubungan antara indikator secara signifikan. Melalui pendekatan konfirmatori ini dapat 

diperoleh kesesuaian goodness of fit test yang signifikan dan dapat digunakan untuk 

mengestimasi parameter populasi melalui sampel statistik. Secara umum uji kesesuaian 

goodness of fit adalah uji 
2 .  

Penelitian ini difokuskan pada koefisien konsistensi internal terutama alpha ( ), 

theta ( ) dan omega ( ). Berdasarkan ketiga rumus di atas, reliabilitas konsistensi 

internal manakah yang terbesar atau maksimum? Oleh karena koefisien reliabilitas 

konsisten internal karena   merupakan ambang batas bawah (Brennan, 2001; Knapp, 

1991). maka pertanyaan berikutnya: Bagaimanakah reliabilitas konsistensi internal 

intrumen pengukur kepuasan mahasiswa sebagai pelanggan internal tersusun? Susunan 

   (Smith, 1998) ataukah   (Greene dan Carmines, 1980)? 

Metode yang dipergunakan dalam penelitian ini adalah metode survei. Survei 

digunakan di dalam pengumpulan data dan tidak dibuat perlakuan (treatment) atau 

pengkondisian terhadap variabel yang diteliti, namun hanya mengungkap fakta 

berdasarkan gejala yang ada pada siswa ataupun responden yang lainnya. Survei sampel 

di dalam penelitian ini merupakan survei sampel terhadap hal-hal yang tidak nyata 
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(intangible) yakni bila survei menyangkut pengukuran konstruk psikologis atau 

sosiologis dan membandingkan anggota-anggota populasi yang besar dimana variabelnya 

tidak dapat langsung diamati. Oleh karena penelitian ini mengukur konstruk psikologis 

secara tidak langsung dari sampel populasi, maka jelas penelitian ini disebut survei 

sampel terhadap hal-hal yang tidak nyata (sample survey of intangibles). 

Instrumen dalam penelitian skala dibuat dua kolom dengan rincian, untuk kolom 

pertama ini merupakan kenyataan (realitas) atau fakta yang ada dan dipersepsi oleh 

mahasiswa terhadap kualitas pelayanan yang memuaskannya dengan lima alternatif 

jawaban mulai dari sangat tidak puas (STPs) nilai 1, tidak puas (TPs) nilai 2, netral (N) 

nilai 3, puas (Ps) nilai 4, dan sangat puas (SPs) nilai 5.  Untuk kolom kedua, harapan 

mahasiswa terhadap institusi dengan skala lima alternatif berdasarkan tingkat 

kepentingan mahasiswa dengan jawaban mulai dari sangat tidak penting (STPt) nilai 1, 

tidak penting (TPt) nilai 2, Biasa-biasa (Bb) nilai 3, penting (Pt) nilai 4, dan sangat 

penting (SPt) nilai 5. 

Populasi target adalah seluruh mahasiswa UNJ, sedangkan populasi terjangkau 

adalah seluruh mahasiswa PPs UNJ, namun yang dijadikan sampel dalam penelitian ini 

adalah mahasiswa Prodi PEP PPs UNJ. Sampel diambil dengan cara pengambilan sampel 

acak sederhana (simple random sampling) dan dari 200 instrumen yang disebar diperoleh 

atau yang kembali sebanyak 103. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Uji Coba Untuk Instrumen Kinerja 

Di dalam penelitian ini data diolah menggunakan program SPSS for Windows 

Version 17.0.0. Berdasarkan analisis faktor, matriks korelasi dapat diproses selanjutnya 

bila telah memenuhi semuan persyaratan, karena butir nomor 33 hanya memilki rotated 

loading lebih kecil 0.300 (<0.300) maka butir tersebut tidak disertakan dalam proses. Jadi 

yang semula ada 33 butir maka hanya 32 butir atau item yang diproses serta bila 

menggunakan program ini langsung maka diperoleh indeks reliabilitas alpha =  0.951. 

Berdasarkan komputasi software SPSS, diperoleh jumlah interkorelasi butir b =  

188,437 (Perhitungan tidak disertakan dalam makalah ini), dengan k  = 32, koefisien 

alpha diperoleh koefisien sebesar 0.857 (Lihat perhitungan di bawah) 

Jadi 
32 32

1
32 1 2(188,437)
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       0,857    

 Berdasarkan komputasi software SPSS, diperoleh rata-rata interkorelasi butir 

0,357b   (Perhitungan tidak disertakan dalam makalah ini), koefisien alpha diperoleh 

koefisien sebesar 0,947 (Lihat perhitungan di bawah) 

Jadi 
(32)(0,357)

1 (32 1)(0,357)
 

 
 

        0,947   

Untuk koefisien reliabilitas konsistensi internal theta, berdasarkan Tabel 1 

diperoleh k  = 32 dan 1  = 13,174.  

Jadi 
32 1

1
32 1 13,174

  
       

 

       0.954  

 

Tabel 1. Eigenvalue berdasarkan Principal Component Analysis (PCA) Instrumen Kinerja 

Butir Eigenvalue 

1 13,174 

2 2,525 

3 1,559 

. . 

. . 

. . 

29 0,124 

30 0,114 

31 0,096 

32 0,079 

Extraction Method: Principal Component Analysis 

Koefisien reliabilitas internal omega dihitung menggunakan analisis faktor 

metode PAF. Berdasarkan Tabel 2 diperoleh sebagai berikut: k  = 32, 
ih = 19,499, b

sebagai jumlah interkorelasi butir = 188,437 

Jadi 
32 19,499

1
32 2(188,437)


  


 

        0,969  
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Tabel 2. Communalities Berdasarkan Principal Axis Factoring (PAF) Instrumen Kinerja 

 

Jumlah communality = 19,499 

Extraction Method: Principal Axis Factoring 

Uji Coba Istrumen Harapan 

Pada uji coba instrumen harapan ini hanya 32 butir atau item yang diproses serta 

bila menggunakan program ini langsung maka diperoleh indeks reliabilitas alpha =  

0,974. 

Berdasarkan komputasi software SPSS, diperoleh jumlah interkorelasi butir b =  

268,676 (Perhitungan tidak disertakan dalam makalah ini), dengan k  = 32, koefisien 

alpha diperoleh koefisien sebesar 0,909 (Lihat perhitungan di bawah). 

Jadi 
32 32

1
32 1 2(268,676)


  

      
 

       0,909    

Butir Communality 

1 0,380 

2 0,307 

3 0,553 

4 0,622 

5 0,540 

7 0,625 

8 0,483 

9 0,801 

11 0,560 

12 0,722 

13 0,782 

14 0,590 

15 0,637 

16 0,659 

17 0,588 

18 0,768 

19 0,535 

20 0,619 

21 0,723 

22 0,467 

23 0,644 

24 0,518 

25 0,596 

26 0,785 

27 0,683 

28 0,569 

29 0,495 

30 0,600 

31 0,723 

32 0,803 
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Tabel 3. Eigenvalue berdasarkan Principal Component Analysis (PCA) Instrumen 

Harapan 

Butir Eigenvalue 

1 17,882 

2 1,720 

3 1,197 

. . 

. . 

. . 

29 0,102 

30 0,099 

31 0,077 

32 0,048 

Extraction Method: Principal Component Analysis 
 

Tabel 4. Communalities Berdasarkan Principal Axis Factoring (PAF) Instrumen Harapan 

 

Jumlah communality = 20,475 

Extraction Method: Principal Axis Factoring 

Butir Communality 

1 0,599 

2 0,406 

3 0,674 

4 0,783 

5 0,644 

7 0,466 

8 0,603 

9 0,623 

11 0,557 

12 0,690 

13 0,548 

14 0,556 

15 0,536 

16 0,619 

17 0,830 

18 0,705 

19 0,610 

20 0,639 

21 0,734 

22 0,565 

23 0,569 

24 0,703 

25 0,633 

26 0,664 

27 0,687 

28 0,637 

29 0,719 

30 0,680 

31 0,769 

32 0,638 
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 Berdasarkan komputasi software SPSS, diperoleh rata-rata interkorelasi butir 

0,509b   (Perhitungan tidak disertakan dalam makalah ini), koefisien alpha diperoleh 

koefisien sebesar 0,971 (Lihat perhitungan di bawah) 

Jadi 
(32)(0,509)

1 (32 1)(0,509)
 

 
 

       0,971   

Untuk koefisien reliabilitas konsistensi internal theta, berdasarkan Tabel 3 

diperoleh k  = 23 dan 1  = 17,882.  

Jadi 
32 1

1
32 1 17,882

  
       

 

       0,975  

Koefisien reliabilitas internal omega dihitung menggunakan analisis faktor 

metode PAF. Berdasarkan Tabel 4 diperoleh sebagai berikut: k  = 32, 
ih = 20,475, b

sebagai jumlah interkorelasi butir = 268,676. 

Jadi 
32 20,475

1
32 2(268,676)


  


 

        0,980  

Dari semua dua uji coba tersebut dpat dirangkum sebagai berikut: (Tabel 5).  

Tabel 5. Rangkuman Hasil Komputasi Reliabilitas Konsistensi Internal 

Reliabilitas 

Kinerja 

Harapan 

Alpha ()  Alpha 1 () Alpha 2 () Theta () Omega () 

0,951 0,857 0,947 0,954 0,969 

0,974 0,909 0,971 0,975 0,980 

 

Interpretasi koefisien reliabilitas merupakan evaluasi kecermatan skor tes, bukan 

sekedar keajegannya saja. Juga dalam menginterpretasikan tingginya koefisien 

reliabilitas, paling tidak ada dua hal yang perlu dipahami, yakni: (1) reliabilitas yang 

diestimasi dengan menggunakan suatu kelompok subjek dalam situasi tertentu akan 

menghasilkan koefisien yang tidak sama dengan estimasi tes tersebut pada kelompok 

subjek lain, dan (2) koefisien reliabilitas hanyalah mengindikasikan besarnya 

inkonsistensi skor hasil pengukuran, bukan menyatakan langsung sebab-sebab 

inkonsistensi itu. 
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4. KESIMPULAN 

Koefisien reliabilitas konsistensi internal dengan menggunakan rumus omega 

meningkat dan lebih tinggi bila dibandingkan dengan koefisien dari alpha Cronbach serta 

theta lebih tinggi bila dibandingkan dengan keduanya (alpha dan theta). Dengan kata lain 

didapat susunan koefisien reliabilitas konsistensi internal sebagai berikut    

untuk instrumen pengukur tingkat kepuasan mahasiswa sebagai pelanggan internal.  
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ABSTRACT. This paper was based on literature review with a background research on how 

mathematics is transmitted as a civilization, developed, conserved and handed down through the 

horizontal and vertical transmission from generation to generation (between generations) by all 

civilized nations in the world so that today mathematics has become a global human activity. This 

indication can lead to new understanding (reconstruction) mathematics raised by Hans Freudenthal 

in his credo that very famous and down to earth in which mathematics as a human activities. 

Exploration of the meaning contained in the credo is presented in the next section and as a cover 

presented the conclusions of the paper throughout this paper. 

Keywords: human activities, culture, mathematics, transmission, civilization, inheritance 

 

 

1. PENDAHULUAN 

 Sebagaimana terungkap dalam sejarah perkembangan matematika, ternyata 

matematika merupakan hasil dari aktifitas manusia, yang antara lain pada awal mula 

perkembangannya bangsa Mesir menuliskannya dalam paphyrus yang sekarang terkenal 

sebagai the Moscow Paphyrus dan the Rhind Papyrus dan bangsa Babilonia dan Sumeria 

menuliskan matematika di atas tablet-tablet tanah liat dan tulang. Sementara itu, bangsa 

Yunani sudah menggunakan sarana berupa kertas untuk menuliskan matematikanya.  

Menurut Freudenthal[2], matematika adalah aktifitas manusia. Catatan sejarah di 

atas mendukung pendapat Freudenthal, sehingga tidak berlebihan jika dikatakan spesies 

manusia adalah homo mathematicus. Menurut Sumarmo[11] setiap manusia dalam aktifitas 

hidupnya akan selalu memiliki keterlibatan dengan matematika, mulai dari bentuk yang 

sederhana dan rutin sampai pada bentuknya yang kompleks. Aktifitas sederhana dan rutin 

antara lain dapat dicontohkan berupa membilang dan menghitung. Namun demikian, 

terdapat aktifitas matematika yang hanya dapat dikerjakan oleh sekelompok orang tertentu 

saja, seperti mathematical connection dan mathematical communication. Gambaran ini 

menjelaskan bahwa setiap manusia melakukan aktifitas bermatematika atau dengan kata 

lain bermatematika adalah aktifitas normal dan keseharian dalam hidup manusia. Dengan 

demikian, karena aktifitas manusia selalu berubah dan tidak statis, maka aktifitas 
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bermatematika juga bersifat dinamis dan aktif dengan harapan selalu dapat dikonstruksi 

kebaruan-kebaruan dalam matematika yang kecepatan evolusinya semakin hari semakin 

cepat.  

Oleh karena matematika adalah hasil akal budi (pikiran) manusia dalam 

aktifitasnya  sehari-hari, maka matematika adalah produk budaya, sebagaimana 

diungkapkan oleh Sembiring[10], ”Matematika adalah konstruksi budaya manusia”. Selain 

itu matematika juga perlu dilanggengkan dan perlu menjadi milik generasi yang akan 

datang. Bagaimana matematika yang sudah dikreasi pada ribuan tahun yang lalu dapat 

diawetkan dan diwariskan? Bagaimana matematika yang baru dikreasi dapat diawetkan 

dan diwariskan antar generasi dan sesama generasi sehingga matematika akan menjadi 

milik global? Jawabannya diberikan oleh Blackmore melalui pembelajaran kultural. 

Menurut Blackmore[7], terdapat tiga jenis pembelajaran yang dilakukan manusia 

yaitu pembelajaran individual, sosial, dan kultural. Dalam pembelajaran individual 

manusia belajar dengan cara langsung menyesuaikan diri dengan lingkungannya seperti 

belajar dengan pengkondisian yang dilakukan oleh Pavlov dan pengkondisian operan oleh 

Skinner. Dalam pembelajaran sosial, proses belajar dibantu orang lain, sedangkan dalam 

proses pembelajaran kultural diperlukan kemampuan meniru yang meliputi (1) peniruan 

perbuatan secara langsung, (2) pengajaran melalui kata-kata, dan (3) perlunya kerjasama 

antar pribadi. Melalui pembelajaran kultural inilah akan terjadi penularan meme dari satu 

otak ke otak lain, yang tentunya pada saat pembelajaran kultural tersebut berlangsung otak 

setiap individu yang belajar harus dalam keadaan aktif (on). Gagasan pembelajaran 

kultural menjelaskan bagaimana peran meme dalam penularan matematika antar generasi 

dan sesama generasi. Tidak hanya matematika, tetapi juga hasil-hasil budaya lainnya. 

 

2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Manusia adalah makhluk yang bertanya, artinya manusia tidak mau menerima 

begitu saja, baik keadaan dirinya maupun lingkungannya. Apabila yang diketahuinya tidak 

sesuai dengan apa yang diinginkannya, ia akan berusaha keras mengubahnya, dan jika 

tidak mungkin manusia akan mengubah dirinya dan menyesuaikan diri. Inilah kunci 

peradaban, selalu berusaha menjadi lebih baik dan maju, yang terdiri dari proses 

transformasi (perubahan) dan adaptasi (penyesuaian). Jadi peradaban adalah proses 

perubahan dan penyesuain diri.  

Kata peradaban dapat disejajarkan dengan kata asing civilization yang dipakai 

untuk bagian-bagian dan unsur-unsur dari kebudayaan yang halus dan indah seperti 
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kesenian, ilmu pengetahuan, sopan santun dan sistem pergaulan. Istilah peradaban juga 

sering dipakai untuk menyebut suatu kebudayaan yang mempunyai sistem teknologi, seni 

bangunan, seni rupa, sistem kenegaraan, dan ilmu pengetahuan yang maju dan kompleks. 

Kebudayaan berasal dari bahasa Sanskerta buddhayah, yang merupakan bentuk 

majemuk dari kata budhi, yang berarti budi atau akal. Jadi kebudayaan adalah hal-hal yang 

berkaitan dengan budi dan akal. Menurut Zoetmulder[5] kata kebudayaan berkembang dari 

kata majemuk budi-daya, yang berarti daya dari budi, kekuatan dari akal. Kebudayaan 

dalam istilah Inggrisnya adalah culture yang berasal dari kata Latin colere yang berarti 

mengolah, mengerjakan terutama mengolah tanah atau bertani. Dari arti ini berkembang 

arti culture yaitu segala daya dan usaha manusia untuk merubah alam. 

Sebagai sebuah konsep, kebudayaan dapat diartikan baik secara sempit maupun 

luas. Dalam arti yang sempit, konsep kebudayaan adalah pikiran, karya, dan hasil karya 

manusia yang memenuhi hasratnya akan keindahan, atau secara singkat kebudayaan 

adalah kesenian. Menurut Koentjaraningrat[5], konsep kebudayaan adalah total dari seluruh 

pikiran, karya, dan hasil karya manusia yang tidak berakar kepada nalurinya dan yang 

karena itu hanya bisa dicetuskan  oleh manusia sesudah suatu proses belajar. Konsep 

kebudayaan ini sangat luas dan meliputi hampir seluruh aktifitas manusia, sehingga karena 

luasnya cara untuk dapat menganalisa kebudayaan suatu bangsa adalah dengan 

memecahnya ke dalam berbagai unsur yang disebut unsur-unsur kebudayaan yang 

universal. Menurut Koentjaraningrat[5] unsur-unsur universal ini merupakan isi dari 

seluruh kebudayaan yang ada di dunia, yaitu: (1) sistem religi dan upacara keagamaan 

(ritus), (2) sistem dan organisasi kemasyarakatan, (3) sistem pengetahuan termasuk 

matematika di dalamnya (4) bahasa, (5) kesenian dan sastra, (6) sistem mata pencaharian 

hidup, dan (7) sistem teknologi dan peralatan (artefak teknologi). Ketujuh unsur tersebut 

seringkali dinamakan Tujuh Semesta Kebudayaan. Seluruh unsur tersebut dapat dibagi 

lagi ke dalam sub-sub unsurnya. Urutan unsur-unsur Tujuh Semesta Kebudayaan di atas 

menggambarkan kekontinuan dari unsur-unsur yang paling sukar berubah ke unsur-unsur 

yang lebih mudah berubah. 

Menurut sejarahnya, perkembangan matematika bersifat evolutif, akumulatif dan 

dikembangkan serta disumbang oleh berbagai bangsa di seluruh dunia. Seringkali, 

perkembangan matematika pada suatu bangsa akan menemui keruntuhan, tetapi sebelum 

keruntuhan itu benar-benar terjadi, telah ada bangsa lain yang siap untuk meneruskan 

perkembangannya. Hal ini menunjukkan bahwa perkembangan matematika terjadi secara 
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kontinu dan tersusun dari kepingan-kepingan yang dihimpun oleh banyak bangsa dan 

kebudayaan selama berabad-abad.  

Memahami matematika yang dikembangkan oleh bangsa-bangsa beradab, tidak 

dapat terlepas dari konsep kebudayaan yang didefiniskan oleh Koentjaraningrat[5]. 

Matematika adalah ilmu pengetahuan dan dalam konsep kebudayaan, ilmu pengetahuan 

merupakan sistem pengetahuan yang merupakan unsur-unsur kebudayaan yang universal. 

Selain itu, karena ilmu pengetahuan adalah bentuk halus dari kebudayaan yang disebut 

peradaban, maka matematika sebagai ilmu pengetahuan adalah juga suatu peradaban.  

Dalam upayanya memahami kebudayaan, para ilmuwan mereduksi budaya 

sebagai gejala biologis berupa adaptasi manusia terhadap lingkungannya. Jika makhluk 

biologis lain menyesuaikan diri secara morfologis dan fisiologis melalui reproduksi 

genetik yang sangat lambat, berbeda halnya dengan manuisa. Selain beradaptasi melalui 

reproduksi genetik, manusia juga beradaptasi melalui pengubahan lingkungan, yang 

dikenal sebagai peradaban, yang berubah semakin lama semakin dipercepat. Ini berarti, 

selain menjalani adaptasi secara morfologis dan fisiologis, manusia juga menjalani 

adaptasi secara kultural sehingga adaptasi yang dilakukan manusia tidak saja merupakan 

reproduksi genetik tetapi juga reproduksi budaya. 

Untuk memahami reproduksi budaya, banyak biolog yang mencoba mereduksi 

unit-unit budaya itu menjadi konfigurasi dari unit-unit perilaku hewani yang disebut 

naluri. Pendekatan ini disebut sebagai sosiobiologi, yang menerangkan unit-unit budaya 

sebagai konfigurasi dari unit-unit informasi pada sistem reproduksi biologis yang disebut 

gen. Dengan demikian, gen merupakan alat reproduksi genetik sekaligus alat reproduksi 

budaya, sehingga kebudayaan hanya dipandang sebagai fenomena permukaan dari 

fenomena biologis yang lebih dalam. Implikasinya, kebudayaan bukan lagi karya cipta 

bebas umat manusia. Konsep yang seperti ini tidak selaras dengan konsep kebudayaan 

yang dirumuskan oleh Koentjaraningrat. 

Tidak semua biolog bersepakat dalam hal ini. Pendekatan sosiobiologi bukanlah 

satu-satunya. Setidaknya seorang biolog Inggris bernama Richard Dawkins sama sekali 

tidak setuju. Menurut Dawkins[7], evolusi budaya adalah baru dalam evolusi manusia dan 

evolusi budaya manusia terlalu cepat untuk diterangkan dengan konsep gen (gene). Oleh 

karena itu, diperlukan konsep baru yaitu meme (baca: mim) yang merupakan analogi 

kultural bagi gene yang biologis. Jika disepakati, maka dalam bahasa Indonesia kata meme 

dapat ditulis dan dibaca mem. Istilah meme sengaja dicari agar bersajak dengan kata gene. 

Dalam konsep Dawkins, dengan adanya mem maka evolusi budaya terbebas dari 
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keterkungkungannya dalam biogenetika, sehingga kebudayaan benar-benar merupakan 

karya bebas umat manusia. 

Apakah itu meme (mem)? Menurut Dawkins[7], istilah meme berasal dari bahasa 

Yunni mimeme yang berarti sesuatu yang menyerupai/menirukan. Mem adalah karakter 

budaya atau unit transmisi kultural yang berupa suatu unit dari informasi budaya yang 

dapat menjalani mutasi, crossover (persilangan), adaptasi, kombinasi dan seleksi oleh 

alam. Mem dapat diwariskan secara vertikal dari satu generasi ke generasi lainnya (dari 

orang tua/nenek moyang kepada anak/cucunya) atau secara horisontal melalui akuisisi 

budaya (melalui teman sebaya, media informasi, dan iklan) dengan alat nongenetik 

misalnya melalui proses imitasi atau peniruan. 

Dengan demikian, mem adalah pasangan budaya dari gen, dan ide mengenai 

sebuah mem merupakan suatu ide yang menyerupai sebuah gen, yang bersifat dapat 

melakukan replikasi dan berkembang. Mem merupakan replikator yaitu makhluk yang 

dapat memperbanyak diri, dan diturunkan (diwariskan) dalam proses pembelajaran budaya 

melalui peniruan alias imitasi. Tempat hunian mem adalah otak manusia, yang meskipun 

beratnya hanya 2% dari berat tubuh namun menggunakan 20% dari seluruh energi yang 

dihasilkan tubuh. Mem meloncat dari satu otak ke otak manusia lain melalui proses 

peniruan. Bagaimana hal ini terjadi adalah mirip dengan bagaimana sebuah pesan sms 

yang dikirimkan sebuah handphone akan segera diterima oleh handphone lainnya, persis 

dengan hasil peniruan (copy) yang tepat sama.  

Contoh-contoh yang diberikan Dawkins[7] sebagai mem adalah unsur-unsur 

budaya seperti lagu, ide/gagasan, ucapan populer, mode busana, cara-cara membuat 

keramik dan membuat bangunan arsitektur. Semua unsur budaya ini terletak dalam otak 

manusia, seperti halnya gen yang terletak dalam sel organisme. Mem menyebar berupa 

ide-ide ke dalam benak individu sasaran, menyusup melalui lirik lagu-lagu, gosip, 

takhayul, kepercayaan dan lain-lain. Wujud-wujud dari mem dapat sangat beragam, antara 

lain berupa idiologi, hukum, filsafat, teknologi, artefak teknologi (mobil, tulisan, candi, 

senjata), tradisi termasuk di dalamnya agama, syair dan hasil-hasil kesusasteraan, cerita, 

musik, tarian, teori termasuk ilmu pendidikan, fiksi ilmiah, kedokteran dan aturan 

keselamatan seperti tidak boleh berenang setelah makan, konsep yang populer seperti 

kebebasan, aturan kepemilikan, ego (narsisme), sifat mementingkan orang lain (altruisme), 

kebiasaan, suasana hati dan perasaan, nilai-nilai/pandangan hidup dan perilaku/tindakan 

yang dapat ditransfer antar individu. 
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Di dalam gagasan sendiri terkandung mem sebab mem dapat terkandung pada 

sebuah kata ataupun terkandung sepanjang pembicaraan dari kata pertama yang diucapkan 

sampai kata yang terakhir. Gagasan yang demikian akan membentuk mem yang lebih 

besar yang disebut kumpulan mem atau memepleks (disebut juga memekompleks), 

misalnya  kepercayaan dan doktrin-doktrin politik. Memepleks yang mengandung mem 

yang saling mendukung akan lebih sukses dalam menjalani evolusi. Memepleks juga 

berperanan penting dalam menyaring mem-mem yang baru. Jika mem yang baru cocok 

dengan memepleks maka dapat bergabung, misalnya memepleks dari suatu kepercayaan 

membuat keseragaman cara beribadah. 

Mem bereplikasi dengan sendirinya dalam bentuk peniruan/imitasi dan 

membentuk suatu budaya, dengan cara yang mirip seperti penyebaran virus, tetapi terjadi 

dalam ranah budaya sehingga mem sering disebut sebagai virus pikiran (virus of the 

mind).  Keberadaan mem menyebabkan terjadinya evolusi budaya dan sebagai unit 

terkecil dari evolusi budaya. 

Dawkins[7], memakai istilah mem untuk mendefinisikan lahirnya budaya dengan 

anggapan terjadinya budaya sebagai bentukan dari banyak replikator. Hipotesisnya adalah 

manusia seharusnya melihat kelahiran budaya berasal dari banyaknya bentukan replikator, 

yang umumnya mereplikasi melalui hubungan dengan manusia, yang telah berevolusi 

sebagai peniru (peng-copy) informasi maupun perilaku yang efisien, walaupun tidak 

sempurna. Mem tidak selalu terkopi secara sempurna, bahkan dapat hilang, tercampur atau 

bahkan berubah dikarenakan pengaruh dari ide lainnya, sehingga menjadikan suatu mem 

yang baru. Mem yang baru tersebut dapat menjadi lebih baik (atau lebih buruk) sebagai 

replikator dibandingkan dengan meme sebelumnya. 

Mem berkembang dengan cara seleksi alam, mirip prinsip evolusi Darwin, 

sehingga cara kerja mem mirip dengan cara kerja gen. Gen makhluk hidup akan 

menggandakan diri terus menerus untuk menjaga kelangsungan hidup spesiesnya. 

Demikian juga dengan mem, bekerja dengan prinsip yang sama namun pada tataran ide-

ide dan nilai-nilai. Para mem juga saling bersaing untuk hidup abadi melalui proses seleksi 

yang ketat. Mem yang gagal melewati proses seleksi alam akan punah, sementara yang 

bertahan akan hidup panjang (atau abadi), menyebar, dan berkembang melalui proses 

variasi, mutasi, dan kompetisi.  

Dengan mem sebagai unit terkecil dalam budaya mucul pertanyaan yang menarik 

bagaimana suatu gagasan tertular dari seseorang ke yang lain tanpa memperhatikan 

konten/isi gagasan tersebut, sehingga proses penularan tersebut dapat terjadi untuk 
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sembarang jenis budaya dan pengetahuan. Dalam jangka waktu tertentu, mem ditularkan 

melalui replikasi baik secara vertikal maupun horisontal. Mem yang ditularkan 

menyebabkan pembentukan kebiasaan (habitual) seseorang atau sekelompok orang dalam 

suatu masyarakat. Sebagai contoh adalah kebiasaan (mode) berpakaian yang ditularkan 

seorang artis pada akhirnya mempengaruhi banyak orang. Dengan demikian penularan 

mem pada akhirnya akan membentuk budaya dan pengetahuan tertentu, secara lebih 

global/luas. Saat ini, dengan piranti televisi dan internet, mem dengan sangat cepat 

membentuk suatu budaya global sehingga sepakbola menjadi budaya seluruh dunia. 

Jika gen adalah molekul-molekul khusus yang menyimpan informasi biologis, 

maka menurut Blackmore[7], penyimpanan informasi kultural oleh mem dilakukan di 

dalam konfigurasi jaringan sel-sel saraf di dalam otak yang bernama neuron. Neuron tidak 

bisa bekerja sendiri, tetapi membutuhkan media penyimpanan informasi di luar tubuh 

manusia seperti lukisan di dinding gua, lembaran paphyrus, lembaran lontar, buku, pita 

rekaman, CD dan DVD. Neuron-neuron tersebut tidak hanya bekerja dalam tubuh manusia 

tetapi juga terjadi komunikasi antar neuron antar tubuh yang antara lain terjadi melalui 

penggunaan telegraf, telepon, radio, televisi, faksimili, dan internet. Akibatnya lalu lintas 

mem antar manusia semakin lama semakin cepat. 

Semua produk matematika dapat dipandang sebagai budaya. Kebudayaan adalah 

hal-hal yang berkaitan dengan budi dan akal, sehingga kebudayaan merupakan total dari 

seluruh pikiran, karya, dan hasil karya manusia yang tidak berakar kepada nalurinya, 

tetapi hanya bisa dicetuskan  oleh manusia sesudah suatu proses belajar. Ciri utama 

matematika[6] adalah penalaran deduktif, yaitu kebenaran suatu konsep atau pernyataan 

yang diperoleh merupakan akibat logis dari kebenaran sebelumnya. Dengan demikian 

belajar matematika berarti belajar bernalar secara deduktif. Oleh karena matematika 

diperoleh manusia melalui aktifitasnya dalam bermatematika secara deduktif dengan 

menggunakan akal budi setelah melewati proses belajar maka matematika adalah produk 

budaya. Selanjutnya, mem sebagai makhluk replikator yang memperbanyak diri, dengan 

melalui proses peniruan atau imitasi dalam pembelajaran budaya, bertindak untuk 

mengawetkan dan mewariskan matematika sebagai produk budaya, agar matematika tetap 

dapat dikonsumsi oleh generasi yang lahir kemudian. 

Kredo dalam pendidikan matematika yang saat ini sedang menjadi isu aktual 

adalah mathematics as a human activities (matematika sebagai aktifitas manusia). Kredo 

ini pertama kali dimunculkan oleh Hans Freudenthal (1905-1990), sebagai penggagas 

pertama Realistic Mathematics Education (RME). Kredo tersebut merupakan satu dari dua 
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pandangan utama mengenai matematika dalam konteks RME yang dijadikan sebagai 

landasan filosofis RME, seperti yang dirumuskan oleh  Freudenthal
[2]

 yaitu mathematics 

must be connected to reality (matematika harus terkait dengan realitas) dan  mathematics 

as a human activities (matematika adalah aktifitas manusia). Kedua pandangan ini 

merupakan dasar, semangat dan ruh yang menjiwai RME. 

Kemunculan kredo matematika sebagai aktifitas manusia menandai lahirnya RME 

dan terjadinya pergeseran cara pandang terhadap matematika sebagai wujud dari 

dekonstruksi terhadap aliran formalisme dalam matematika. RME merupakan reaksi 

terhadap aliran formalisme yang menekankan pada formalisasi dan abstraksi sebagai hasil 

kerja dari Nicolas Bourbaki yang sangat dominan pada era 1950-1960[3]. Bourbaki –

sebagai penerus David Hilbert-- berhasil mengembangkan gaya formalisme dalam 

matematika antara lain dalam teori himpunan, aljabar, dan analisis. Pengaruh aliran 

formalisme dalam pendidikan matematika di sekolah dapat dirasakan dalam bentuk the 

new math yang mengemas matematika menggunakan teori himpunan dan lebih 

diperkenalkan/disajikan dalam bentuk kaidah-kaidah deduktif. Formalisme berharap agar 

setiap orang menjadi matematikawan atau setidaknya mampu berpikir seperti 

matematikawan, tanpa harus menjadi matematikawan, dan ini merupakan tuntutan yang 

cukup berlebihan. 

Munculnya kredo tersebut dimaksudkan untuk menawarkan cara pandang baru 

terhadap matematika, serta bagaimana manusia memandang dan memanfaatkan 

matematika. Melalui RME, anggapan bahwa matematika sulit hendak diminimalisir 

melalui penanaman kesungguhan untuk kerja keras dan serius dalam belajar matematika, 

sehingga dalam diri setiap siswa tumbuh semangat dan antusiasme untuk menghargai 

matematika. Oleh karena itu, penting bagi siswa untuk memiiliki pandangan bahwa 

matematika adalah subyek yang penting untuk dipelajari serta bermanfaat dalam 

kehidupannya. Menurut Sabandar[9] pentingnya hal ini mengisyaratkan bahwa kemampuan 

kognitif tidak akan berkembang optimal manakala aspek afektif tidak menyertai dalam 

pembelajaran matematika. 

Pendekatan RME adalah pendekatan dalam matematika yang memandang penting 

budaya suatu masyarakat yang mempelajari matematika. Hal ini disebabkan RME 

memandang matematika sebagai salah satu produk budaya suatu masyarakat sehingga 

pengembangan matematika dapat berjalan sinergis dengan unsur-unsur budaya lokal 

masyarakat yang sedang intens mempelajari matematika. Ini berarti RME memfasilitasi 

untuk tumbuh dan berkembangnya etnomathematics. Dengan demikian, matematika perlu 
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diperkenalkan kepada siswa sebagai bagian dari aktifitas hidupnya dan agar matematika 

dikembangkan sesuai dengan konteks masyarakat sehingga matematika memiliki human 

values.  

Budaya sebagai suatu jenis realitas fisik, dalam RME dapat diangkat sebagai 

permasalahan kontekstual (contextual problems) yang digunakan sebagai starting point 

dalam pembelajaran matematika. Dengan demikian, dalam RME masih banyak ruang bagi 

matematika untuk berkembang sesuai dengan tuntutan budaya setempat dan tuntutan 

jaman. Gagasan mengenai matematika yang dipraktekkan oleh suatu komunitas 

masyarakat tertentu yang diangkat sebagai permasalahan kontekstual serupa dengan 

gagasan etnomathematics. Melalui etnomathematics, banyak matematika yang 

dipraktekkan suatu komunitas masayarakat (matematika informal) dapat diangkat menjadi 

matematika formal, antara lain satuan hitung kodi dan tumbak dalam budaya Sunda serta 

lusin dan ubin pada budaya Jawa. Selain mengangkat ikon-ikon budaya lokal ke tataran 

matematika formal, ikon-ikon tersebut juga akan terus hidup dalam masyarakat 

pembentuk/penggunanya. Diharapkan, RME dapat berkontribusi dalam mengembangkan 

etnomathematics yang dengan menggunakan konteks sosiobudaya masyarakat setempat 

maka matematika informal yang telah dimiliki dan digunakan oleh anggota masyarakat 

secara turun temurun dapat diangkat menjadi matematika formal. Namun demikian, tidak 

semua produk budaya atau konteks nyata yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari dapat 

diangkat menjadi starting point dalam pembelajaran matematika. Sebagai contoh adalah 

mata uang rupiah yang saat ini digunakan tidak dapat dipakai untuk membelajarkan siswa 

SD dalam operasi penjumlahan di bawah 10. Konteks yang sama masih dapat dilakukan di 

negara lain, seperti Singapura. Ini berarti harus dipilih konteks yang tepat sebagai 

pengetahuan informal matematika untuk mengkreasi dan mengarahkan siswa kepada 

tercapainya pengetahuan formal. 

Menurut Freudenthal, pendidikan matematika sebaiknya dijiwai oleh semangat 

bahwa matematika adalah aktifitas manusia sehingga matematika tidak dapat disampaikan 

sebagai sesuatu yang sudah siap (ready-made-system) atau mengajarkannya dengan 

menerapkan aturan-aturan dan prinsip-prinsip matematika. Freudenthal[4] menyebut 

seluruh aktifitas matematika yang dilakukan manusia dengan istilah 

matematisasi/pematematikaan (mathematizing) dan aktifitas ini merupakan cara untuk 

menemukan kembali matematika (reinvention mathematics). 

Dengan demikian, Freudenthal  tidak mengagungkan cara-cara pembelajaran 

matematika melalui metode deduktif, --yang menyembunyikan perjuangan dan 
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petualangan, yang mengutamakan prosedur pembuktian, yang menunjukkan kemutlakan 

kebenaran teorema matematika, dan yang mendewakan matematika sebagai kebenaran 

tidak terbantahkan dan dikeramatkan— tetapi lebih menekankan pada penggunaan metode 

induktif dalam menemukan kembali pengetahuan matematika. Sebelum menggunakan 

matematika, siswa dibimbing untuk menemukan sendiri matematika dengan cara 

menemukan kembali semua jenis matematika yang telah ditemukan sebelumnya. Dengan 

cara seperti ini siswa  akan mengalami petualangan dan memperoleh pengalaman 

menyelesaikan tantangan matematika serta menjiwai matematika (amorfathy). Menurut 

Mason[8] pemberian tuntunan, tantangan, dan scaffolding harus merupakan upaya yang 

dilakukan secara sadar sebagai bentuk kepekaan terhadap situasi yang dihadapi dan dalam 

rangka memberikan respon yang tepat. Untuk itulah, Sabandar[9] menekankan pentingnya 

para guru untuk melakukan noticing (pencermatan) guna menumbuhkan kepekaan 

(sensitivity) dan memberikan rasa percaya diri dan motivasi yang kuat kepada siswa untuk 

berhasil. 

Belajar matematika harus dilakukan dengan mempraktekkan (learning by doing) 

matematika sebagai aktifitas normal manusia yang diawali dengan memberikan kerangka 

situasional yang relevan dengan masalah yang dihadapi siswa. Dengan demikian belajar 

matematika pertama-tama harus selalu terkait dengan konteks dan masalah yang beragam 

untuk membentuk dan mengembangkan kemampuan siswa dalam mengeksplorasi konsep 

matematika. Pengenalan geometri non-Euclid (geometri hiperbolik dan geometri eliptik) 

yang dimulai dengan hasil-hasil kongkrit dari geometri tersebut diyakini dapat 

merangsang siswa untuk terus beradaptasi dengan matematika. Hasil-hasil yang diperoleh 

Poincare dan Escher dalam geometri hiperbolik dapat dipakai untuk memberikan 

gambaran mengenai manfaat/kegunaan matematika, terutama dari sisi keindahan 

matematika.  
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meningkatkan kesejahteraan manusia sekaligus mengangkat gengsi dan berkembang 

menjadi style berbusana. Misalnya penggunaan geometri fraktal untuk menciptakan batik 

fractal (kontemporer). Batik dan batik fraktal memiliki dimensi sosial dan budaya. Melalui 

batik dapat diketahui karakter, jiwa, kebudayaan, dan peradaban masyarakat yang 

mengembangkannya. Misalnya, batik Jogja dan Solo mempunyai dimensi 1,5 sementara 

batik Cirebon mempunyai dimensi 1,3. Ini berarti masyarakat Cirebon memiliki karakter 

yang lebih dinamis dibanding masayarakat Jogja dan Solo. Meskipun Jogja dan Solo dan 

Cirebon adalah ketiganya adalah keraton, tetapi perbedaan letak geografis lebih mewarnai 

karakter budaya masyarakatnya[12]. 

Kata kunci dalam kredo Freudenthal bahwa matematika adalah aktifitas manusia 

antara lain induktif, pengalaman dan realitas, konstruksi, aktif, aktifitas, manusia, budaya, 

kreatif, menemukan kembali, invention/discovery, dinamis dan pewarisan. Berikut ini, 

berdasarkan kata kunci yang telah diidentifikasi, akan dikupas makna yang terkandung di 

dalam kredo tersebut. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti pandangan filosofis matematika 

sebagai tool yang ready for use sudah ditinggalkan. Guru tidak lagi mengajarkan 

matematika secara mekanistik dan membiarkan siswa bersikap pasif dan matematika tidak 

lagi diajarkan sebagai produk jadi yang siap pakai berupa rumus atau algoritma.  

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika dipahami tidak 

sebagai bentuk yang sudah jadi dan bisa langsung digunakan. Sebelum matematika 

digunakan, matematika harus diperoleh terlebih dahulu dengan suatu kegiatan yang 

disebut matematisasi. Kegiatan matematisasi ini dapat dilakukan oleh semua manusia yang 

berbudaya tanpa terkecuali, apapun budayanya. Hasil dari kegiatan matematisasi ini 

adalah matematika. Sungguhpun demikian, matematika yang diperoleh dengan cara 

matematisasi dalam pendekatan RME bukanlah suatu produk baru, tetapi produk lama 

yang telah diketemukan oleh para matematikawan dan para pengguna (user) matematika. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika harus dekat dengan 

pengalaman manusia yang mempelajarinya dan relevan terhadap masyarakat dimana 

manusia yang mempelajarinya berada. Dengan demikian, matematika adalah aktifitas 

kemanusiaan yang mengajarkan nilai-nilai kemanusiaan (human values). 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika mempunyai 

keterkaitan dengan pengalaman dalam kehidupan sehari-hari dan memberikan manfaat 

yang sangat besar bagi kesejahteraan umat manusia. 

Seminar Nasional Matematika 2010                       518                                                          Prosiding  

Hasil-hasil dari matematika yang mempunyai nilai seni ternyata juga mampu 
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Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti pengalaman personal tiap 

individu manusia menjadi unsur penting dalam mengkonstruksi pengetahuan matematis 

dan menjadi starting point dalam pembelajaran matematika. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika adalah suatu 

konstruksi budaya manusia[10]. Matematika perlu menjadi milik generasi yang akan 

datang. Matematika perlu dilanggengkan dan diwariskan. Proses pewarisan matematika 

menurut RME dilakukan tidak dengan cara menstransfer, tetapi dengan cara 

menemukannya kembali. Hal ini menunjukkan sangat berharganya aktifitas menemukan 

kembali (reinvention/discovery). 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika adalah hasil akal budi 

manusia, sehingga matematika merupakan produk budaya. Mungkin umur matematika 

setua usia umat manusia, sebab begitu manusia tercipta saat itu juga matematika menjadi 

aktifitas keseharian manusia.  Matematika, dalam sejarahnya, sudah dikreasi selama ribuan 

tahun yang lalu oleh berbagai bangsa dengan latar belakang budaya yang berbeda-beda. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti belajar matematika dilakukan 

lewat aktifitas rekonstruktif yang berakar pada realitas dan konteks sosiokultural manusia 

yang mempelajarinya. Aktifitas rekonstruktif tersebut dimaksudkan untuk mendukung 

diperolehnya mathematical reinvention melalui proses pembimbingan dan pengarahan 

(guided). 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika dipelajari dan 

digunakan oleh setiap manusia di sudut-sudut kota, super market, galeri seni, museum, 

pelosok desa, pasar dan ladang-ladang pertanian. Matematika tidak hanya berhenti 

dipelajari dan digunakan di ruang kelas atau laboratorium. Setiap hari manusia selalu 

berkutat dengan matematika, hanya saja banyak yang menggunakan matematika dalam 

aktifitasnya sehari-hari namun tidak atau kurang menyadarinya. Mereka memahami 

matematika baru dalam taraf  knowing to know.  

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti Realistic Mathematics for all. 

Matematika realistik adalah milik seluruh bangsa di dunia, matematika adalah milik 

seluruh manusia, tanpa terkecuali. Matematika adalah sahabat manusia dan bersahabat 

dengan matematika sungguh menyenangkan. Setiap individu dibebani tugas untuk 

memperkenalkan (mendakwahkah) matematika kepada seluruh umat manusia dengan cara 

yang menyenangkan, ramah dan bersahabat.  
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Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti setiap siswa tanpa memandang 

ras, budaya dan jenis kelamin mampu memahami dan mengerjakannya. Matematika 

bersifat lintas jender, bangsa, ras, suku, marga dan kasta. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti seluruh manusia, tanpa terkecuali 

diyakini mampu belajar matematika. Keyakinan ini tidak serta merta menyatakan bahwa 

seluruh manusia mampu dan sanggup belajar seluruh matematika, sebab pada dasarnya 

RME dalam implementasinya selalu mempertimbangkan tingkat kemampuan individu 

yang mempelajarinya. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika tidak hanya menjadi 

dominasi para ahli matematika. Semua orang dapat menjadikan matematika sebagai 

aktifitas hidup sehari-hari, sesuai kemampuannya. Mereka yang berkemampuan lebih 

dituntut untuk memahami matematika yang tinggi. Setiap manusia akan menggunakan 

matematika sepanjang hayat hidupnya. Matematika hendaknya dirasakan seperti 

kebutuhan hidup harian seperti beribadah, makan, minum dan buang hajat, sehingga sehari 

tanpa matematika terasa kosong. Namun demikian, RME tidak berpretensi semua orang 

harus menjadi matematikawan, pakar pendidikan matematika, atau guru matematika. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika bukan hanya aktifitas 

anak sekolah dasar. Pembelajaran RME berorientasi pada matematisasi pengalaman 

sehari-hari (mathematize of everyday experience) dan menerapkan matematika dalam 

kehidupan sehari-hari (everydaying mathematics), sehingga siswa pada semua jenjang 

pendidikan belajar dengan bermakna dan mengutamakan tercapainya pengertian. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti di dalam matematika terkandung 

proses matematisasi (mathematizing). Konsep matematika muncul dari proses 

matematisasi, dimulai dari penyelesaian yang terkait dengan konteks, dan secara perlahan 

siswa mengembangkan alat dan pemahaman matematika ke tingkat yang lebih formal.  

Model-model yang muncul dari aktifitas matematik siswa dapat mendorong ke arah 

terjadinya interaksi di kelas, sehingga mengarah pada level berpikir matematik yang lebih 

tinggi[1]. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti konsep-konsep matematika 

berawal dari aktifitas manusia yang selanjutnya disadari dan dikembangkan menjadi suatu 

pengetahuan yang digunakan untuk membantu manusia menyelesaikan masalah. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti setiap manusia berkepentingan 

dengan matematika. Setiap manusia membutuhkan dan menggunakan matematika. 

Matematika bukan hanya milik matematikawan, dosen, guru, mahasiswa dan murid. 
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Matematika adalah milik pengguna matematika dan pengguna matematika adalah seluruh 

manusia. Sebagai pengguna, maka seluruh manusia penggunanya akan memperlakukan 

matematika sebagai bagian dari aktifitas hidupnya. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti bahwa masih banyak pengetahuan 

matematika yang masih tersembunyi dan belum ditemukan. Maka menjadi tugas manusia 

untuk menemukannya, sebab aktifitas manusia dalam matematika tidak terbatas hanya 

pada proses penemuan kembali. Dengan demikian aktifitas matematika yang dilakukan 

oleh para peneliti di bidang matematika dan pendidikan matematika merupakan 

keberlanjutan langsung dari prinsip guided reinvention yang dikembangkan dalam RME. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti pengetahuan matematika hanya 

dapat dimiliki oleh manusia yang aktif, sebab pengetahuan selalu merupakan hasil dari 

aktifitas membangun (mengkonstruksi) sehingga tidak dapat ditransfer kepada penerima 

pasif. Setiap individu manusia harus secara aktif membangun pengetahuan 

matematikanya. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti siswa tidak boleh dipandang 

sebagai passive receivers of ready-made mathematics (penerima pasif matematika yang 

sudah jadi).  Pendidikan harus mengarahkan siswa kepada penggunaan berbagai situasi 

dan kesempatan untuk menemukan kembali matematika dengan cara mereka sendiri.  

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti pembelajaran di kelas disarankan 

untuk memberlakukan pembelajaran aktif. Oleh karena itu, guru harus menghindari 

dominasi pembelajaran melalui ceramah, tetapi harus mampu menciptakan dan 

mengembangkan pengalaman belajar yang mendorong aktivitas. Bahkan di dalam RME 

diharapkan siswa tidak sekedar aktif sendiri, tetapi terjadi aktivitas bersama di antara 

mereka (interaktivitas). 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika diciptakan oleh 

manusia secara kreatif, bukan hanya oleh para matematikawan, tetapi juga oleh para 

pengguna (user) matematika. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika diciptakan oleh 

manusia dengan melibatkan unsur kreatifitas dalam penciptaan matematika tersebut, sebab 

pada dasarnya, matematika adalah pemecahan masalah. Oleh karena itu, matematika 

sebaiknya diajarkan melalui berbagai masalah yang ada disekitar siswa dengan 

memperhatikan usia dan pengalaman yang mungkin dimiliki siswa.  

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika ditemukan dan 

dikreasi sebagai bagian dari aktifitas manusia dalam kehidupannya. Matematika yang 
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ditemukan di banyak tempat oleh berbagai bangsa pada awalnya merupakan aktifitas 

bangsa-bangsa tersebut dalam upayanya menggunakan dan menerapkan matematika untuk 

mengatasi berbagai permasalahan yang dihadapinya. Bisa jadi hasil matematikanya 

berbeda-beda. Bangsa Mesir Kuno mengembangkan geometri untuk mengatasi masalah 

banjir tahunan Sungai Nil dan membangun piramida, sementara geometri yang berbeda 

dikembangkan bangsa Arab (Moor) untuk tujuan keindahan seperti ornamen-ornamen 

yang menghiasi  berbagai masjid dan Istana Al Hambra di Granada, Spanyol. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti pengetahuan matematika dapat 

dibangun di kelas atau di luar ruang kelas melalui interaksi diantara siswa atau interaksi 

antara siswa dengan guru. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti siswa tidak dipandang sebagai 

kertas putih bersih yang belum tercoreng tinta. Sebaliknya siswa dipandang sebagai 

human being yang memiliki seperangkat pengetahuan dan pengalaman yang telah 

diperoleh sebelumnya melalui interaksi dengan lingkungan. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika adalah the process of 

mathematizig reality and if possible even than of mathematizing mathematics[3]. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti telah terjadi perubahan dalam 

Pendidikan Matematika dengan meninggalkan learning by transmission dan beralih 

dengan mengadopsi learning by construction[3]. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti kelas matematika bukanlah 

tempat memindahkan matematika dari guru kepada siswa. Kelas adalah tempat untuk 

menemukan kembali matematika, menemukan kembali ide dan konsep matematika 

melalui eksplorasi masalah-masalah nyata. Menurut Dolk[3], kelas matematika adalah 

bengkel kerja/ruang kerja/sanggar kerja dimana matematika dilihat sebagai 

kegiatan/aktifitas manusia yang berakar pada pemecahan soal (solving of problem).  

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika perlu menjadi milik 

generasi yang akan datang. Matematika perlu dilanggengkan. Dalam upaya 

melanggengkan/mengawetkan hasil-hasil matematika yang telah diperoleh maka 

matematika harus diwariskan. Proses pewarisan matematika dilakukan tidak dengan cara 

menstransfer, tetapi dengan cara menemukannya kembali. Hal ini menunjukkan sangat 

berharganya aktifitas menemukan kembali (reinvention) sebagai suatu strategi 

metakognitif sehingga dengan cara menemukan kembali maka pengahayatan siswa 

terhadap matematika semakin kuat. Siswa akan merasakan kedekatan dan merasa memiliki 
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matematika (sense of belonging) sehingga matematika akan selalu dirasakan hadir setiap 

saat, setiap waktu, mengalir dalam darah dan terbawa ke dalam tidur. 

Matematika adalah aktifitas manusia. Ini berarti matematika dikembangkan sesuai 

tuntutan jaman dimana manusia pengembangnya hidup. Oleh karena itu matematika 

bersifat dinamis.  

 

3. KESIMPULAN 

Setiap manusia dalam aktifitas hidupnya akan selalu memiliki keterlibatan dengan 

matematika, mulai dari bentuk yang sederhana dan rutin sampai pada bentuknya yang 

kompleks, sehingga tidak berlebihan jika dikatakan spesies manusia adalah homo 

mathematicus. Matematika adalah hasil akal budi manusia, sehingga matematika 

merupakan produk budaya. Sebagai aktifitas manusia, maka melalui proses matematisasi, 

matematika diciptakan atau ditemukan kembali oleh manusia yang berbudaya sehingga 

matematika merupakan konstruksi budaya. Oleh karena itu, sebagai hasil budaya, maka 

matematika perlu menjadi milik generasi yang akan datang. Matematika perlu ditularkan, 

dilanggengkan dan diwariskan. Proses penularan matematika menurut RME dilakukan 

tidak dengan cara menstransfer, tetapi dengan cara menemukannya kembali dan secara 

kultural pewarisan matematika terjadi sebagai akibat kerja dari unit transmisi kultural 

(karakter budaya) yang berupa unit-unit dari informasi budaya yang disebut mem. 
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ABSTRAK. Internet dapat dimanfaatkan untuk menunjang proses belajar mengajar bidang 

matematika supaya belajar matematika dapat menjadi sesuatu  yang menarik. Banyak tersedia  website 

di internet yang  dirancang dan dibuat untuk proses belajar mengajar matematika. Dengan website 

yang ada memungkinkan penyampaian materi lebih  menarik karena materi tervisualiasi secara 

interaktif. Website-website tersebut dapat memberikan tambahan wawasan dalam proses belajar 

mengajar matematika  yang sudah biasa berlangsung di kelas, misalnya bentuk ceramah  yang 

didominasi oleh guru, menjadi suasana kelas yang  lebih hidup dan menarik. Hal ini disebabkan siswa 

dapat mempergunakan media pembelajaran di website tersebut  untuk membantu memahami suatu 

materi. Salah satu kompetensi dasar dari pokok bahasan persamaan garis lurus adalah menentukan 

gradien, persamaan dan grafik garis lurus. Kompetensi dasar ini menuntut guru untuk menyajikan 

gambar grafik dari suatu persamaan. Selain itu juga, guru perlu menunjukkan kepada siswa pengaruh 

perubahan gradien dan konstanta terhadap grafik yang terbentuk. Jika guru perlu menunjukkan 

perubahan-perubahan yang terjadi pada suatu grafik dari persamaan garis lurus tertentu maka 

diperlukan waktu yang cukup lama dan cara yang cukup rumit. Di sinilah perlu suatu media yang 

mampu membantu guru untuk mencapai tujuan pembelajaran tersebut. Makalah ini akan memaparkan 

mengenai ulasan website-website yeng mendukung pembelajaran pada materi menggambar grafik 

persamaan garis lurus.  

Kata Kunci: Internet, persamaan garis lurus. 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Salah satu teknologi yang dapat dikembangkan dan dimanfaatkan lebih luas adalah 

internet. Namun yang terjadi saat ini, internet memiliki kesan negatif di benak masyarakat 

luas, meskipun masih banyak manfaat yang dapat diperoleh dari internet. Untuk menepis 

anggapan negatif tersebut, dalam makalah ini akan disajikan beberapa manfaat yang dapat 

diambil. Salah satu manfaatnya adalah pembelajaran inovatif yaitu penggunaan teknologi 
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yang mengkolaborasikan pemanfaatan internet dalam proses pembelajaran di kelas. 

Pemanfaatan internet diperlukan  sebagai  media interaktif yang dapat menarik minat belajar 

siswa untuk meningkatkan pemahaman materi ajar.  

Salah satu materi ajar untuk tingkat satuan pendidikan sekolah menengah pertama 

(SMP) adalah persamaan garis lurus dengan kompetensi dasar menggambar grafik garis 

lurus. Sebagai alternatif pembelajaran yang menggunakan teknologi, maka untuk 

menjelaskan materi persamaan garis lurus dengan kompetensi dasar menggambar grafik 

menggunakan website-website yang telah disediakan pada saat mengakses internet. Adapun 

alamat website yang digunakan/dipilih telah disesuaikan dengan materi yang wajib diterima 

oleh siswa.  

Pengertian persamaan garis lurus adalah persamaan yang berbentuk y = mx + c 

dengan m, c bilangan riil dan/atau disajikan dalam bentuk grafik akan berupa garis lurus. 

Persamaan garis lurus yang telah diajarkan kepada siswa mayoritas menggambarkan grafik 

dengan cara demonstrasi di depan kelas lalu siswa menirukan apa yang dilakukan oleh guru. 

Jika hal tersebut dilakukan terus menerus, maka siswa akan terbiasa tetapi belum tentu 

paham. Oleh karena itu diperlukan media pembelajaran (website-website) yang dapat 

membantu siswa tidak hanya memahami materi menentukan gradien, persamaan dan grafik 

garis lurus tetapi juga mampu menerapkannya dalam kehidupan sehari-hari. Sesuai dengan 

kurikulum 2006 persamaan garis lurus diberikan pada kelas VIII semester 1 dengan 

kompetensi dasar yang akan dipilih dalam pembahasan makalah ini adalah menentukan 

gradien, persamaan dan grafik garis lurus. Prasyarat sebelum menerima materi persamaan 

garis lurus siswa telah menerima materi persamaan linear, relasi dan fungsi.  

 

2. MATERI DAN METODE 

Adapun materi yang dipilih dalam makalah ini adalah materi menggambar persamaan 

garis lurus. Pemilihan materi ini didasarkan atas perlunya menyajikan tampilan suatu grafik 

dengan perubahan-perubahan yang ditampilkannya akibat perubahan nilai gradien dan 

konstanta tertentu dari suatu persamaan garis lurus secara cepat dengan bantuan website yang 

dapat berfungsi sebagai tool penyajian grafik.  
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Metode yang digunakan dalam makalah ini adalah menelaah kurikulum yang berlaku 

di sekolah saat ini mengenai materi menggambar persamaan garis lurus, mencermati website-

website yang relevan, dan mengidentifikasi website-website yang mendukung materi 

menggambar persamaan garis lurus. Proses mengidentifikasi bermula dari memilah dan 

memilih website-website yang telah dikumpulkan dari searching melalui google. Kemudian 

menilai website-website tersebut apakah sesuai dengan tujuan materi yang dipilih, yaitu 

mengenai materi menggambar grafik persamaan garis lurus, mengujicobakan dan 

mendiskusikan website pilihan dengan teman sejawat untuk mengecek keterbacaan website 

tersebut, mengetahui kelebihan website, serta kekurangan website tersebut. Adapun kriteria 

pemilihan beberapa website dari website yg dikumpulkan adalah karena website yg dipilih 

dikhususkan pada manfaatnya sebagai tool/alat sebagai pembuat grafik. Sedangkan dalam 

penemuan peneliti terdapat website yang dapat dikategorikan menjadi sumber berupa materi 

ajar yg didominasi teks, ada yang menyediakan aktivitas hands on activity utk membangun 

konsep, ada yg dapat dimanfaatkan sebagai alat evaluasi karena dapat memberikan umpan 

balik dari jawaban yang di input oleh user, dan ada yang berfungsi sebagai tool untuk 

menghitung atau menggambar grafik. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Website yang tersedia sangatlah banyak di internet. Beberapa hasil website yang telah 

penulis temukan akan dirangkum pada Tabel 1. Pada tabel tersebut telah pula dicantumkan 

standar kompetensi dan kompetensi dasar yang sesuai dengan kurikulum 2006. Tetapi tidak 

semua website yang kami temukan akan kami gunakan. Website yang terpilih disesuaikan 

dengan tujuan pembelajaran yang akan diberikan pada saat kegiatan pembelajaran 

berlangsung. 

Hasil setelah meninjau dan menyesuaikan dengan tujuan yang diperlukan, maka 

beberapa website dipilih oleh penulis untuk digunakan dalam mendukung pembelajaran di 

kelas. Berikut adalah deskripsi website yang telah dipilih. 

Pemanfaatan Internet Untuk Pembelajaran Materi Persaman Linear 

I. Website-website Penyedia Media Pembelajaran  Persamaan Garis Lurus   

Berikut adalah beberapa website yang mendukung pembelajaran persamaan garis lurus.  
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Tabel 1. Kumpulan Website Pembelajaran 

Smt 

Standar 

kompetensi 

SK  

Kompetensi 

dasar 

KD 

Website Isi 

 

I 

Aljabar 

1. Memahami 

bentuk aljabar, 

relasi, fungsi, 

dan persamaan 

garis lurus 

 

 

1.6 Menentukan 

gradien, 

persamaan dan 

grafik garis lurus 

lhttp://id.mind.net/~zona/mmts/functi

onInstitute/linearFunctions/lpsf.html  

 

 

program that will help 

you visualize how 

changing the values 

for the point, (x1, y1), 

and for the slope, m, 

will affect the graph of 

the equation y = m(x - 

x1) + y1 

http://www.purplemath.com/modules

/slope.htm 

Slope of a Straight 

Line 

http://www.sites4teachers.com/links/r

edirect.php?url=http://www.math.co

m/students/worksheet/algebra_sp.htm 

Algebra worksheet 

generator 

http://mathforum.org/cgraph/cslope/p

ointsfirst.html 

Graphing Points First 

http://www.webgraphing.com/plottin

g_advanced.jsp# 

Plotting by online 

http://www.ixl.com/math/practice/gra

de-5-graph-linear-functions 

Graphing linear 

functions 

http://www.mathsisfun.com/data/strai

ght_line_graph.html 

Explore the properties 

of a straight line graph 

http://www.mathsisfun.com/quiz/line

ar_equation_test.html 

Linear equation test 

http://www.mathsisfun.com/straight-

line-graph-calculate.html 

Straight line graph 

calculate (membuat 

graph dengan dua titik 

diketahui) 
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A. http://www.mathisfun.com 

Website ini menyediakan 2 path fasilitas pembelajaran matematika materi ini. Kedua 

path fasilitas ini yaitu: 

1. http://www.mathsisfun.com/straight-line-graph-calculate.html 

Tampilan awal dari media pembelajaran yang terdapat di path website ini terlihat 

pada Gambar 1. Media ini merupakan kalkulator  grafik  garis lurus. Gambar 

tersebut memperlihatkan penggambaran grafik persamaan garis lurus 

membutuhkan data masukan 2 titik koordinat (x,y). Keluaran dari media ini 

adalah grafik persamaan garis lurus dan beberapa informasi yang lainnya terkait 

dengan propertis garis lurus tersebut. Informasi lainnya ini disajikan dalam 6 

textbox seperti terlihat pada Gambar 1. 

 

Gambar 1. Tampilan Media Pembelajaran dari path website 

(http://www.mathsisfun.com/straight-line-graph-calculate.html) 

 

2. http://www.mathsisfun.com/data/straight_line_graph.html 

Tampilan awal dari media pembelajaran yang terdapat di path website ini terlihat 

pada Gambar 2. Media ini menggali propertis grafik garis lurus. Gambar tersebut 
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memperlihatkan pengguna dapat menggali pengaruh propertis dari garis lurus 

yaitu gradien dan konstanta dari persamaan garis lurus.  Pengaruh 2 propertis ini 

ditunjukkan dengan grafik persamaan garis lurus.  

Data masukan gradien dan konstanta ini tidak dimasukkan oleh pengguna dengan 

mengisi komponen textbox namun media menggunakan scroolbar horizontal. 

Keluaran dari media ini adalah grafik garis lurus dan persamaannya.  

 

 

Gambar 2. Tampilan Media Pembelajaran dari path website 

(http://www.mathsisfun.com/data/straight_line_graph.html) 

 

B. http://www.webgraphing.com 

Website ini menyediakan media pembelajaran matematika khusus grafik 

misalnya grafik garis lurus, grafik statistik dan lain sebagainya. Tampilan dari media 

yang tersedia diwebsite ini terlihat pada Gambar 3. Website ini menyediakan 

beberapa fasilitas untuk belajar grafik, namun fasilitas yang kita gunakan untuk 

materi ini tersedia pada path  http://www.webgraphing.com/plotting_advanced.jsp#. 

Tampilan dari media terlihat mirip kalkulator. Sehingga data yang diinputkan 

disajikan dalam kotak inputan yang mirip komponen textbox. Gambar 

memperlihatkan komponen data masukan sama dengan yang terdapat pada kalkulator 
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pada umumnya. Data masukan media ini berupa persamaan linear dan interval sumbu 

koordinat x dan y dari bidang kartesiusnya. Keluaran media berupa grafik persamaan 

garis lurus. 

 

Gambar 3. Tampilan Media Pembelajaran dari path website 

http://www.webgraphing.com/plotting_advanced.jsp# 

 

C. http://www.ixl.com 

Website ini menyediakan latihan soal bagi siswa setelah siswa mendapatkan 

materi persamaan garis lurus. Path website dari latihan soal tersedia pada 

http://www.ixl.com/math/practice/grade-5-graph-linear-functions. Tampilan dari 

fasilitas latihan soal diwebsite ini terlihat pada Gambar 4.  Siswa dapat mencoba 

latihan soal dengan jumlah soal tertentu sampai ia benar-benar paham. Latihan soal 

di path website ini menghitung  skor yang didperoleh siswa dan banyaknya waktu 

yang dibutuhkan siswa untuk mengerjakan latihan tiap soal. Skor tiap soal 

dipengaruhi lamanya waktu mengerjakan.  
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D. http://www.mathsisfun.com/quiz/linear_equation_test.html 

Website ini menyediakan tes setelah siswa mendapatkan materi persamaan 

garis lurus. Path website dari latihan soal tersedia pada 

http://www.ixl.com/math/practice/grade-5-graph-linear-functions. Tampilan dari 

fasilitas latihan soal diwebsite ini terlihat pada gambar 4.  Siswa dapat mencoba 

latihan soal dengan jumlah soal tertentu sampai ia benar-benar paham. Latihan soal 

di path website ini menghitung  skor yang didperoleh siswa dan banyaknya waktu 

yang dibutuhkan siswa untuk mengerjakan latihan tiap soal. Skor tiap soal 

dipengaruhi lamanya waktu mengerjakan.  

 

 

Gambar 4. Tampilan Latihan soal dari path website 

http://www.webgraphing.com/plotting_advanced.jsp# 

 

II. Langkah-Langkah Pembelajaran Materi Pokok Garis Lurus dengan Media 

Pembelajaran dari Website. 

Langkah-langkah pembelajaran yang akan digunakan akan disajikan dengan contoh 

RPP sebagai berikut: 
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RENCANA PELAKSANAAN PEMBELAJARAN 

( RPP )   

 

 

 

 

Standar Kompetensi  :  1.  Memahami bentuk aljabar, relasi, fungsi, dan persamaan 

garis lurus 

Kompetensi Dasar :  1.6 Menentukan gradien, persamaan dan grafik garis lurus 

Indikator : 

1. Menggambar grafik garis lurus melalui dua titik. 

2. Menggambar grafik garis lurus melalui satu titik dengan gradien tertentu. 

3. Menggambar grafik garis lurus yang persamaan garisnya diketahui. 

Tujuan Pembelajaran : 

A. Tujuan Kognitif 

1. Siswa dapat menggambar grafik garis lurus melalui dua titik. 

2. Siswa dapat menggambar grafik garis lurus melalui satu titik dengan gradien 

tertentu. 

3. Siswa dapat menggambar grafik garis lurus yang persamaan garisnya 

diketahui. 

B. Tujuan Afektif  

Dalam pembelajaran di kelas, siswa dapat bekerjasama dengan kelompok untuk 

mempelajari keterampilan menggambar grafik  

Alat/Bahan : Komputer yang terkoneksi dengan internet, dan alat tulis 

Sumber Belajar :  

1. Website  

2. Student Book  

3. Worksheet   

4. Answer key of worksheet 

5. Mathematics vocabulary list 

Sekolah :  SMP RSBI 

Mata Pelajaran :  Matematika 

Kelas / Semester :  VIII / 1 

Materi  :  Persamaan dan Grafik Garis Lurus  

Alokasi Waktu :  2 x 40 Menit 
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6. Kisi-kisi evaluation sheet 

7. Evaluation Sheet  

8. Answer Key of Evaluation Sheet 

9. Silabus 

Model Pembelajaran: pembelajaran kooperatif 

Kegiatan Pembelajaran  

Pendahuluan (10 menit) 

 Apresepsi :  - Dengan tanya jawab siswa diminta mengingat kembali tentang 

persamaan garis lurus dan cara menentukan letak titik pada 

bidang kartesius 

 Motivasi :  - Menjelaskan bahwa dalam kehidupan sehari-hari banyak hal 

yang berhubungan dengan persamaan garis lurus 

   - Menyampaikan tujuan pembelajaran 

Kegiatan Inti  (60 menit) 

1. Dengan tanya jawab dan menggunakan contoh, dibahas tentang  cara menggambar garis 

lurus yang melalui dua titik  (website: http://www.mathsisfun.com/straight-line-graph-

calculate.html) dan melalui satu titik dengan gradien tertentu (website: 

http://www.mathsisfun.com/data/straight_line_graph.html) 

 

 

Gambar 1. Tampilan website yang menyajikan grafik linear dari dua titik 
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Gambar 2. Tampilan website yang menyajikan grafik linear dengan satu titik (0,0) dengan 

gradien tertentu (m = 2) 

 

Gambar 3. Tampilan website yang menyajikan grafik linear dengan satu titik (0,0) dengan 

gradien tertentu (m = 2) dan konstanta tertentu (b = 4) 

 

2. Guru memberikan kesempatan kepada siswa untuk bertanya kalau masih belum 

memahami. 

3. Secara individu siswa diminta untuk mengerjakan beberapa soal tentang materi yang 

baru diterangkan, dan guru berkeliling sambil memberikan bimbingan. 

4. Guru menunjuk satu atau dua siswa untuk mempresentasikan jawabannya pada papan 

tulis dan siswa lain diminta untuk menanggapinya. Guru sebagai fasilitator. 

5. Dengan tanya jawab dan menggunakan beberapa contoh, dibahas tentang  cara 

menggambar garis lurus yang persamaan garisnya diketahui  

6. Guru memberikan kesempatan kepada siswa untuk bertanya kalau masih belum 

memahami. 
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7. Dengan teman sebangku, siswa diminta untuk mengerjakan beberapa soal tentang materi 

yang baru diterangkan, dan guru berkeliling sambil memberikan bimbingan 

8. Beberapa siswa/wakil kelompok diminta untuk menuliskan jawabannya di papan tulis, 

dan siswa lain diminta untuk menanggapinya. Guru sebagai fasilitator dan sekaligus 

memberikan pemantapan pemahaman 

 

Penutup (10 menit) 

1. Dengan bimbingan guru siswa diminta untuk membuat rangkuman 

2. Siswa dan guru melakukan refleksi 

3. Guru memberitahukan rencana ulangan untuk KD 1.6 

 

4. KESIMPULAN 

4.1. Simpulan. Kegiatan pembelajaran dari materi pokok garis lurus dengan kompetensi 

dasar yaitu menentukan gradien, persamaan garis lurus akan lebih menarik dan tidak 

membosankan dengan menggunakan website www.mathisfun.com dan 

www.webgraph.com . Hal ini disebabkan  adanya media di website yang digunakan 

untuk kegiatan pembelajaran lebih interaktif dan siswa dapat berinteraksi dengan video 

interaktif tersebut sehingga suasana kelas menjadi hidup. 

4.2. Saran. Kegiatan pembelajaran langkah kedua tentang menemukan cara menentukan 

persamaan garis melalui satu titik dengan gradien tertentu, website yang tersedia kurang 

sesuai dengan yang diharapkan. Oleh karena itu perlu dicari lagi website yang berkaitan 

dengan menemukan cara menentukan persamaan garis melalui satu titik dengan gradien 

tertentu. 
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ABSTRAK. Guru memegang peran penting dalam proses pengajaran. Siswa akan mau belajar 

dengan baik jika guru mereka menguasai matematika. Namun, pengetahuan matematika yang baik 

tidak cukup untuk mengajar matematika dengan baik. Pengetahuan pedagogik sama diperlukannya 

seperti pengetahuan matematika. Pengetahuan matematika dan pengetahuan pedagogik 

beramalgasi menghasilkan pengetahuan konten pedagogik. Guru yang efektif adalah guru yang 

mempunyai pengetahuan konten pedagogik tinggi. Pengetahuan konten pedagogik tinggi dimiliki 

oleh guru yang pengetahuan matematika dan pedagogik tinggi. Pengetahuan matematika adalah 

pengetahuan tentang konsep-konsep matematika dan penguasaan materi matematika. Pengetahuan 

pedagogik adalah pengetahuan tentang cara mengajar. Pengetahuan konten pedagogik merupakan 

integrasi antara pengetahuan matematika dan pengetahuan pedagogik, yaitu berupa cara 

merepresentasikan dan memformulasikan materi pelajaran sehingga materi tersebut dapat 

komprehensif. 

Kata Kunci: pengetahuan konten pedagogik, pengetahuan matematika, pengetahuan pedagogik 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Kurikulum, sarana prasarana, kebijakan pemerintah, kemampuan siswa, 

kemampuan guru dapat mempengaruhi pengajaran matematika. Guru memegang peran 

penting dalam proses pengajaran. Kepercayaan yang umum dalam masyarakat adalah 

bahwa guru matematika yang memiliki pengetahuan matematika yang baik, maka dia 

adalah orang terbaik dalam mengajar matematika. Namun bagaimana dengan mengetahui 

cara mengajar? Fennema dan Franke (Turnuklu dan Yesilder, 2007) menentukan 

komponen pengetahuan guru matematika sebagai berikut: pengetahuan tentang 

matematika, pengetahuan tentang representasi matematika, pengetahuan tentang murid, 

dan pengetahuan tentang mengajar dan pembuatan keputusan.  

Pemahaman materi pelajaran yang oleh Shulman (Turnuklu dan Yesilder, 2007) 

disebut sebagai pengetahuan konten pedagogik perlu dikuasai dengan baik sesuai kaidah 

keilmuan dan benar dipergunakan dalam praktek kehidupan. Selanjutnya, penyajian 

materi kepada peserta didik perlu dikemas sedemikian rupa sesuai dengan metode 

pembelajaran yang sesuai dengan memperhatikan bagaimana seharusnya siswa belajar, 
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seperti: konsepsi awal siswa terhadap materi pelajaran, kesalahan konsep, dan strategi 

pemecahan masalah untuk mata pelajaran tertentu. Pentingnya hal tersebut didukung pula 

dari pendapat beberapa ahli dari sejumlah penelitian mengamati aspek-aspek yang 

berbeda dari pengetahuan tentang konten dan pengetahuan konten pedagogik.  

Berdasarkan Kahan, Cooper, dan Bethea's (2003), para peneliti secara 

berkelanjutan menyimpulkan bahwa murid akan mau belajar lebih tentang matematika 

jika guru mereka mengetahui tentang matematika, namun pengetahuan tentang materi 

tidak cukup untuk mengajar matematika dengan baik. Para peneliti merangkum bahwa isi 

dari pengetahuan  konten pedagogik adalah konten yang spesifik dan berbeda jalur 

dengan pengetahuan sederhana tentang matematika, sehingga seorang matematikawan 

dimungkinkan tidak mempunyai pengetahuan tentang konten pedagogik. Berdasarkan 

Shulman (Turnuklu dan Yesildere, 2007), pengetahuan konten matematika dan 

pengetahuan konten pedagogik bagian terintegrasi dari instruksi matematika yang efektif.  

Untuk membangun konsep matematika dalam pikiran siswa, pengetahuan 

pedagogik sama diperlukannya dengan pengetahuan tentang matematika. Cara guru 

dalam menghubungkan materi-materi (apa yang mereka ketahui tentang apa yang mereka 

ajarkan) dengan pengetahuan pedagogik (pengetahuan tentang apa yang mereka ketahui 

tentang mengajar) dan bagaimana suatu pengetahuan materi dapat menjadi suatu bagian 

dari proses berfikir pedagogik dilihat sebagai suatu bagian yang diintegrasikan dalam 

pengetahuan konten pedagogik (Cochran, DeRuiter & King, 1993). Kebanyakan peneliti 

menunjuk pada pentingnya pengetahuan matematika sama halnya dengan pengetahuan 

pedagogik. 

 Sementara itu, kondisi guru di Indonesia, menurut Inoegroho (2008: http:// www. 

scribd. com) hampir separuh dari kurang lebih 2,6 juta guru tidak layak mengajar. 

Kualifikasi dan kompetensinya tidak mencukupi untuk mengajar di sekolah. Yang tidak 

layak mengajar atau menjadi guru berjumlah 912.505, terdiri dari 605.217 guru SD, 

167.643 SMP, 75.684 guru SMA, dan 63.961 guru SMK. Satria Dharma (Antara news, 

2010) menyatakan sekitar 1,3 juta atau 50 persen dari 2,7 juta guru di tanah air belum 

layak mengajar karena kurang memenuhi standar kualifikasi maupun sertifikasi yang 

telah ditentukan pemerintah. Mulyasa (Pikiran Rakyat, 2010) mengatakan salah satu 

indikator rendahnya kualitas guru di Indonesia adalah banyak guru yang ketika dites soal 

ujian nasional mereka tidak lulus. Menurut Mulyasa, hal itu disebabkan guru kurang 

membaca dan mempersiapkan diri untuk memberikan pengajaran. Mereka juga 
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cenderung kurang mengevaluasi hasil pembelajaran yang dilakukan selama ini. Padahal, 

rendahnya kualitas guru akan mengakibatkan rendahnya kualitas pendidikan yang 

selanjutnya akan memproduksi sumber daya manusia kurang bermutu. Untuk itu akan 

dibahas tentang pengetahuan matematika, pengetahuan pedagogik, dan pengetahuan 

konten pedagogik guru matematika. Diharapkan melalui pemahaman yang diperoleh 

dapat menjadi pertimbangan guru untuk meningkatkan kemampuan pengetahuan 

matematika, pengetahuan pedagogik, dan pengetahuan konten pedagogik, sehingga akan 

berpengaruh pada peningkatan kemampuan siswa. 

 

2. PEMBAHASAN 

2.1  Pengetahuan Matematika 

Berdasarkan etimologis perkataan matematika berarti ilmu pengetahuan yang 

diperoleh dengan bernalar. Matematika terbentuk sebagai hasil pemikiran manusia yang 

berhubungan dengan ide, proses, dan penalaran (Ruseffendi, 1980:148). Matematika 

mencakup bahasa, bahasa khusus yang disebut bahasa matematika. Dengan matematika 

kita dapat berlatih berfikir secara logis, dan dengan matematika ilmu pengetahuan lainnya 

dapat berkembang dengan cepat. 

Matematika berasal dari bahasa latin manthanein atau mathema yang berarti belajar 

atau hal yang dipelajari. Matematika dalam bahasa Belanda disebut wiskunde atau ilmu 

pasti, yang kesemuanya berkaitan dengan penalaran. Ciri utama matematika adalah 

penalaran deduktif, yaitu kebenaran suatu konsep atau pernyataan diperoleh sebagai 

akibat logis dari kebenaran sebelumnya sehingga kaitan antar konsep atau pernyataan 

dalam matematika bersifat konsisten. Namun demikian, pembelajaran dan pemahaman 

konsep dapat diawali secara induktif melalui pengalaman peristiwa nyata atau intuisi. 

Proses induktif-deduktif dapat digunakan untuk mempelajari konsep matematika. 

Kegiatan dapat dimulai dengan beberapa contoh atau fakta yang teramati, membuat daftar 

sifat yang muncul, memperkirakan hasil baru yang diharapkan, yang kemudian 

dibuktikan secara deduktif. Dengan demikian, cara belajar induktif dan deduktif dapat 

digunakan dan sama-sama berperan penting dalam mempelajari matematika. Penerapan 

cara kerja matematika seperti ini diharapkan dapat membentuk sikap kritis, kreatif, jujur, 

dan komunikatif pada siswa (Depdiknas, 2004). 

Matematika merupakan ilmu yang abstrak, hirarkis dan konsisten yang melandasi 

disiplin ilmu lainnya dan mengembangkan daya pikir manusia. Dari definisi-definisi 
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matematika, tergambar pengertian tentang matematika itu, dengan menggabungkan 

pengertian definisi-definisi tersebut. Semua definisi dapat diterima, karena memang 

matematika dapat ditinjau dari segala sudut, dan matematika bisa memasuki seluruh segi 

kehidupan manusia, dari yang paling sederhana sampai yang komplek. Perkembangan 

pesat di bidang teknologi informasi dan komunikasi saat ini juga dilandasi oleh 

perkembangan matematika. Oleh karena itu, di Indonesia mata pelajaran matematika 

diberikan dari tingkat Sekolah Dasar sampai Perguruan Tinggi.  

Pada Standar Isi,  Mata Pelajaran Matematika untuk semua jenjang pendidikan 

dasar dan menengah dinyatakan bahwa tujuan mata pelajaran matematika di sekolah 

adalah agar siswa mampu: 

1.  Memahami konsep matematika, menjelaskan keterkaitan antarkonsep dan 

mengaplikasikan  konsep atau algoritma, secara luwes, akurat , efisien, dan tepat 

dalam pemecahan masalah. 

2.  Menggunakan penalaran pada pola dan sifat, melakukan manipulasi matematika 

dalam membuat generalisasi, menyusun bukti, atau menjelaskan gagasan dan 

pernyataan matematika. 

3.  Memecahkan masalah yang meliputi kemampuan memahami masalah, merancang 

model matematika, menyelesaikan model, dan menafsirkan solusi yang diperoleh. 

4.  Mengkomunikasikan gagasan dengan simbol, tabel, diagram, atau media lain untuk 

memperjelas keadaan atau masalah. 

5. Memiliki sikap menghargai kegunaan matematika dalam kehidupan, yaitu memiliki 

rasa ingin tahu, perhatian, dan minat dalam mempelajari matematika, serta sikap ulet 

dan percaya diri dalam pemecahan masalah. 

Tugas seorang guru adalah mewujudkan tujuan tersebut di atas. Guru paham dan 

menghayati tujuan pembelaran matematika. Konsep adalah ide (abstrak) yang dapat 

digunakan atau memungkinkan seseorang untuk mengelompokkan /menggolongkan 

sesuatu objek. Suatu konsep biasa dibatasi dalam suatu ungkapan yang disebut definisi. 

Penalaran adalah suatu proses atau suatu aktivitas berpikir untuk menarik suatu 

kesimpulan atau proses berpikir dalam rangka membuat suatu pernyataan baru yang benar 

berdasar pada beberapa pernyataan yang kebenarannya telah dibuktikan atau diasumsikan 

sebelumnya (Fadjar Shadiq, 2003). Penugasan dalam pelajaran matematika digolongkan 

menjadi dua yaitu latihan dan problem/ masalah. Latihan adalah tugas yang langkah 

penyelesaiannya sudah diketahui siswa, bisa dikerjakan dengan menerapkan langsung 
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satu atau lebih algoritma. Problem/ masalah lebih komplek dari latihan, cara 

mengerjakannya perlu menggunakan kreativitas tidak bisa dikerjakan dengan menerapkan 

langsung beberapa algoritma. Pemecahan masalah adalah proses menerapkan 

pengetahuan yang telah diperoleh sebelumnya ke dalam situasi baru yang belum dikenal. 

Ciri penugasan pemecahan masalah, soal menantang, tidak cukup dengan prosedur rutin 

dalam menyelesaikan soal tersebut. Guru harus mampu membuat siswa 

mengkomunikasikan gagasan dengan simbol, tabel, diagram, atau media lain untuk 

memperjelas keadaan atau masalah. Matematika adalah bahasa yang praktis. Untuk 

pencapaian tujuan kelima lebih banyak ditentukan oleh bagaimana cara guru mengelola 

pembelajaran. 

Pengetahuan matematika disini berarti pengetahuan tentang konsep matematika dan 

penguasaan materi matematika. Seorang guru harus menguasai hal tersebut. Sangatlah 

tidak mungkin guru akan bisa mengajar dengan baik kalau gurunya sendiri tidak 

menguasai materi yang akan disampaikan. Pengajaran adalah proses mentransfer ilmu 

kepada siswa. Jadi guru harus menguasai apa yang akan disampaikan. Guru harus 

terbuka, selalu mengupgrade diri, banyak membaca, belajar dan terus belajar. To give 

students a cup of water, a teacher should first have a bucket of water. Metofora ini 

menggambarkan pentingnya pengetahuan guru dalam mengajar. Penguasaan konsep dan 

materi matematika mutlak diperlukan oleh seorang guru. Berakibat fatal apabila guru 

tidak menguasai materi, ketika siswa mengalami miskonsepsi guru tidak bisa meluruskan, 

guru tidak bisa membuat langkah kreatif untuk memahamkan siswa, tidak bisa 

mengevaluasi dengan adil. 

 

2.2  Pengetahuan Pedagogik 

Pedagogik adalah ilmu pendidikan atau ilmu mendidik, yang berarti ilmu 

pengetahuan yang menyelidiki, merenungkan tentang gejala-gejala perbuatan mendidik. 

Menurut  Hoogveld (Yusuf, 2009: 9) pedagogik adalah ilmu yang mempelajari masalah 

membimbing anak ke arah tujuan tertentu, yaitu mampu secara mandiri menyelesaikan 

tugas hidupnya. Langeveld (Yusuf, 2009: 9) mengemukakan bahwa pedagogik adalah 

suatu ilmu yang bukan saja menelaah objeknya untuk mengetahui betapa keadaan atau 

hakiki objek itu, melainkan mempelajari pula bagaimana seharusnya bertindak.  

Kompetensi pedagogik adalah satu dari empat kompetensi guru sebagai agen 

pembelajaran sebagaimana terdapat pada PP No.19/2005. Kompetensi pedagogik 
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merupakan kemampuan yang berkenaan dengan pemahaman peserta didik dan pengelola 

pembelajaran yang mendidik. Tim Direktorat Profesi Pendidik Dirjen Peningkatan Mutu 

Pendidik dan Tenaga Kependidikan (2006) merumuskan secara substantif kompetensi 

pedagogik yang mencakup kemampuan pemahaman terhadap peserta didik, perancangan 

dan pelaksanaan pembelajaran, evaluasi hasil belajar, dan pengembangan peserta didik 

untuk mengaktualisasikan berbagai potensi yang dimilikinya.  

Dari uraian tersebut di atas terlihat dengan jelas bahwa kompetensi pedagogik 

berurusan dengan tugas utama guru sebagai pengajar; yang intinya adalah bagaimana 

seorang guru dapat melaksanakan pengajaran dengan baik. Kompetensi pedagogik 

memang penting dan memiliki posisi yang sangat strategis untuk mensukseskan 

pendidikan. Dengan tanpa mengesampingkan penting dan strategisnya kompetensi 

lainnya, kompetensi pedagogik memang harus dimiliki, dikuasai dan sekaligus 

dipraktekkan oleh setiap guru dalam menjalankan tugas utamanya sebagai pengajar. 

Sebagai pembanding, di Amerika Serikat (AS), mengenai pengajaran memang sangat 

menonjol dalam formulasi kompetensi pendidik. Supriyoko (2007: http :// 

journal.amikom.ac.id) dalam publikasi Direktorat Pendidikan Luar Biasa Direktorat 

Jenderal Manajemen Pendidikan Dasar dan Menengah Depdiknas (2006), “Pengadaan 

dan Pembinaan Tenaga Kependidikan Dalam Pendidikan Inklusif” disebutkan 15 

kompetensi yang perlu dikembangkan oleh guru di AS, yaitu: 

1. Dapat mendiagnosis kebutuhan intelektual, emosi, sosial, dan fisik siswa. 

2. Dapat merumuskan tujuan-tujuan instruksional yang didasarkan atas kebutuhan 

siswa. 

3.   Dapat merancang pengajaran sesuai dengan tujuan. 

4.   Dapat melaksanakan pengajaran sesuai dengan rancangan /desain. 

5.   Dapat melakukan evaluasi untuk menilai hasil belajar siswa dan efektivitas 

pengajaran. 

6.   Mampu mengintegrasikan pengajaran sesuai dengan latar belakang siswa. 

7.   Mampu melaksanakan model-model pengajaran, dan bisa mengajar keterampilan 

menurut tujuan tertentu bagi siswa tertentu. 

8.   Memperlihatkan komunikasi yang lebih efektif dalam kelas. 

9. Mampu menggunakaan sumber-sumber yang sesuai untuk mencapai tujuan 

pengajaran. 
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10. Mampu memonitor proses dan hasil belajar serta mampu mengadakan perbaikan 

pengajaran. 

11. Menguasai bidang studi yang akan diajarkannya. 

12. Memiliki keterampilan dalam pengelolaan kelas / manajemen dan organisasi dalam  

mendorong siswa tumbuh secara menyeluruh (sosial, emosi, fisik, intelek). 

13. Sensitif atau peka terhadap kebutuhan dan perasaan diri sendiri dan kebutuhan serta 

perasaan orang lain. 

14. Mampu bekerja secara efektif dalam kelompok profesional. 

15. Mampu menganalisis efektivitas keprofesionalannya dan terus berusaha memperluas 

efektivitas tersebut. 

Apabila diperhatikan ke-15 kompetensi guru di AS tersebut dapat dikatakan bahwa 

pengajaran menjadi sentral isu bagi guru sebagai penyandang kompetensi pedagogik. Hal 

ini relevan dengan begitu penting dan strategisnya kompetensi pedagogik bagi guru 

Indonesia. 

Dengan pemahaman terhadap peserta didik, seorang guru bisa melakukan 

pendekatan yang tepat. Dalam mengajar memposisikan pada posisi siswa, mencoba 

memahami apa yang diinginkan oleh siswa dan berusaha mengajar dengan cara yang 

menyenangkan dan siswa bisa mengerti. Tidak ada satu cara pun yang paling efektif 

untuk mengajar, masing-masing mempunyai kekurangan dan kelebihan. Guru hendaknya 

menguasai berbagai macam teknik, metode, pendekatan sehingga bisa menggunakan 

dengan bervariasi dan disesuaiakan dengan situasi kondisi. Cara mengajar akan 

menentukan keberhasilan tujuan pembelajaran, baik pembelajaran jangka pendek maupun 

pembelajaran jangka panjang. Pembelajaran jangka pendek adalah siswa diharapkan 

dapat memahami materi matematika yang dipelajarinya dan dapat menggunakannya pada 

pelajaran lain atau pada kehidupan nyata dan bekal untuk jenjang pendidikan selanjutnya. 

Pembelajaran jangka panjang yaitu siswa dapat mengambil nilai-nilai matematika dan 

mengaplikasikan untuk kehidupan. Nilai-nilai matematika itu meliputi kejujuran, 

keuletan, penalaran, kebertanggungjawaban, kecermatan, dsb. 

 

2.3  Pengetahuan Konten Pedagogik 

Dahar dan Siregar (Farida, 2009) menyatakan pengetahuan konten pedagogik 

adalah hasil amalgasi materi subjek dengan pedagogik umum. Pengetahuan konten 

pedagogik merupakan bentuk representasi dari materi subjek. Calon guru atau guru 
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dituntut untuk mampu mengorganisasi struktur pengetahuan materi subjeknya dan dapat 

mengintegrasikan kemampuan tersebut dengan pengetahuan konten pedagogik. Interaksi 

antara pengetahuan konten materi subjek dengan pedagogik nampak dari cara guru 

menggunakan representasi dalam memberikan penjelasan.  

Shulman (Baker dan Chick, 2007) mendefinisikan pengetahuan konten pedagogik 

sebagai pencampuran dari materi dan pedagogik menjadi pemahaman tentang bagaimana 

topik tertentu, masalah, atau isu-isu yang terorganisir, yang diwakili, dan disesuaikan 

dengan berbagai kepentingan dan kemampuan peserta didik, dan disajikan untuk 

instruksi. Definisi ini menekankan tiga aspek: konten, pedagogik, dan siswa, dan 

pentingnya hubungan di antara ketiga aspek tersebut. Menurut Shulman (Turnuklu dan 

Yesildere, 2007), pengetahuan konten pedagogik terdiri dari: cara merepresentasikan dan 

memformulasikan materi sehingga materi tersebut dapat komprehensif, suatu pemahaman 

tentang apa yang membuat pembelajaran atas suatu topik khusus mudah atau sulit, 

rancangan dan pra rancangan yang pelajar dengan umur dan latar belakang yang berbeda-

beda.  

Berdasarkan gagasan Shulman tentang pengetahuan konten pedagogik, guru -guru 

yang efektif memiliki suatu pengetahuan yang dalam tentang bagaimana menyajikan 

suatu materi kepada pelajar (Parker & Heywood, 2000). Shulman juga menyatakan 

bahwa pengetahuan konten pedagogik harus mencakup pengetahuan tentang pelajar dan 

karakteristiknya, pengetahuan konteks pendidikan, tujuan, nilai, dasar filosofi, dan 

sejarah. Sebagai tambahan, pengetahuan konten pedagogik merujuk pada kemampuan 

dari guru menyajikan isi kedalam bentuk yang powerful secara pedagogik dan juga 

adaptif terhadap variasi kemampuan dan latar belakang siswa (An, Kulm dan Wu, 2004). 

Berdasarkan An, Kulm, dan Wu (2004) pengetahuan konten pedagogik memiliki 3 

komponen: pengetahuan tentang isi, pengetahuan tentang kurikulum, pengetahuan 

tentang mengajar. An, Kulm, dan Wu (2004) mengemukakan pentingnya pengetahuan 

dalam mengajar dan menurut mereka itu komponen inti dari pengetahuan konten 

pedagogik. Sebagai tambahan, Grouws and Shultz  (Turnuklu dan Yesildere, 2007) 

menyatakan cakupan pengetahuan konten pedagogik: representasi yang berguna, 

gabungan ide-ide, contoh-contoh yang telah diklarifikasi, analogi yang membantu, 

hubungan-hubungan yang penting dan hubungan antar ide. 

Pengetahuan konten pedagogik matematika adalah integrasi dari pengetahuan 

matematika dan pengetahuan pedagogik. Pengetahuan matematika dan pengetahuan 
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pedagogik digunakan bersama-sama untuk pengajaran yang efektif, pengajaran yang 

menyampaikan materi secara powerfull, materi tersampaikan dengan baik dengan 

menggunakan cara pengajaran yang tepat. Pengetahuan matematika yang baik tanpa 

disertai pengetahuan pedagogik yang baik tidak akan menghasilkan pembelajaran yang 

efektif, dan sebaliknya pengetahuan pedagogik yang baik tanpa disertai pengetahuan 

matematika yang baik pembelajaran pun akan kurang bermakna. Seorang guru harus 

mempunyai penguasaan yang baik dari segi matematika dan pedagogik. Pengetahuan 

matematika dan pedagogik yang baik akan membentuk pengetahuan konten pedagogik 

yang baik. Indikator pengetahuan konten pedagogik bisa berupa mengerti proses 

penalaran siswa, mengerti alasan dari penalaran yang dimiliki siswa, mampu membuat 

solusi untuk mengurangi penalaran yang salah dari siswa, mampu memberi pertanyaan 

yang sesuai untuk dapat mengerti pemikiran siswa, membentuk kriteria yang cocok untuk 

menilai jawaban siswa berdasarkan kriteria yang ada. 

 

3. KESIMPULAN DAN SARAN 

3.1  Kesimpulan 

Dari uraian di atas dapat disimpulkan: 

Mempunyai pemahaman pengetahuan matematika yang mendalam adalah perlu 

tetapi belum cukup untuk mengajar matematika. Tidak mungkin mengajar matematika 

tanpa mempunyai pengetahuan matematika. Guru harus mempunyai pemahaman yang 

baik dari aspek pengetahuan matematika maupun aspek pedagogik. Pengetahuan konten 

pedagogik adalah integrasi dari pengetahuan matematika dan pengetahuan pedagogik, 

yaitu berupa cara mempresentasikan materi matematika secara komprehensif dan 

powerfull. 

3.2  Saran 

Untuk mendapat informasi tentang tingkat pemahaman pengetahuan matematika, 

pengetahuan pedagogik, dan pengetahuan konten pedagogik guru perlu dilakukan 

penelitian yang mengarah untuk mengevaluasi dan memperbaiki mutu guru. 
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ABSTRACT. To realize one of missions of a university, to produce qualified and virtuous 

graduates, so the role of discipline lecturers with high commitment and competence in a learning 

process becomes a primary goal. To achieve this goal, the information of lecturers’ profile 

becomes very important as material to carry out the construction, development, lecturers’ 

performance evaluation, and decision making refers to the University Tri Dharma. In connection 

with this matter, it is necessary to design a model plan of profile map of university lecturers. The 

study result obtained is to find out the lecturers’ commitment, by measuring commitment 

components, such as: lecturing presence, delay of examination scores delivery, department 

meeting attendance, seminar attendance, training/workshop attendance, contribution of community 

service activities, and contribution of department’s supporting activities (activities committee, 

department promotion, etc.). Meanwhile, the competency components consist of formal education, 

non formal education, scientific paper, research quantity, academic hierarchy, module quantity of 

lecture/book material, and lecturers’ IKADQ. For the value distribution of those each component, 

it is set as variable in accordance with the interest of user department. From the two components, 

then it is continued with the lecturers’ commitment and competency data plot at the cross of XY 

axis which forms nine lecturers’ profile map, so that it can provide typology information about 

specialization of lecturers’ competence, relationship between academic education, lecturer’s 

competence, and lecturing relevance in a form of relevance table, as well as minimum standard of 

lecturers’ profile map model, can be used at universities in Indonesia. 

Keywords: Map, lecturers’ profile, commitment and competence components 

 

 
1. PENDAHULUAN 

 

Dalam rangka pencapaian visi dan misi Perguruan Tinggi di Indonesia yang 

dipusatkan pada optimalisasi kontribusi terhadap upaya peningkatan kualitas bangsa 

Indonesia, pengembangan IPTEKS, budaya dan identitas bangsa secara keseluruhan maka 

perguruan tinggi harus tampil sebagai leader dalam pengembangan kemajuan dan 

peradaban bangsa, sehingga menjadi andalan seluruh bangsa. Disamping itu perguruan 

tinggi mempunyai misi yang bersifat nasional dan merupakan infrastruktur untuk 

melahirkan lulusan atau calon pemimpin bangsa yang berkualitas dan berbudi luhur. 

Salah satu komponen yang penting dalam proses pembelajaran adalah Sumber Daya 

Manusia (SDM) yang dalam hal ini adalah dosen pengasuh matakuliah dan dibantu 

komponen lainnya yaitu sarana, prasarana dan infra struktur lainnya.  

Dengan alasan tersebut  data atau informasi tentang profil dosen menjadi penting 

sebagai bahan untuk melaksanakan pembinaan, pengembangan dosen serta pengambilan 

keputusan dalam rangka mewujudkan visi, misi perguruan tinggi dan juga dapat 
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digunakan sebagai penilaian kinerja dosen yang mengacu pada Tri Dharma Perguruan 

Tinggi. Penilaian seperti ini dapat menimbulkan motivasi dosen untuk mencapai kinerja 

yang diinginkan. Data profil dosen merupakan bagian penting bagi  Jurusan atau Fakultas 

untuk melakukan atau melaksanakan  kebijakan yang tepat terhadap dosen dalam usaha 

membina dan mengembangkan  kompetensi dosen  untuk  pencapaian  sasaran  Jurusan 

atau Fakultas. 

 Secara umum, permasalahan penelitian ini adalah analisis dan pemetaan data dosen 

yang berkaitan dengan kompetensi dan komitmen dosen dalam proses pembelajaran. 

Secara khusus, permasalahan penelitian ini adalah: Sampai sejauh mana bobot nilai 

kegiatan dosen terhadap komponen yang terkait dengan kompetensi dan komitmen 

tersebut ? dan apakah dapat diperoleh informasi peta kekuatan dosen di suatu jurusan 

secara lengkap?.  

 Tujuan dari penelitian ini adalah: 

a. Mencoba mencari  gambaran deskriptif tentang kompetensi (pendidikan formal & 

non formal, penelitian, karya tulis ilmiah) dan komitmen dosen. 

b. Mencoba mencari  tipelogi tentang spesialisasi keahlian  dosen. 

c. Mencoba melihat hubungan antara pendidikan  akademik dan keahlian dosen 

dengan relevansi mengajar matakuliah. 

d. Mencoba mencari model pemetaan profil dosen yang terbaik atau standard.  

Manfaat dari hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan data dan informasi 

tentang frofil dosen, sehingga dari informasi tersebut pihak pengelola Jurusan/Universitas 

dapat melaksanakan langkah-langkah yang tepat untuk pembinaan dan pengembangan 

dosen dan juga dapat memberikan informasi tentang peta atau matrik kekuatan dosen 

yang meliputi :  data pribadi, data pendidikan (formal/non formal), data 

spesialisasi/keahlian, data pengalaman kerja/mengajar, data kegiatan penelitian, data 

pubkilasi ilmiah dan data minat mengajar kelompok bidang ilmu  dosen. Output/keluaran 

dari hasil penelitian berupa tabel data dan peta profil dosen yang diharapkan  dengan 

perubahan beberapa format dapat pula digunakan oleh Jursan/Fakultas lain di seluruh 

Perguruan Tinggi. 

 

 

2. MATERI DAN METODE 
 

Untuk membuat peta profil dosen , terlebih dahulu dilakukan kajian teori yang relevan 

untuk pembuatannya, yang dalam hal ini digunakan teori statistika tentang penyebaran 
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data melalui metoda Persentil dan Kwantil,  kemudian untuk membuat diagram peta 

profil dosen Perguruan Tinggi ini dikembangkan dari gambar peta yang dipakai dalam  

The Ohio State Leadership Quadrants menurut Universitas Ohio, yang dalam konsep 

tersebut dibagi menjadi 4 kuadran (Miller, 2004 & Bass,2000). Dalam penelitian ini 

konsep kuadran tersebut di atas, kemudian dikembangkan dan disesuaikan dengan data, 

kebutuhan dan metoda Kuantil sehingga terbentuklah peta profil dosen dengan 9 

(sembilan) daerah peta seperti pada gambar.1 (John,2007). 
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Gambar 1.Peta profil dosen 

 

 Berbagai ukuran lokasi (letak) dalam statistika antara lain median, kuartil dan 

persentil. Kuantil juga merupakan suatu ukuran lokasi (letak) seperti halnya ukuran lokasi 

lainnya. Jika media membagi rentangan nilai urutan atas dua bagian yang sama, maka 

kuartil membagi rentangan nilai urutan atas empat bagian yang sama sehingga ada 3 nilai 

kuartil yaitu kuartil bawah, kuartil median, kuartil atas. Setiap bagian yang dibatasi oleh 

kuartil akan terdapat 25% nilai urutan sehingga tidak dapat digunakan sebagai batas jika 

menginginkan proporsi bagian yang lainnya. 

       Ukuran lokasi yang mudah digunakan untuk menentukan letak dengan proporsi nilai 

yang diinginkan adalah persentil. Persentil membagi urutan atas seratus bagian, sehingga 

dapat dipilih lokasi/letak yang diinginkan dari 99 lokasi yang tersedia. 

 Kuantil sebagai ukuran lokasi yang hampir sama dengan persentil, perbedaannya 

adalah pada persentil rentang urutan nilai dari 0 sampai dengan 100 sedangkan kuantil 

rentang nilai dari 0 sampai dengan 1. Kuantil yang dikembangkan dalam penelitian ini 
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adalah Q(p) = kuantil ke p samadengan persentil ke 100p. Untuk kuantil Q(0,25) = P25 = 

Q1. Q(0,25) = kuantil ke 25  , P25 = persentil ke 25 dan Q1 = kuartil 1.  

 Untuk menentukan nilai urutan yang akan masuk pada posisi tertentu di bawah atau 

di atas Q(p), untuk banyaknya besar sampel=n, dan bila np bulat  maka dapat digunakan 

urutan X(np) dimasukkan pada kelompok di bawah Q(p). Penyekatan urutan pada setiap 

sumbu atas tiga kelompok yaitu kurang, sedang dan tinggi dengan lokasi penyekat 

Q(0,30) dan Q(0,70) untuk data yang berdistribusi normal dengan variabel normal baku, 

maka Q(0,30) setara dengan Z = -0,5244 untuk batas kurang dan sedang serta Z=0,5244 

untuk batas sedang dengan tinggi. (Chambers,1993; Gnadesikan, 1997) 

Metode yang dilakukan dalam penelitian ini lebih kepada metode penelitian 

deskriptif,. Penelitian ini menggunakan metoda survei, instrumen yang digunakan 

observasi, kuesioner dan dokumen. Pelaksanaan penelitian ini meliputi  beberapa tahap 

kegiatan yaitu : 

a. Persiapan & analisis kebutuhan : kegiatan ini merupakan kegiatan awal untuk 

melihat kembali kebutuhan-kebutuhan yang diperlukan serta persiapan peralatan yang 

akan digunakan. 

b. Rancangan Pegembangan Model : kegiatan ini meliputi penyusunan rancangan 

pengembangan komponen komitmen dan kompetensi dosen perguruan tinggi dan 

nantinya diharapkan dari pengembangan model ini didapat model standard minimum 

komponen komitmen dan kompetensi dosen perguruan tinggi. 

c. Pengumpulan Data Komitmen & Kompetensi: Dari rancangan yang telah dibuat 

sebelumnya, kemudian dilakukan kegiatan pemutakhiran rancangan model komponen 

komitmen dan kompetensi dengan cara memberikan model tersebut ke beberapa 

perguruan tinggi swasta maunpun perguruan tinggi negeri (15 perguruan tinggi) 

sebagai sampel untuk memberikan komentar atau masukan terhadap model yang telah 

dibuat. Kegiatan ini dilakukan dengan dua cara yaitu secara langsung (survey) atau 

tidak langsung (pengiriman Kuesioner/isian) ke masing-masing sampel perguruan 

tinggi. Kemudian dari masukan yang ada diolah sehingga didapat model  peta profil 

dosen perguruan tinggi. 

d. Analisis Data & Penyusunan Bobot : kegiatan ini dilakukan untuk 

menyempurnakan rancangan model yang telah dikembangkan setelah adanya 

masukan/inputan dari beberapa data yang masuk, sehingga didapat model yang lebih 

lengkap. 
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e. Penulisan Laporan : Akhir dari kegiatan penelitian ini, secara keseluruhan 

dituliskan dalam bentuk laporan penelitian. 

Hasil dari penelitian ini dapat digunakan oleh perguruan tinggi di seluruh 

Indonesia yang ingin mengetahui peta profil dosennya baik kompetensi dan 

komitmennya. Disamping itu model peta profil dosen yang diperoleh akan dibuat lebih 

fleksibel, sehingga variabel-variabel inputnya dapat dirubah sesuai dengan kebutuhan dari 

perguruan tinggi pengguna. Output/keluaran dari penelitian ini berupa tabel data dan peta 

profil dosen perguruan tinggi di Indoensia. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

 Hasil rancangan komponen untuk komitmen dan kompetensi seorang dosen yang 

telah dikembangkan bersadarkan usulan/saran dari sampel perguruan tinggi adalah seperti 

berikut: 

 

A.  Komitmen 

1. Kehadiran Mengajar   nilai Maks 20 

    hadir <= 90% = 15  ;    hadir > 90% = 20 

2. Keterlambatan penyerahan soal & nilai UTS+UAS   nilai Maks 20 

   terlambat  0 hari    = 25 ;    terlambat 1-2 hari   = 10 

    terlambat  3-7 hari = 5 ;   terlambat >= 7 hari = 0 

3. Kehadiran rapat2 jurusan  nilai Maks 10 

    hadir 10-50% = 5 ; hadir 51-80% = 10 ;hadir > 80% = 15 

4. Kehadiran Seminar di jurusan/fakultas/universitas   nilai Maks 15 

    hadir 1-30% = 5 ; hadir 31-75% = 10 ;hadir > 75% = 15 

 

5. Kehadiran Pelatihan/workshop di Jurusan/fakultas  nilai Maks 15 

    hadir 1-30% = 5 ; hadir 31-75% = 10 ;hadir > 75% = 15 

6. Kontribusi terhadap kegiatan jurusan ( panitia kegiatan jurs, promosi, dll)  

     nilai Maks  10. 

    <= 2 kegiatan/sm = 5  ;       >2 kegiatan/sm = 10 

7.  Melaksanakan kegiatan Pengabdian pd Masyarakat (PKM)  nilai Maks 5 

     >= 1 kegiatan = 5 

8.  Membimbing tugas akhir mahasiswa tepat waktu  nilai Maks 5 

     tepat waktu = 5  
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B.  Kompetensi 

Sedangkan untuk komponen yang terkait dengan kompetensi antara lain: 

1. Pendidikan Formal (akhir)  nilai Maks 20 

    S1-Sesuai bidang studi jurusan/program studi      = 10 ; Non(else) = 5 

    S2-Sesuai bidang studi jurusan/program studi      = 15 ; Non(else) = 10 

    S3- Sesuai bidang studi jurusan/program studi     = 20 ; Non(else) = 15 

2. Pendidikan NonFormal (Kursus,Pelatihan Jangka panjang >=3 bln,dll)Maks 10 

    Sesuai bidang studi/jurusan  (1-4 topik) = 5 ; Non(else) = 2 

3. Karya Tulis Ilmiah yg dipublikasikan (journal/proceedings)  nilai Maks 15 

    1-2 tulisan/tahun = 5  ; 3-4 tulisan/tahun = 10  

     >4 tulisan/tahun = 15 

4. Jumlah Penelitian internal/eksternal dlm setahun nilai  Maks 15  

1 topik/tahun = 10  ; >1 topik/tahun = 15 

5. IKADQ (Indeks Kinerja Akademik Dosen Quesioner)  nilai Maks 15 

    IKADQ  2.0-2,55 = 5 ; IKADQ 2.6-3.0 = 10 ; IKADQ >3.0 = 15 

(Khusus untuk pengukuran ini, mahasiswa akan diberi angket di pertengahan 

semester perkuliahan agar mengisi pertanyaan/kuesioner, kemudian dihitung 

IKADQ dosen yang bersangkutan, sehingga setiap dosen akan memiliki nilai 

IKADQ untuk masing-masing  matakuliah yang diampu pada setiap semesternya) 

 score penilaian berkisar antara 1 s/d 4. 

6. Jenjang Jabatan Akademik  nilai Maks 15  

   Asst = 5     ; Lektor - Lektor Kepala = 10  ; Guru Besar = 15 

7. Jlh terbitan buku/modul materi kuliah  nilai Maks 5 

 >= 1 buku = 5 

8. Ikut sebagai anggota assosiasi profesi   nilai maks 5  

            >= 1 sebagai anggota = 5  

Pembahasan 

Dari 15 sampel perguruan tinggi PTN & PTS yang meliputi wilayah Indonesia bagian 

Barat  dan Indonesia bagian Timur, telah diperoleh beberapa masukan dan saran yang 

dirangkum seperti pada tabel 1. 

 

Tabel 1.Rangkuman Saran/masukan/tanggapan/ Penelitian Pengembangan Model  

            Peta Profil Dosen Perguruan Tinggi. 
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No Saran untuk KOMITMEN Saran untuk KOMPETENSI 

1. Perlu diperhatikan penjiwaan 

sebagai “pendidik” 

Tambahkan latar belakang pendidikan non 

formal yang bersertifikat 

2. Perlu diperhatikan tentang 

kompensasi terhadap dosen 

Tambahkan proses pemutakhiran data 

3. Wujudkan  atmosfir akademik yang 

jujur dan disiplin 

Interelasi aktif dengan komunitas bidang 

keilmuan & asosiasi profesi 

4. Tambahkan kegiatan pengabdian 

pada masyarakat 

Kemampuan berbahasa inggris dosen perlu 

dipertimbangkan 

5. Perlu penjelasan lebih lanjut 

tentang seminar yg di tingkat 

fakultas/universitas 

Penilaian karya tulis tidak hanya kuantitatif 

tetapi perlu diperhatikan jurnal akreditasi? 

Nasional atau Internasional? 

6. Pengumpulan soal ujian uts/uas 

tepat waktu 

Kegiatan di luar kampus yg sesuai dgn 

bidang keahlian (sebagai konsultan) 

7. Bimbingan tugas akhir tepat waktu Tambahkan track record dosen pada tahun 

sebelumnya 

8. Kontribusi kegiatan pendukung 

jurusan (panitia seminar, promosi 

jurs, dan lain-lain) 

Tambahkan hasil karya dosen tentang 

penerbitan buku pengajaran matakuliah. 

 Langkah berikutnya, dari komponen yang telah di ukur seperti contoh di atas (nilai 

maksimum komponen masih dapat dirubah sesuai kebutuhan), lalu diplotkan pada peta  

seperti gambar 2, sehingga akhirnya untuk setiap dosen diketahui terletak pada kelompok 

posisi  yang  mana dosen tersebut berada. Analisis pengelompokan data dibuat sesuai 

dengan metode kuantil yang dikelompokkan menjadi sembilan kelompok yang dalam hal 

ini disebut sebagai kelompok Peta1, Peta2, …... dan Peta9.  

Penentuan  9 kelompok lebih didasari pada prosedur metoda kuantil dalam ilmu 

Statistika dan untuk menghindari tertumpuknya data dalam satu kelompok agar supaya 

penyebaran data lebih terdistribusi (Aunuddin, 1989). Dalam penetapan kelompok 

tersebut analisis  ditekankan  kepada kedua aspek komitmen dan kompetensi, dengan 

asumsi bahwa dosen yang memiliki komitmen & kompetensi yang di atas rata-rata baik, 

diharapkan  dengan pembinaan yang baik dan berkesinambungan dapat meningkatkan ke 

level yang lebih baik (memuaskan) yang akan berdampak kepada peningkatan kualitas 

proses pembelajaran sehingga tercipta mahasiswa dan lulusan yang berkualitas.  
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Pemetaan Peta Profil Dosen Perguruan Tinggi ini dibuat dalam Koordinat Kartesius 

X,Y, dengan  X= Komitmen dan Y=Kompetensi, yang diberikan dalam prosentase(%) 

bobot, dan nilai komponen yang terkait. Untuk menggambarkan peta kuadran profil 

dosen, sebelumnya ditetapkan komponen-komponen yang terkait dengan kedua variabel 

X dan Y tersebut di atas. Setelah dilakukan analisis maka nantinya akan diperoleh 

komponen-komponen yang terkait, yang dapat membentuk Diagram peta profil dosen 

seperti contoh (Gambar 2). 

 Untuk mencari  gambaran deskriptif tentang kompetensi (pendidikan formal & 

non formal, penelitian, karya tulis ilmiah dll ) dengan komitmen dosen di Jurusan dapat 

dilihat pada contoh seperti pada Tabel 2.  Dari hasil pengumpulan dan olahan data untuk 

masing -masing komponen, diperoleh hasil pada Tabel 2. : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2. Contoh Diagram Pemetaan Profil Dosen  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

   30%   70%    100%  

K
o
m

p
et

e
n

si
 (

 %
 )

 

ti
n

g
g
i 

P7     P4     P1    

                

             

  0 %     0 %    
9,4 

%  

                

 

se
d

a
n

g
 

P8     P5    P2    

                 

   0 %     18,8 %    
53,1 

%  

                

30% 

re
n

d
a
h

 

P9     P6    P3    

 

 
 

                

   0 %     6,3 %    
12,4 

%  

                 

  

rendah  sedang  tinggi  

 

 

  
Komitmen 

( )    



Perancangan  Model Peta Profil Dosen Perguruan Tinggi …                        FMIPA UNS                                                                   

Seminar Nasional Matematika 2010 556 Prosiding 

Tabel 2.  Contoh Hasil rangkuman data Kompetensi dan Komitmen Dosen 

    Jurusan Matematika-UBINUS Tahun 2010 

 

 

No 

 

Unsur Komponen 

bobot nilai 

(Matematika) 

I KOMPETENSI  

1 Pendidikan Formal S1 

                                S2 

                                S3 

        15,6  

        62,6 

        21,8 

 Bidang Keahlian : 

 Sesuai jurs/prodi 

 Tidak sesuai jurs/prodi 

 

        53,1  

       46,9   

2 Pendidikan Non Formal           0 

3 Karya Tulis Ilmiah        40,6 

4 Karya Penelitian        18,8  

5 Rata-rata IKADQ 

 IKADQ > 3 

 IKADQ 2,6 – 3 

 IKADQ <= 2,55 

 

        78,1 

        18,8 

         3,1 

6 Jenjang jabatan Akademik 

 Belum ada JJA 

 Asisten 

 Lektor-kepala 

 Guru Besar 

 

         9,4 

        37,5 

        50 

         3,1 

7 Terbitan Buku/Modul         25 

 

 

  

   

II KOMITMEN  

1 Kehadiran Mengajar 

 Hadir <= 90% 

 Hadir > 90% 

 

3,1 

96,9 

2 Telat penyerahan nilai  

 0 hari 

 1-2 hari 

 > 2 hari 

 

75 

21,9 

3,1 

3 Kehadiran Rapat Jurusan 

 hadir 10-50% 

 hadir  51-80% 

 hadir > 80% 

 

18,7 

43,8 

37,5 

4 Kehadiran Seminar Jurs 

 hadir 1-30% 

 hadir 31-75% 

 hadir > 75% 

 

31,3 

37,4 

31,3 

5 Kehadiran 

Pelatihan/WShop 

 hadir 1-30% 

 

3,1 

31,3 
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 hadir 31-75% 

 hadir > 75% 

65,6 

6 Kontribusi thdp materi 

kuliah 

40,6 

7 Keg. Peng  Masyarakat 

(PKM) 

18,75 

 

 

4. KESIMPULAN 
 

Dari hasil rancangan model peta profil dosen ini telah dapat menggambarkan secara 

deskriptif tentang kompetensi dan komitmen dosen serta  tipelogi tentang spesialisasi 

keahlian dan komitmen dosen, hubungan antara pendidikan akademik dan keahlian dosen 

dengan relevansi mengajar matakuliah di suatu jurusan serta model pemetaan profil dosen 

yang terbaik. Komponen komitmen terkait pada : Kehadiran Mengajar , Keterlambatan 

penyerahan nilai UTS+UAS, Kehadiran rapat, Kehadiran Seminar ,Kehadiran 

Pelatihan/workshop, Kontribusi pembuatan/ pengembangan materi kuliah dan Kegiatan 

pengabdian pada masyarakat.  Sedangkan komponen Kompetensi terkait pada: 

Pendidikan Formal (akhir), Pendidikan Non Formal (Kursus,Pelatihan Jangka panjang 

>=3 bln,dll), Karya Tulis Ilmiah yg dipublikasikan(Journal/proceeding), Jumlah 

Penelitian Internal/ Eksternal dalam setahun, IKADQ (Indeks Kinerja Akademik Dosen), 

Jenjang  Jabatan Akademik  dan Jumlah terbitan buku  pendukung materi kuliah.  
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ABSTAK. Pembelajaran matematika beracuan behaviorisme selama ini dipandang kurang 

berhasil. Oleh karena itu perlu dicari alternatif ”penggantinya”. Dalam tulisan ini, ditawarkan 

pembelajaran matematika beracuan konstruktivisme, yang salah satu caranya dengan 

menggunakan strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir. Kegiatan yang melibatkan 

siswa belajar menggunakan strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir perlu 

dirancang dan dilaksanakan oleh guru. Penggunaan strategi pembelajaran peningkatan kemampuan 

berpikir dapat dikondisikan terutama dalam proses memahami suatu konsep dan aplikasinya dalam 

pemecahan masalah. Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir sangat cocok dipakai 

dalam pembelajaran matematika karena karakteristik matematika yang lebih banyak menekankan 

pada aspek kognitif. Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir dilaksanakan dalam 6 

tahap yaitu: 1) tahaporientasi, 2) tahap pelacakan, 3) tahap konfrontasi, 4) tahap inkuiri, 5) tahap 

akomodasi, dan 6) tahap transfer. Dalam menerapkan strategi ini, dibutuhkan juga strategi yang 

lain untuk meminimalkan kelemahan, misalnya strategi kooperatif.  

Kata Kunci: pembelajaran, matematika, peningkatan kemampuan berpikir. 

 

 

 

1. PENDAHULUAN 

Dalam pembelajaran matematika, seorang guru harus mampu membuat hubungan 

antara apa yang ada di benak siswa dengan konsep-konsep matematika yang diajarkan 

sehingga permasalahan dan pertanyaan yang diberikan kepada siswa dapat mudah 

dimengerti dan berguna bagi mereka (Herbs, 2006). Kondisi sebaliknya dikemukakan 

oleh Kusaeri, et all (2008) bahwa pembelajaran matematika selama ini lebih banyak 

dilaksanakan melalui kegiatan menjawab soal yang diberikan guru dan atau buku teks. 

Dengan demikian, pembelajaran matematika terasa kering, membosankan, dan jauh dari 

kerangka pikir siswa. Fakta ini dapat menyebabkan kesulitan siswa dalam belajar 

matematika.   
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Dewasa ini pembelajaran matematika konstruktivis menjadi perhatian para 

pemerhati pendidikan untuk menggeser pembelajaran matematika tradisional yang 

hasilnya dipandang kurang optimal. Pembelajaran matematika tradisional berpusat pada 

guru dengan metode ceramah sebagai metode pembelajaran utama. Pada kelas 

matematika tradisional, siswa lebih banyak sebagai pendengar dan menghafal aturan-

aturan atau rumus-rumus matematika yang seringkali siswa kurang memahaminya 

(Suwarsono, 1999; Ratumanan, 2003; Jaeng, 2004). Marpaung (dalam Ratumanan, 2003) 

berpendapat bahwa matematika tidak ada artinya kalau hanya dihafal.   

Pembelajaran matematika beracuan konstruktivisme berpusat pada siswa. Guru 

berperan sebagai fasilitator terciptanya suasana pembelajaran yang aktif, kreatif, efisien 

dan menyenangkan. Guru menerapkan berbagai metode yang dipandang sesuai dengan 

bahasan materi matematika yang sedang dipelajari. Siswa terlibat membangun ide-ide, 

konsep-konsep, prinsip-prinsip dan struktur-struktur matematika berdasar pengalaman 

siswa sendiri. Slavin (2000) menyatakan “Students must construct knowledge in their own 

mind.” 

Menurut Clark (2000) penerapan konstruksivisme di sekolah terbagi menjadi dua 

yaitu konstruktivisme kognitif dan konstruktivisme sosial. Piaget dipandang sebagai ahli 

pendidikan pertama yang menekankan proses perubahan konsep sebagai interaksi antara 

struktur kognitif yang dimiliki dan pengalaman baru. Selama tahun 1930 sampai 1940, 

konstruktivisme menjadi sorotan para pendidik di beberapa sekolah negeri di Amerika. 

Pembelajaran matematika beracuan konstruktivisme menekankan pada kegiatan siswa 

dari pada guru. Guru sebagai fasilitator atau pelatih yang membantu siswa mengkostruksi 

konsep-konsep dan pemecahan masalah secara mandiri. Pandangan konstruktivisme 

radikal yang dikemukakan von Glasersfeld berdasar pandangan Piaget. Glasersfled 

(1984) menyatakan banyak ide yang diambil dari Piaget dan mempengaruhi 

pandangannya sejak tahun 1970.  

Pada tahun 1930 Lev Vygotsky, ahli filsafat dan psikolog Rusia, mengaitkan 

dengan konstruktivisme sosial. Ia menyatakan adanya pengaruh konteks sosial dan 

budaya dalam pembelajaran dan juga mendukung suatu model pembelajaran penemuan 

(Murphy, 1997). Model pembelajaran beracuan konstruktivisme sosial menuntut guru 

berperan aktif dan kecakapan siswa berkembang secara alami melalui berbagai jalur 

penemuan dalam aktivitas sosial.  

Meskipun pembelajaran matematika beracuan konstruktivisme yang mengacu pada 

psikologi kognitif Piaget (atau mengacu Glasersfeld) tergolong dalam konstruktivisme 
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individu, namun menurut Slavin (2000: 256) dan Copeland (1974: 32), Piaget tidak 

mengabaikan pentingnya interaksi sosial dalam mengkonstruksi matematika. Interaksi 

sosial yang terjadi di kelas dipandang sebagai aktivitas yang mendukung belajar siswa 

dalam mengkonstruksi matematika. Interaksi sosial ini dapat berbentuk saling tukar 

pendapat atau diskusi antar siswa, atau kegiatan belajar lainnya yang menjadikan 

terjadinya komunikasi lisan maupun tertulis antar siswa atau antara guru dan siswa.  

Dalam interaksi sosial ini kemungkinan terjadi siswa yang mengalami kesulitan 

dalam belajar terbantu oleh teman atau gurunya. Forman dan McPhail (dalam Salvin, 

2000: 46) menyatakan tutor oleh teman yang lebih pandai paling efektif dalam 

meningkatkan perkembangan ZPD (Zone of Proximal Development). Konsep ZPD 

Vygotsky berdasar pada ide bahwa perkembangan pengetahuan siswa ditentukan oleh 

keduanya yaitu apa yang dapat dilakukan oleh siswa sendiri dan apa yang dilakukan oleh 

siswa ketika mendapat bantuan orang yang lebih dewasa atau teman sebaya yang lebih 

kompeten (Daniels dan Wertsch dalam Slavin 2000: 47). Slavin (2000) menyatakan 

bahwa pendekatan pembelajaran Vygotsky menekankan pada scaffolding. Wood, Bruner, 

dan Ross (dalam Slavin: 2000: 47) menyatakan: Scaffolding is a tactic for helping the 

child in his or her zone of proximal development in which the adult provide hint and 

prompt at different level.  

Fakta di lapangan menunjukkan bahwa guru matematika sekolah kebanyakan 

mengajar dengan cara tradisional dengan pola: informasi-contoh soal-latihan sesuai 

contoh. Paradigma pembelajaran matematika seperti itu yang bertahun-tahun digunakan 

di Indonesia mengacu pada paradigma mengajar dan banyak dipengaruhi oleh psikologi 

tingkah laku (behaviorisme), bukan paradigma belajar (Marpaung, 2003). Menurut 

Ratumanan (2003) pembelajaran matematika di Indonesia beracuan behaviorisme dengan 

penekanan pada transfer pengetahuan dan hukum latihan. Guru mendominasi kelas dan 

menjadi sumber utama pengetahuan, kurang memperhatikan aktivitas aktif siswa, 

interaksi siswa, negosiasi makna, dan konstruksi pengetahuan. Pembelajaran matematika 

beracuan behaviorisme berorientasi pada hasil dan latihan yang diberikan berbasis tujuan. 

Perancang pembelajaran matematika beracuan behaviorisme mendefinisikan 

pembelajaran dalam tujuan-tujuan yang berupa tingkah laku dan ukuran penampilan 

tingkah laku (Wilson, Teslow, dan Taylor, 1993). 

Pembelajaran matematika beracuan behaviorisme berpusat pada upaya siswa 

mengumpulkan pengetahuan matematika dan guru berupaya mentransfernya. Dalam 

mentransfer pengetahuan ini, menjadikan siswa bersifat pasif, guru mengarahkan dan 
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mengkontrol kegiatan, dan guru mendominasi kelas. Pembelajaran matematika beracuan 

behaviorisme dipandang kurang berhasil dan menjadikan siswa bersifat menghapal 

matematika (Hudoyo, 2005; Marpaung, 2003).  

Padahal, ketidaktepatan guru dalam merancang dan melaksanakan pembelajaran 

menjadi salah satu faktor penyebab kesulitan siswa dalam belajar matematika. Kesulitan 

siswa dalam mempelajari matematika akan berdampak pada prestasi mereka dalam 

matematika rendah. Suwarsono (1999) menyatakan bahwa kesulitan siswa dalam 

mempelajari matematika di sekolah rupanya juga tidak terlepas dari strategi pembelajaran 

yang selama ini digunakan, yaitu strategi pembelajaran yang menggunakan sistem 

klasikal, dengan metode ceramah sebagai metode utama. Selama ini, seringkali hanya 

penyebab kesulitan yang bersumber dari "diri siswa" yang mendapat sorotan tajam. 

Seolah-olah tidak ada penyebab kesulitan yang bersumber justru dari "luar diri siswa", 

misalnya dari "cara menyajikan pelajaran" atau "suasana pembelajaran" yang 

dilaksanakan (Soedjadi, 2003). 

Berdasarkan uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa pembelajaran matematika 

beracuan behaviorisme selama ini kurang berhasil. Oleh karena itu perlu dicari alternatif 

”penggantinya.” Dalam tulisan ini, ditawarkan strategi pembelajaran peningkatan 

kemampuan berpikir. Dalam tulisan ini akan diuraikan penerapan strategi pembelajaran 

peningkatan kemampuan berpikir dalam pembelajaran matematika. 

 

2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

2.1 Tinjauan Filsafat Konstruktivisme 

Sekitar tahun 1985 orang jarang mendengar kata konstruktivisme (Davis, Maher 

dan Nodding, 1990). Istilah konstruktivisme dikenal mengacu pada teori perkembangan 

struktur kognitif dari Piaget (English dan Halford, 1995: 11). Dalam perkembangannya 

konstruktivisme memiliki arti bermacam-macam. Berikut ini disajikan beberapa pendapat 

tentang pengertian konstruktivisme yang dikemukakan oleh filosof, psikolog, dan 

pendidik. 

Konstruktivisme menurut Piaget adalah pengetahuan konseptual tidak dapat 

ditransfer dari seseorang ke orang lainnya, melainkan harus dikonstruksi oleh setiap 

orang berdasarkan pengalaman mereka sendiri (Nik Pa dalam English dan Halford, 1995: 

11). Menurut von Glasersfeld (von Glasersfeld, 1984) konstruktivisme  pengetahuan 

secara aktif diterima orang melalui indera atau melalui komunikasi atau pengalaman. 
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Orang menginterpretasi dan mengkonstruksi realitas berbasis pengalaman dan 

interaksinya dengan lingkungannya. 

Fosnot (dalam Doolittle dan Camp, 1999: 5) menyatakan bahwa siswa membangun 

pengetahuan mengacu pada pengalaman yang dinamakan konstruktivisme. Nodding 

(1990:7) menyatakan konstruktivisme dapat dikarakteristikkan sebagai posisi kognitif dan 

perspektif metodologis. Slavin (2000: 256) menyatakan konstruktivisme memandang 

siswa secara konstan memeriksa informasi baru terhadap aturan-aturan lama dan merevisi 

aturan-aturan itu bila mereka bekerja dalam waktu relatif singkat. Menurut Doolittle dan 

Camp (1999) inti dari konstruktivisme adalah aktif memahami dan membangun 

pengetahuan sendiri berdasar pengalamannya. 

Konstruktivisme menurut pandangan Vygotsky menekankan pada pengaruh 

budaya. Vygotsky berpendapat fungsi mental yang lebih tinggi bergerak antara inter-

psikologi (interpsychological) melalui interaksi sosial dan intra-psikologi 

(intrapsychological) dalam benaknya. Internalisasi dipandang sebagai transformasi dari 

kegiatan eksternal ke internal. Ini terjadi pada individu bergerak antara inter-psikologi 

(antar orang) dan intra-psikologi (dalam diri individu). Vygotsky menekankan pada 

pentingnya hubungan antara individu dan lingkungan sosial dalam pembentukan 

pengetahuan. 

Berdasarkan beberapa pendapat tentang pengertian konstruktivisme yang 

dikemukakan para ahli tersebut dapat disimpulkan bahwa konstruktivisme dapat diartikan 

sebagai suatu pandangan dalam memperoleh pemahaman terhadap suatu pengetahuan 

yang dilakukan dengan cara aktif mengkontruksi pengetahuan sendiri berdasar 

pengalaman orang itu sendiri. Dalam mengkonstruksi pengetahuan tersebut dapat 

dilakukan secara individu atau melalui interaksi sosial. 

Berkaitan dengan pembelajaran matematika, perbelajaran matematika beracuan 

konstruktivisme adalah pembelajaran yang melibatkan siswa aktif belajar memahami dan 

membangun pengetahuan matematika berdasar pengalaman siswa sendiri. Dalam proses 

membangun pengetahuan matematika, siswa berinteraksi dengan lingkungan dan 

dihadapkan dengan informasi baru. Informasi baru tersebut oleh kognisi siswa diserap 

melalui adaptasi. Dengan demikian, aturan-aturan lama dapat dimodifikasi atau siswa 

membentuk aturan-aturan baru dalam benaknya. 

2.2 Psikologi Kognitif dan Konstruktivisme 

Menurut Slavin, salah satu prinsip dalam psikologi pendidikan adalah guru tidak 

mudah menyampaikan pengetahuan kepada siswa, siswa harus mengkonstruksi 
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pengetahuan dalam benaknya (Slavin, 2000: 255). Dalam pembelajaran matematika 

beracuan konstruktivisme, guru dapat memfasilitasi proses pembelajaran sehingga siswa 

melakukan aktivitas mengkonstruksi pengetahuan matematika berdasarkan pada 

pengalaman siswa sendiri. Di samping itu, pembelajaran matematika yang memberi 

kesempatan kepada siswa menemukan kembali atau menerapkan ide, dan mendorong 

siswa menyadari dan berani menggunakan stategi belajar sendiri.  

Berkaitan dengan siswa mengkonstruksi pengetahuan matematika terdapat 

kesamaan pendapat antara Piaget dan Vygotsky yaitu perubahan struktur kognitif terjadi 

jika konsepsi baru masuk ke benak seseorang. Vygotsky menekankan pada interaksi 

sosial dalam mengkonstruk pengetahuan matematis dan maknanya, sedangkan Piaget 

lebih menekankan pada kerja individu dalam mengkonstruksi pengetahuan matematika 

dan maknanya berdasar pada pengalaman siswa sendiri. Meskipun demikian Piaget tidak 

mengabaikan pentingnya interaksi sosial dalam pembelajaran matematika beracuan 

konstruktivisme (Slavin 2000: 256; Copeland, 1974: 32). Interaksi sosial menurut Piaget 

adalah kecenderungan bawaan sejak lahir. Interaksi sosial dalam pembelajaran beracuan 

konstruktivisme Piaget terjadi ketika siswa berdiskusi dalam kelompok.  

2.2.1 Konstruktivisme Menurut Piaget 

Jean Piaget lahir di Switzerland tahun 1896. Awalnya sebagai seorang ahli biologi 

yang kemudian menekuni psikologi dan kemudian lebih dikenal sebagai psikolog. Hasil 

pemikiran dan kerja Piaget tentang apa dan bagaimana proses terjadinya perubahan 

struktur mental dalam benak siswa sampai saat ini masih sangat berpengaruh di bidang 

pendidikan matematika. Ia meyakini bahwa ”obyek” adalah bukan benda itu sendiri tetapi 

sesuatu yang dikognisi subyek yang telah dikonstruksi dengan cara membuat perbedaan 

dan koordinasi dalam persepsinya (Piaget dalam von Glasersfeld, 2006).  

Teori perkembangan kognitif Piaget menyatakan bahwa kecakapan kognitif atau 

intelektual anak dan orang dewasa mengalami kemajuan melalui empat tahap (dalam 

Hudojo, 2003), yaitu sensori-motor (lahir sampai 2 tahun); pra-operasional (2 sampai 7 

tahun): operasi konkret (7 sampai 11 atau 12 tahun), dan operasi formal (lebih dari 11 

atau 12 tahun). Dalam pandangan Piaget, pengetahuan didapat dari pengalaman dan 

perkembangan mental siswa bergantung pada keaktifannya berinteraksi dengan 

lingkungan (Slavin, 2000).  

Pada tahap pra-operasional karakteristiknya merupakan gerakan-gerakan sebagai 

akibat langsung. Pada tahap operasi konkret siswa dalam berpikirnya tidak didasarkan 

pada keputusan yang logis melainkan didasarkan kepada keputusan yang dapat dilihat 
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seketika. Pada tahap operasi konkret ditandai dengan siswa mulai berpikir matematis 

logis berdasar pada manipulasi fisik dari obyek-obyek. Pada tahap operasi formal siswa 

dapat memberikan alasan-alasan dengan menggunakan simbol-simbol atau ide daripada 

obyek-obyek yang berkaitan dengan benda-benda di dalam cara berpikirnya (Hudojo, 

2003). 

Piaget meyakini bahwa kecenderungan siswa berinteraksi dengan lingkungan 

adalah bawaan sejak lahir. Siswa memproses dan mengatur informasi dalam benaknya 

dalam bentuk skema (scheme). Hudojo (2003: 59) menyatakan skema adalah pola tingkah 

laku yang dapat berulang kembali. Slavin (2000: 30) menyatakan siswa 

mendemonstrasikan pola tingkah laku dan pemikiran yang disebut skema. Jadi mengacu 

pada kedua pendapat Hudojo dan Slavin, skema adalah pola tingkah laku dan pemikiran 

yang dapat berulang kembali. Dengan demikian, skema adalah struktur kognitif yang 

digunakan oleh siswa untuk menyesuaikan dengan lingkungan dan 

mengorganisasikannya.  Penguasaan terhadap suatu skema baru mengindikasikan adanya 

perubahan di dalam struktur mental siswa.  

Adaptasi berkaitan dengan penyesuaian skema yang sudah dimiliki siswa ketika 

berinteraksi dengan lingkungan. Menurut Piaget adaptasi adalah suatu proses penyesuaian 

skema dalam merespon lingkungan melalui asimilasi atau akomodasi. Asimilasi adalah 

proses menyerap pengalaman baru berdasar pada skema yang sudah dimiliki dan 

akomodasi adalah proses menyerap pengalaman baru dengan cara memodifikasi skema 

yang sudah ada atau bahkan membentuk skema yang benar-benar baru (Hudojo, 2003: 

60).  

Perkembangan struktur mental siswa bergantung pada proses asimilasi dan 

akomodasi. Masuknya skema baru dalam struktur mental siswa tergantung pada proses 

akomodasi dalam menyerap pengalaman-pengalaman baru dengan cara siswa sendiri. 

Melalui adaptasi ini siswa memperoleh pengalaman-pengalaman matematika yang baru 

berdasarkan pengalaman-pengalaman matematika yang telah dimilikinya.  

Menurut Slavin (2000), psikologi kognitif yang dikemukakan Piaget 

merepresentasikan konstruktivisme individu, yang memandang perkembangan kognitif 

sebagai suatu proses yang melibatkan siswa secara individu aktif mengkonstruksi struktur 

mental dan makna melalui pengalaman dan interaksi sosial. Konstruksi pengetahuan 

matematika menekankan pada konstruksi makna yang dilakukan secara aktif oleh 

individu berdasar pengalaman siswa sendiri. Mathew dalam (Sa’dijah, 2006) 

mengemukakan bahwa konstruktivisme Piaget termasuk konstruktivisme personal. Piaget 
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lebih menekankan pada keaktifan individu dalam membentuk pengetahuan. Pengetahuan 

dibentuk sendiri oleh siswa yang sedang belajar.  

2.2.2 Konstruktivisme Menurut Von Glasersfeld 

Ernst von Glasersfeld lahir di Munich, 1917, orang tuanya berasal dari Austria, dan 

besar di Northern Italy dan Switzerland. Belajar matematika di Zürich dan Vienna, dan 

selama perang dunia kedua hidup sebagai petani di Irlandia. Dari tahun 1970, ia mengajar 

psikologi kognitif di Universitas Georgia, USA. Mendapat gelar guru besar emeritus 

tahun 1987. Pada tahun 1970, ia mulai merumuskan epistemologi yang dikenal dengan 

kontruktivisme radikal, mengacu epistemologi konstruktivisme Piaget .  

Pendapat dan pandangan psikolog Glasersfeld dipengaruhi teori Piaget. Glasersfeld 

(dalam Murphy, 1997) memandang konstruktivisme radikal berdasar konsepsi-konsepsi 

pengetahuan. Glasersfled (1984) menyatakan: “Some of the many ideas I have taken over 

from Piaget. Piaget's work has greatly influenced and encouraged me during the 1970s”; 

yang artinya banyak ide yang saya ambil dari Piaget. Kerja Piaget mendorong dan 

berpengaruh sangat besar selama tahun 1970; dan Glasersfeld sependapat dengan apa 

yang dikemukakan Piaget: “Intelligence organizes the world by organizing itself”.  

Berkaitan dengan pemerolehan pengetahuan pendapat, Glasersfeld berbeda secara 

radikal dengan konsepsi pemerolehan pengetahuan tradisional terutama dalam kaitan 

antara pengetahuan dan realitas. Glasersfeld berpendapat bahwa pengetahuan dan realitas 

tidak memiliki nilai mutlak dan pengetahuan diperoleh secara aktif serta dikonstruksi 

melalui indera atau melalui komunikasi.  

Berkaitan dengan pembelajaran, Glasersfeld (dalam Yackel, Cobb, Wood, dan 

Merkel; 2002) menyatakan pandangannya sebagai berikut. Jika mempercayai bahwa 

pengetahuan harus dikonstruksi oleh setiap individu yang belajar, maka pembelajaran 

menjadi sangat berbeda dengan pembelajaran tradisional yang meyakini pengetahuan ada 

di kepala guru dan guru harus mencari cara untuk mentransfer pengetahuan tersebut 

kepada siswa. Pembelajaran menurut konstruktivisme radikal memandang bahwa 

pengetahuan harus dikonstruksi oleh individu. Jadi berdasar informasi yang masuk ke diri 

siswa, siswa aktif belajar mengkonstruksi pengetahuan berdasar pengalaman sendiri. Hal 

ini, pada awal penyerapan pengetahuan, dimungkinkan terjadinya perbedaan konsepsi 

antar siswa terhadap hasil pengamatan. 

Apa yang disampaikan guru belum tentu diterima siswa sebagaimana apa yang 

diharapkan guru. Tugas guru utamanya bukan mentransfer pengetahuan tetapi 

memfasilitasi kegiatan pembelajaran sehingga siswa memiliki kesempatan aktif belajar 
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dengan cara mengkonstruksi pengetahuan berdasar pengalaman siswa sendiri. Dalam 

kegiatan pembelajaran, guru perlu mempertimbangkan adanya perbedaan tingkat 

konsepsi siswa terhadap apa yang diamati. Dalam memahami suatu konsep, sering terjadi 

konflik kognitif disebabkan oleh adanya problematika perbedaan tingkat konsepsi akibat 

beragamnya pengalaman siswa. Dalam hal seperti ini, guru perlu membuat kesepakatan-

kesepakatan konseptual melalui diskusi kelas.  

2.2.3 Konstruktivisme Menurut Vygotsky 

Psikolog Rusia Lev Semionovich Vygotsky (meninggal tahun 1934), berkaitan 

dengan perkembangan intelektual siswa mengemukakan dua ide. Pertama, perkembangan 

intelektual siswa dapat dipahami hanya dalam konteks budaya dan sejarah pengalaman 

siswa (van der Veer dan Valsiner dalam Slavin, 2000). Kedua,  mempercayai bahwa 

perkembangan intelektual bergantung pada sistem tanda (sign system) yang individu 

berkembang dengannya (Ratner dalam Slavin, 2000: 43). Sistem tanda adalah simbol-

simbol yang secara budaya diciptakan untuk membantu orang berpikir, berkomunikasi, 

dan memecahkan masalah seperti budaya bahasa, sistem tulisan, dan sistem perhitungan.  

Berkaitan dengan pembelajaran, Vygotsky mengemukakan empat prinsip (Moll, 

1993: 155), yakni: (1) pembelajaran sosial (social leaning). Pendekatan pembelajaran 

yang dipandang sesuai dengan konteks ini adalah pembelajaran kooperatif. Vygotsky 

menyatakan bahwa siswa belajar melalui interaksi bersama dengan orang dewasa atau 

teman yang lebih cakap; (2)  Bahwa siswa akan dapat mempelajari konsep dengan baik 

jika berada dalam ZPD (zone of proximal development). Siswa bekerja dalam ZPD jika 

siswa tidak dapat memecahkan masalah sendiri, tetapi dapat memecahkan masalah itu 

setelah mendapat bantuan orang dewasa atau temannya (peer); (3) Masa magang kognitif 

(cognitif apprenticeship), yakni suatu proses yang menjadikan siswa sedikit demi sedikit 

memperoleh kecakapan intelektual melalui interaksi dengan orang yang lebih ahli, orang 

dewasa, atau teman yang lebih pandai; dan (4) Pembelajaran termediasi (mediated 

learning). Vygostky menekankan pada scaffolding. Siswa diberi masalah yang kompleks, 

sulit, dan realistik, dan kemudian diberi bantuan secukupnya dalam memecahkannya.  

Vygotsky menekankan pentingnya memanfaatkan lingkungan dalam pembelajaran. 

Lingkungan sekitar siswa meliputi orang-orang, kebudayaan, termasuk pengalaman 

dalam lingkungan tersebut. Orang lain merupakan bagian dari lingkungan (Taylor, 1993), 

pemerolehan pengetahuan siswa bermula dari lingkup sosial, antar orang, dan kemudian 

pada lingkup individu sebagai peristiwa internalisasi (Taylor, 1993). Banyak pemerhati 

pendidikan yang mengembangkan model pembelajaran berdasar teori pembelajaran 
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Vygotsky, seperti model pembelajaran kooperatif, model pembelajaran peer interaction, 

model pembelajaran kelompok, dan model pembelajaran problem possing.  

2.3 Penerapan Strategi Pembelajaran Peningkatan Kemampuan Berpikir Dalam 

Pembelajaran Matematika Mengacu Konstruktivisme  

Dalam rangka merancang pembelajaran matematika yang bermakna guru perlu 

memikirkan kegiatan yang melibatkan siswa untuk meningkatkan kemampuan berpikir 

siswa. Hal ini untuk membiasakan siswa berpikir dalam belajarnya. Hal ini dikarenakan 

matematika merupakan ilmu yang bersifat abstrak dan penalarannya deduktif (Hudojo, 

2005). Guru dapat mendesain kegiatan pembelajaran yang mampu mengungkap 

penggunakan pola pikir deduktif. Namun bagi siswa SMP/MTs penggunaan pola pikir 

deduktif ini sering dipandang berat, misalnya pembuktian dengan pola pikir deduktif. Di 

SMP/MTs, penggunaan pola pikir deduktif dapat diperkenalkan melalui penggunaan 

definisi atau teorema dalam pemecahan masalah (Soedjadi, 2000). 

Polya (1973) menyatakan pemecahan masalah sebagai usaha jalan keluar dari suatu 

kesulitan, mencapai suatu tujuan yang tidak segera dapat dicapai. Terdiri dari masalah 

untuk menemukan (problem to find) dan masalah untuk membuktikan (problem to prove). 

Hudojo (2003: 148) menyatakan suatu pertanyaan akan merupakan masalah hanya jika 

seseorang tidak mempunyai aturan/hukum tertentu yang segera dapat dipergunakan untuk 

menemukan jawaban pertanyaan tersebut. Pertanyaan itu dapat juga terselinap dalam 

suatu situasi sedemikian hingga situasi itu sendiri perlu mendapat penyelesaian. 

Disinyalir dalam pemecahan masalah siswa sulit memisahkan dalam menggunakan pola 

pikir induktif atau deduktif.  

Menurut Miyazaki (2000) bahwa dalam matematika di sekolah menengah rendah 

pembuktian memuat penalaran logika misalnya penalaran induktif, deduktif dan analogi. 

Oleh karena itu isi pembuktian memerlukan penalaran logika berdasar pada asumsi-

asumsi benar bagi siswa sendiri. Kegiatan deduktif termuat dalam pemecahan masalah 

sebagaimana tersinyalir dari pada pendapat Soedjadi (2000) yang menyatakan bahwa pola 

pikir deduktif dapat diperkenalkan melalui penggunaan definisi atau teorema dalam 

pemecahan masalah. 

Menurut penelitian yang dilakukan Recio dan Godino (2002) dapat disinyalir 

bahwa masih banyak mahasiswa di tingkat pertama perguruan tinggi yang berpikir 

sebagaimana pada tahap operasi konkret dengan penalaran induktif. Masih banyak 

mahasiswa yang kurang mampu belajar matematika dengan proses deduktif. Berkaitan 
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dengan pembelajaran matematika di sekolah, Recio dan Godino menyarankan untuk 

melakukan penelitian tentang pembelajaran berkaitan dengan pemecahan masalah. 

Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir adalah model 

pembelajaran yang bertumpu kepada pengembangan kemampuan berpikir siswa dengan 

menelaah fakta-fakta atau pengalaman anak sebagai bahan untuk memecahkan masalah 

yang diajukan (Sanjaya, 2006:226-227). Dalam strategi pembelajaran peningkatan 

kemampuan berpikir, pengetahuan tidak dipandang sebagai hasil transfer dari guru 

kepada siswa akan tetapi pengetahuan diperoleh dari interaksi siswa dengan obyek, 

pengalaman, dan lingkungan. Jadi dalam srategi pembelajaran peningkatan kemampuan 

berpikir, guru memandang pengalaman siswa sebagai titik tolak berpikir. 

Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir diarahkan untuk 

mengembangkan kemampuan berpikir siswa. Berikut akan disajikan karakteristik strategi 

pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir: 

1) Proses pembelajaran melalui strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir 

menekankan pada mental siswa secara maksimal. Strategi pembelajaran peningkatan 

kemampuan berpikir bukan hanya menuntut siswa untuk sekedar mendengar dan 

mencatat, akan tetapi menghendaki aktivitas siswa dalam proses berpikir. 

2) Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir dibangun dalam suasana 

dialogis secara terus menerus. Hal ini diarahkan untuk memperbaiki 

dan meningkatkan kemampuan berpikir siswa yang nantinya kemampuan berpikir itu 

dapat membantu siswa untuk memperoleh pengetahuan yang mereka konstruksi 

sendiri. 

3) Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir adalah model pembelajaran 

yang menyandarkan kepada dua sisi, yaitu sisi proses dan hasil belajar. Proses belajar 

diarahkan untuk meningkatkan kemampuan berpikir, sedangkan sisi hasil belajar 

diarahkan untuk membangun pengetahuan atau penguasaan materi pelajaran baru. 

Sanjaya (2006:234-236) menyebutkan enam tahap dalam strategi pembelajaran 

peningkatan kemampuan berpikir. Keenam tahap itu dijelaskan di bawah ini: 

(1) tahap orientasi, pada tahap ini guru mengkondisikan siswa pada posisi siap untuk 

melakukan pembelajaran. Tahap orientasi dilakukan dengan, pertama, penjelasan 

tujuan yang harus dicapai baik tujuan yang berhubungan dengan penguasaan materi 

pelajaran yang harus dicapai, maupun tujuan yang berhubungan dengan proses 

pembelajaran atau kemampuan berpikir kritis yang harus dimiliki siswa. Kedua, 



Strategi Pembelajaran Peningkatan Kemampuan …                                       FMIPA UNS 

 

Seminar Nasional Matematika 2010 570 Prosiding 

penjelasan proses pembelajaran yang harus dilakukan siswa, yaitu penjelasan tentang 

apa yang harus dilakukan siswa dalam setiap tahapan proses pembelajaran; 

(2) tahap pelacakan, adalah tahapan penjajakan untuk memahami pengalaman dan 

kemampuan dasar siswa sesuai dengan tema atau pokok persoalan yang akan 

dibicarakan. Melalui tahapan inilah guru mengembangkan dialog dan tanya jawab 

untuk mengungkap pengalaman apa saja yang telah dimiliki siswa yang dianggap 

relevan dengan tema yang akan dikaji. Dengan berbekal pengalaman itulah 

selanjutnya guru menentukan bagaimana ia harus mengembangkan dialog dan tanya 

jawab pada tahapan selanjutnya; 

(3) tahap konfrontasi, adalah tahapan penyajian persoalan yang harus dipecahkan sesuai 

dengan tingkat kemampuan dan pengalaman dasar siswa. Untuk merangsang 

peningkatan kemampuan siswa pada tahapan ini guru dapat memberikan persoalan-

persoalan yang dilematis yang memerlukan jawaban atau jalan keluar. Persoalan yang 

diberikan sesuai dengan tema, atau topik itu tentu saja persoalan yang sesuai dengan 

kemampuan dasar atau pengalaman siswa seperti yang diperoleh pada tahap kedua. 

Pada tahap ini guru harus dapat mengembangkan dialog agar siswa benar-benar 

memahami persoalan yang harus dipecahkan. Oleh sebab itu, keberhasilan 

pembelajaran pada tahap selanjutnya akan ditentukan oleh tahapan ini; 

(4) tahap inkuiri, adalah tahapan terpenting dalam strategi pembelajaran peningkatan 

kemampuan berpikir. Pada tahapan ini guru harus memberikan ruang dan kesempatan 

kepada siswa untuk mengembangkan gagasan dalam upaya pemecahan persolan. 

Melalui berbagai teknik bertanya, guru harus dapat menumbuhkan keberanian siswa 

agar mereka dapat menjelaskan, mengungkap fakta sesuai dengan pengalamannya, 

memberikan argumentasi yang meyakinkan, mengembangkan gagasan, dan lain 

sebagainya; 

(5) tahap akomodasi, adalah tahapan pembentukan pengetahuan baru melalui proses 

penyimpulan. Pada tahap ini siswa dituntut untuk dapat menemukan kata-kata kunci 

sesuai dengan topik atau tema pembelajaran. Pada tahap ini melalui dialog, guru 

membimbing agar siswa dapat menyimpulkan apa yang mereka temukan dan mereka 

pahami sekitar topik yang dipermasalahkan. Tahap akmodasi bisa juga dikatakan 

sebagai tahap pemantapan hasil belajar, sebab pada tahap ini siswa diarahkan untuk 

mampu mengungkap kembali pembahasan yang dianggap penting dalam proses 

pembelajaran; dan  
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(6) tahap transfer, adalah tahapan penyajian masalah baru yang sepadan dengan 

masalah yang disajikan. Tahap transfer dimaksudkan sebagai tahapan agar siswa 

mampu mentransfer kemampuan berpikir setiap siswa untuk memecahkan masalah-

masalah baru. Pada tahap ini guru dapat memberikan tugas-tugas yang sesuai dengan 

topik pembahasan. 

Berikut diberikan contoh rancangan pembelajaran materi persegi dan persegi 

panjang dengan strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir  

Tabel 1. Contoh Rancangan Pembelajaran Materi Persegi dan Persegi Panjang  

Tahap Kegiatan Guru Kegiatan Siswa 

Orientasi Guru menjelaskan: 

1) tujuan pembelajaran persegi dan 

persegi panjang 

2) manfaat materi persegi dan persegi 

panjang dipelajari 

3) cara-cara mempelajari materi 

persegi dan persegi panjang 

Siswa menyimak penjelasan 

guru 

Siswa bertanya hal-hal yang 

belum jelas 

Pelacakan Guru melakukan apersepsi dengan 

bertanya: apa sudut siku-siku? apa yang 

dimaksud garis, sisi, titik dsb 

Siswa mengungkapkan 

pengalaman sesuai dengan 

pertanyaan guru 

Konfrontasi Guru bertanya: 

a) apa yang dimaksud segiempat? 

b) apa yang dimaksud persegi? 

c) apa yang dimaksud persegi panjang? 

d) apakah persegi juga persegipanjang? 

Siswa menjawab semua 

pertanyaan guru dengan 

pengetahuan yang diketahui 

Inkuiri Guru membimbing siswa dalam 

mengerjakan LKS tentang pengertian, 

sifat-sifat, keliling dan luas persegi dan 

persegi panjang 

Guru  membantu siswa yang mengalami 

kesulitan 

Siswa secara berkelompok 

menjawab pertanyaan guru 

untuk memahami persoalan 

Siswa mencari informasi, 

menjelaskan, mengungkap 

fakta sesuai dengan 

pengalamannya 
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Lanjutan Tabel 1. 

Akomodasi Guru meminta siswa memperbaiki 

jawaban pada tahap konfrontasi 

Guru meminta siswa membuat 

kesimpulan 

Guru memberikan penguatan 

Siswa berusaha memperbaiki 

jawaban 

Siswa membuat kesimpulan 

Siswa mendengar penjelasan 

guru 

Transfer Guru memberikan masalah untuk 

diselesaikan dengan konsep yang sudah 

ada 

Siswa menyelesaikan masalah 

yang diberikan 

Strategi ini sangat membutuhkan kreativitas guru dalam menentukan pertanyaan-

pertanyaan yang mampu mengarahkan siswa pada suatu konsep. Guru juga dituntut untuk 

sebisa mungkin mengefektifkan waktu, karena strategi ini membutuhkan waktu yang 

cukup banyak terutama saat tahap inkuiri.  

 

3. KESIMPULAN 

Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir sangat cocok dipakai 

dalam pembelajaran matematika karena karakteristik matematika yang lebih banyak 

menekankan pada aspek kognitif. Strategi pembelajaran peningkatan kemampuan berpikir 

dilaksanakan dalam 6 tahap yaitu: 1) tahaporientasi, 2) tahap pelacakan, 3) tahap 

konfrontasi, 4) tahap inkuiri, 5) tahap akomodasi, dan 6) tahap transfer. Dalam 

menerapkan strategi ini, dibutuhkan juga strategi yang lain untuk meminimalkan 

kelemahan, misalnya strategi kooperatif. Karena tidak ada strategi yang cocok untuk 

segala keadaan. Selamat Mencoba 
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ABSTRAK. Penentuan jurusan siswa SMA berpengaruh terhadap kegiatan akademik 

siswa. Dengan adanya penjurusan, diharapkan setiap siswa dapat lebih fokus pada bakat 

yang dimiliki. Keputusan penentuan jurusan dibuat oleh pihak yang berkompeten di 

sekolah. Salah satu aplikasi logika fuzzy adalah pendukung keputusan dengan Fuzzy 

Inference System (FIS) Mamdani. Dalam FIS Mamdani untuk memperoleh output 

diperlukan empat tahap, yaitu pembentukan himpunan fuzzy, pembentukan rules, aplikasi 

fungsi implikasi dan inferensi aturan serta defuzifikasi. 

Tujuan dari penelitian ini adalah membangun FIS Mamdani penentuan jurusan di 

SMA N 8 Surakarta. Variabel inputnya adalah NIPA, NIPS, IQ, Minat dan kapasitas 

kelas. Variabel outputnya adalah IPA dan IPS. Dalam penelitian ini, dibangun dua FIS 

dengan fungsi derajat keanggotaan yang berbeda. Dari pengujian data output diperoleh 

nilai output IPA dan IPS untuk kedua FIS yang tidak beda secara signifikan. Dari 

percobaan yang dilakukan terhadap data siswa kelas X tahun ajaran 2008/2009 didapat 

kedua FIS memberikan keputusan yang sama. FIS 1 lebih direkomendasikan untuk 

digunakan karena fungsinya lebih sederhana.  

Kata kunci: Logika fuzzy, FIS Mamdani 

 

1. PENDAHULUAN 

Lofti A. Zadeh memodifikasi teori himpunan yang setiap anggotanya memiliki derajat 

keanggotaan bernilai kontinyu antara 0 sampai 1 dan digunakan untuk menangani 

kekaburan. Himpunan ini disebut dengan himpunan kabur (fuzzy set) (Zimmermann [6]). 

Logika fuzzy adalah suatu cara yang tepat untuk memetakan suatu ruang input ke dalam 

suatu ruang output (Kusumadewi dan Purnomo [1]). FIS adalah suatu kerangka 

komputasi yang didasarkan pada teori himpunan fuzzy, aturan fuzzy dan penalaran fuzzy 

(Kusumadewi dan Hartati [3]). FIS dapat dilakukan dengan tiga metode, yaitu dengan 

metode Mamdani, metode Sugeno dan metode Tsukamoto (Kusumadewi dan Purnomo 

[2]).  Metode Mamdani lebih sering digunakan karena dapat mendeskripsikan pendapat 

pakar secara lebih "human-manner" daripada metode yang lain (Vrusias [5]).  
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Penentuan jurusan (IPA atau IPS) siswa SMA berpengaruh terhadap kegiatan 

akademik siswa. Dengan adanya penjurusan, diharapkan setiap siswa dapat lebih fokus 

pada bakat yang dimiliki. Penentuan jurusan diukur dengan beberapa variabel yaitu nilai 

akademik, nilai IQ, minat siswa dan kapasitas kelas yang dimiliki sekolah. Keputusan 

seorang siswa masuk kelas IPA atau IPS dilakukan pihak yang berkompeten di sekolah. 

Oleh karena itu, pada penelitian ini dibangun FIS Mamdani sebagai pendukung keputusan 

penentuan jurusan di SMA N 8 Surakarta. 

 

2. DESKRIPSI MASALAH 

FIS penentuan jurusan mempunyai 5 variabel input dan 2 variabel output. Variabel 

input terdiri atas NIPA, NIPS, IQ, Minat IPA dan Kapasitas. Variabel output terdiri atas 

IPA dan IPS. 

Variabel NIPA adalah nilai-nilai dari mata pelajaran eksak. Mata pelajaran yang 

termasuk dalam variabel ini adalah fisika, kimia dan biologi. Variabel NIPS adalah nilai-

nilai dari  mata pelajaran noneksak. Mata pelajaran yang termasuk dalam variabel ini 

adalah ekonomi, geografi dan sosiologi. Nilai matematika  digunakan sebagai 

pertimbangan dari variabel NIPA dan variabel NIPS. Variabel IQ adalah nilai dari tes IQ 

yang diadakan oleh pihak sekolah. Klasifikasi Wechsler (WISC [4]) digunakan penulis 

sebagai acuan untuk fuzzifikasi nilai variabel IQ. Variabel Minat IPA adalah nilai dari 

angket yang disebar ke semua siswa kelas X oleh BK. Variabel Kapasitas adalah 

kapasitas kelas IPA dan IPS yang ada di SMA N 8 Surakarta. Siswa yang masuk ke kelas 

IPA adalah 40% dari keseluruhan siswa kelas X. Variabel IPA dan IPS adalah daerah 

output fuzzy. 

Sebelum dibangun FIS, data nilai yang ada di transformasikan ke dalam satu nilai. 

Untuk itu digunakan rumus 

NIPA : 
nilai matematika 2x nilai fisika 2x nilai kimia 2x nilai biologi

7
,  dan 

NIPS : 
nilai matematika 2x nilai ekonomi 2x nilai geografi 2x nilai sosiologi

7  

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Menurut Kusumadewi dan Purnomo [2] untuk mendapatkan output dalam FIS 

Mamdani diperlukan 4 tahap, yaitu pembentukan himpunan fuzzy, pembentukan rules, 

aplikasi fungsi implikasi dan inferensi aturan serta penegasan (defuzifikasi). Dalam 
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Lanjutan Tabel 1. 

penelitian ini akan dibangun dua FIS, yaitu FIS 1 dan FIS 2. Perbedaan diantara kedua 

FIS tersebut terletak di fungsi keanggotaannya. 

 

3.1 FIS Mamdani 

Himpunan fuzzy yang dibuat untuk tiap-tiap variabel input dan output terlihat pada 

Tabel 1.  

Tabel 1. Himpunan input fuzzy 

Variabel Fuzzy Himpunan Fuzzy 
Domain 

Nama Notasi Nama Notasi 

NIPA a 

Rendah r [55,70] 

Normal n [65,85] 

Tinggi t [75,100] 

NIPS b 

Rendah r [55,70] 

Normal n [65,85] 

Tinggi t [75,100] 

IQ c 

Biasa b [90,110] 

Cerdas c [98,120] 

Sangat Cerdas sc [115,130] 

Minat d 

Tidak Minat tm [0,50] 

Biasa b [10,90] 

Minat m [50,100] 

Kapasitas e 
IPA a [0,160] 

IPS s [128,400] 

IPA f 

Rendah r [0,0.4] 

Sedang s [0.1,0.9] 

Tinggi t [0.6,1] 

IPS g 

Rendah r [0,0.4] 

Sedang s [0.1,0.9] 

Tinggi t [0.6,1] 
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3.1.1. Fungsi Derajat Keanggotaan FIS 1 

Menurut Zimmermann [6] jika X adalah kumpulan objek yang dinotasikan x maka 

himpunan fuzzy A dalam X adalah himpunan pasangan berurutan : 

, ( ) |AA x x x X

 dengan µA(x) adalah derajat keanggotaan dari x. Fungsi derajat keanggotaan (membership 

function) adalah suatu kurva yang menunjukkan pemetaan titik-titik input ke dalam 

derajat keanggotaan yang memiliki interval antara 0 sampai 1. 

Fungsi derajat keanggotaan variabel NIPA didefinisikan persamaan (1). Fungsi derajat 

keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel NIPA, fungsi derajat keanggotaan himpunan 

fuzzy dari variabel NIPS, fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel IQ, 

fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel Minat, fungsi derajat 

keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel Kapasitas, fungsi derajat keanggotaan 

himpunan fuzzy dari variabel IPA dan fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari 

variabel IPS direpresentasikan Gambar 1. 

1 ;55 60

70( ) ;60 70
10

0 ;  70

a

aa a
r

a   aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa                                                    

60 ;60 72
12

85( ) ;72 85
13

0 ; 60 atau 85

a a

aa a
n

a a                                   (1) 

      

0 ; 75

75( ) ;75 85
10

1 ;85 100

a

aa a
t

a  aaa 

 

3.1.2. Fungsi Keanggotaan FIS 2

 
Fungsi derajat keanggotaan variabel NIPA didefinisikan persamaan (2). Fungsi derajat 

keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel NIPA, himpunan fuzzy dari variabel NIPS, 

fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel IQ, fungsi derajat keanggotaan 

himpunan fuzzy dari variabel Minat, fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari 

variabel Kapasitas, fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel IPA dan 

fungsi derajat keanggotaan himpunan fuzzy dari variabel IPS direpresentasikan Gambar 2. 
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Gambar 1. Representasi fungsi derajat keanggotaan FIS 1 

  

Fungsi derajat keanggotaan variabel NIPA dan NIPS Fungsi derajat  keanggotaan variabel IQ 

Fungsi derajat  keanggotaan variabel Kapasitas Fungsi derajat keanggotaan variabel Minat 

Fungsi derajat keanggotaan variabel IPA dan IPS 
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Gambar 2. Representasi fungsi derajat keanggotaan FIS 2 

 

3.2. Pembentukan Rules, Aplikasi Fungsi Implikasi dan Inferensi Aturan 

Rules pada FIS Mamdani penentuan jurusan diperoleh dari data penjurusan tahun 

ajaran 2008/2009. Berdasarkan kombinasi variabel  input yang ada dapat dibentuk 162 

rules.  

Metode minimum digunakan untuk mengkombinasikan setiap derajat keanggotaan 

dari setiap if then rules yang dibuat dan dinyatakan dalam suatu nilai yang disimbolkan 

dengan α.  

Metode maksimum dalam FIS penentuan jurusan digunakan untuk mengevaluasi hasil 

dari rules yang telah dibuat. Solusi output himpunan fuzzy diperoleh dengan cara 

mengambil nilai maksimum dari rule yang sesuai, kemudian menggunakannya untuk 

memodifikasi daerah fuzzy dan mengaplikasikannya ke output. 

 

3.3. Defuzifikasi 

Metode Centroid (composite moment) digunakan untuk defuzifikasi. Solusi crisp 

diperoleh dengan cara mengambil titik pusat (d*) daerah output fuzzy. Nilai d* secara 

umum dirumuskan  

Fungsi derajat keanggotaan variabel NIPA dan NIPS Fungsi derajat keanggotaan variabel IQ 

Fungsi derajat keanggotaan variabel Kapasitas Fungsi derajat keanggotaan variabel Minat 

Fungsi derajat keanggotaan variabel IPA dan IPS 
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( )d

*
x

D

x x x

d  

d* adalah titik pusat daerah output fuzzy, µ(x) adalah fungsi keanggotaan dari himpunan 

output fuzzy, D luas daerah fuzzy output. 

 

3.4. Program 

Program dibuat dengan bantuan dari Mathlab 7 (M-file). Algoritma program diberikan 

sebagai berikut: 

1. masukkan nilai fisika, nilai biologi, nilai kimia, nilai matematika, nilai sosiologi, 

nilai geografi, nilai ekonomi, nilai IQ, minat masuk IPA, kapsitas kelas IPA, 

2.    dicari NIPA dan NIPS, 

3.  dicari nilai masing-masing α dari 162 rules, 

4.  dicari derajat kebenaran dari α untuk masing-masing himpunan output fuzzy, 

5.  dihitung defuzifikasi, 

6.  dari hasil defuzifikasi dibandingkan nilai IPA dan IPS. Output adalah masuk IPA 

atau masuk IPS atau verifikasi. 

3.5. Kasus 

Seorang siswa memiliki nilai fisika 80, nilai biologi 66, nilai kimia 88, nilai 

matematika 65, nilai sosiologi 68, nilai geografi 79, nilai ekonomi 67, nilai IQ 116 dan 

nilai minat masuk IPA adalah 0. Jika kapasitas kelas IPA yang sudah terisi adalah 23 

maka nilai masuk IPA dan IPS siswa tersebut dapat ditentukan dengan FIS 1 dan FIS 2. 

Dengan bantuan program yang dibuat, untuk FIS 1, nilai IPA adalah 0.307 dan nilai 

IPS adalah 0.515. Untuk FIS 2, nilai IPA adalah 0.205 dan nilai IPS adalah 0.51. Dari 

nilai yang diperoleh FIS 1 dan FIS 2, nilai IPS lebih besar dari nilai IPA oleh karena itu  

siswa dalam kasus ini dijuruskan ke IPS. 

 

3.6 Perbandingan FIS 1 dan FIS 2 

Percobaan dilakukan dengan data seluruh siswa kelas X tahun ajaran 2008/2009 SMA 

N 8 Surakarta. Dengan bantuan SPSS11 didapat hasil Tabel 2. 
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Tabel 2. Uji Mann-Whitney 

Hipotesis 1 Hipotesis 2 

H0 
Kedua FIS mempunyai output 

sama untuk nilai crisp IPA 
H0 

Kedua FIS mempunyai output 

sama untuk untuk nilai crisp 

IPS  

H1 Output berbeda H1 Output berbeda 

Α 0.05 α 0.05 

Daerah 

kritis 

H0 ditolak jika  

Asymp Sig (2 tailed) < α 

Daerah 

kritis 

H0 ditolak jika  

Asymp Sig (2 tailed) < α 

sig (2-tailed) 0.482 
sig (2-

tailed) 
0.318 

 

4. KESIMPULAN 

Berdasar pembahasan dapat diambil kesimpulan sebagai berikut. 

1. Fuzzy inference system (FIS) Mamdani dapat digunakan untuk membangun 

sistem pendukung keputusan penentuan jurusan di SMA N 8 Surakarta. 

2. Berdasar pengujian yang dilakukan, nilai IPA dan IPS antara FIS 1 dengan FIS 2 

mempunyai nilai output yang tidak beda secara signifikan. Berdasar percobaan 

data seluruh siswa kelas X tahun ajaran 2008/2009, FIS 1 dan FIS 2 memberikan 

keputusan yang sama. FIS 1 lebih direkomendasikan untuk digunakan karena 

fungsinya lebih sederhana. 
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ABSTRAK. The rapid development of science & technology, especially information 

communication in the field of computers is also accompanied by the rapid development of 

computer technology that ultimately make things faster and efisien. This case there is an idea to do 

research about the use of computer in the field of mathematics, especially abstract algebra through 

the design , creation and implementation of computer software for testing algebraic structure of 

groups, rings and fields. Designed computer software developed using Delphi 7.0 programming 

language that is run by using the Microsoft Windows operating system in 2000. The results 

achieved that with this computer software, can help students to be more interested in the field of 

mathematics, anticipating the use of licensed software packages existing Mathematics (Maple, 

Matlab) and as a tool in the learning of abstract algebra. This application has not been able to solve 

problems in a variety of input elements such as permutation group or matrix form and testing is 

still using the Cayley table. 

Keywords : Group, ring, field 

 

1. PENDAHULUAN 

Struktur aljabar adalah salah satu materi Matematika yang mempelajari tentang  

set,  proposisi, kuantor, relasi, fungsi, bilangan, grupoid, grup, ring hingga field. Secara 

khusus struktur aljabar adalah himpunan tak kosong dengan satu komposisi biner atau 

lebih dan bersifat tertutup. Banyak hal yang tercakup di dalam struktur  Aljabar, namun 

dalam tulisan ini yang dibahas hanya  grup, ring dan field. 

Berbicara tentang grup. ring dan field  adalah bagaimana kita dapat melakukan 

pengujian  terhadap suatu himpunan tertentu  sebagai input sehingga dapat diuji apakah 

merupakan suatu grup, ring dan field dengan hanya memasukkan data input yang sesuai 

atau simulasi data maka hasil hitungannya sudah diperoleh.  

Makalah ini membahas perancangan  Piranti lunak komputer dengan menggunakan 

bahasa pemrograman Delphi 7.0. dijalankan dengan menggunakan sistem operasi 

Microsoft Windows 2000 yang dalam tulisan ini dimaksud berbasis komputer. Hal lain 

yang ingin dicapai bahwa dengan adanya piranti lunak komputer ini, dapat bermanfaat 

membantu para mahasiswa untuk lebih meminati bidang ilmu matematika dan juga untuk 
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antisipasi penggunaan lisensi paket software yang telah ada (Mapple, Matlab) yang bila 

digunakan  harus memiliki  lisensi dari pembuatnya. 

 

2. MATERI DAN METODE 

2.1. Group 

Group adalah suatu sistem atau struktur aljabar yang sederhana. Jika suatu 

himpunan G  dengan suatu operasi  yang didefinisikan bagi elemen-elemen G 

bersifat tertutup, asosiatif, mempunyai elemen identitas dan setiap elemen G mempunyai 

invers terhadap operasi biner tersebut, maka himpunan G terhadap operasi biner itu 

membentuk suatu group. Selanjutnya keempat sifat tersebut dinamakan aksioma-aksioma 

suatu group .(Rowland, 2006) Suatu himpunan G yang tidak kosong dan suatu operasi 

biner   yang didefinisikan pada G membentuk suatu group bila dan hanya bila memenuhi 

sifat – sifat berikut ini: 

1. Tertutup, a,b  G berlaku (a b)  G.  

2. Operasi   pada G bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap G,c,b,a  maka  

      )cb(ac)ba(  . 

3. G terhadap operasi biner   mempunyai elemen identitas, yaitu ada Ge sedemikian 

sehingga aaeea   utk setiap Ga . 

4. Setiap elemen G mempunyai invers terhadap operasi biner   dalam G, yaitu untuk 

setiap Ga  ada Ga 1
 sedemikian hingga eaaaa 11   adalah elemen 

identitas dari G. Jika himpunan G terhadap operasi biner   membentuk suatu grup, maka 

group G ini dinyatakan dengan notasi ),G(  . Tidak setiap group memiliki sifat komutatif 

terhadap binernya. Operasi biner   pada G bersifat komutatif yaitu untuk setiap Gb,a  

maka abba  . Sehingga group ),G(   disebut group abelian atau komutatif. 

(DogFrey, 1999) 

 

2.2. Ring 

 Ring adalah suatu struktur aljabar dengan dua operasi biner yaitu + dan *. 

Terhadap operasi +, struktur  aljabar itu merupakan grup abelian, terhadap * struktur 

aljabar itu semi grup, dan operasi * bersifat distribusi kiri dan distribusi kanan terhadap +. 

Himpunan yang tidak kosong R terhadap dua operasi yang disajikan dengan tanda + dan 

* merupakan suatu ring bila dan hanya bila memenuhi sifat-sifat berikut ini. 
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1. Sifat tertutup terhadap operasi + ;   Untuk setiap Rb,a  berlaku R)ba( . 

2. Sifat asosiaif terhadap operasi +  Untuk setiap Rc,b,a  berlaku 

)cb(ac)ba( . 

3. Ada elemen identitas terhadap operasi + 

      Ada R0  sedemikian hingga untuk setiap Ra  berlaku aa00a . 

4. Setiap elemen R mempunyai invers terhadap operasi + untuk setiap elemen Ra  

dapat  

      ditemukan a
-1

R  shg  a + a
-1

 = a
-1

 + a = 0.  

5. Sifat komutatif terhadap operasi +  ;  Untuk setiap Rba,  berlaku abba . 

6. Sifat tertutup terhadap operasi *  ;     Untuk setiap Rba,  berlaku Rba )*( . 

7   Sifat asosiatif terhadap * untuk setiap Rcba ,,  berlaku )*(**)*( cbacba . 

8.  Sifat distributif operasi * terhadap + setiap Rcba ,,  berlaku  

     cabacba )(  dan (a + b)  c cbca . (Sukriman, 1999; 

Nowicki,1994) 

 

2.3. Field 

Field adalah suatu struktur aljabar dengan dua operasi biner yaitu “+” dan “ ”. 

Terhadap operasi + struktur aljabar itu merupakan grup abelian. Terhadap operasi  

struktur aljabar juga merupakan grup abelian tetapi dengan mengecualikan angka unkes 

aditif, dan terhadap operasi  bersifat distributif kiri dan distributif kanan terhadap +. 

Himpunan yang tidak kosong R terhadap dua operasi yang disajikan dengan tanda + dan 

 merupakan suatu ring bila dan hanya bila memenuhi sifat-sifat berikut ini. 

1. Sifat tertutup terhadap operasi +;   Untuk setiap Rba,  berlaku Rba )( . 

2. Sifat asosiatif terhadap operasi +;Untuk setiap Rcba ,,  berlaku 

      )()( cbacba . 

3. Ada elemen identitas terhadap operasi + 

      Ada R0  sedemikian hingga untuk setiap Ra  berlaku aaa 00 . 

a. Setiap elemen R mempunyai invers terhadap operasi + 

      Untuk setiap elemen Ra  dapat ditemukan  sedemikian  

      . 

b. Sifat komutatif terhadap operasi + ; Untuk setiap Rba,  berlaku abba . 



 

 

 

 

 

Perancangan Piranti  Lunak Komputer Pengujian ...  FMIPA UNS 

Seminar Nasional Matematika 2010 586 Prosiding 

c. Sifat tertutup terhadap operasi  :  

Untuk setiap })0{(, Rba  berlaku })0{()( Rba . 

d. Sifat asosiatif terhadap  

      Untuk setiap })0{(,, Rcba  berlaku )()( cbacba . 

e. Ada elemen identitas terhadap operasi   ada })0{(1 R  sedemikian hingga  

      untuk setiap })0{(Ra  berlaku aaa 11 . 

f. Setiap elemen R mempunyai invers terhadap operasi  

      Untuk setiap elemen })0{(Ra dapat ditemukan (a
-1

) })0{(R   

      111 aaaa . 

g. Sifat komutatif terhadap operasi ;  Untuk setiap })0{(, Rba berlaku abba . 

h. Sifat distributif  terhadap + Untuk setiap Rcba ,,  berlaku  

(a + b) cbcac  

      dan  cabacba )( . (Malik, 1997) 

 

Metode penelitian yang dimaksud dalam makalah ini adalah langkah-langkah yang 

dilakukan dalam proses pembuatan piranti lunak komputer. Dalam rancangan pembuatan 

piranti lunak komputer ini diawali dengan studi kepustakaan sesuai dengan topik bahasan 

grup, ring dan field. Selanjutnya dari teori yang telah ada dilanjutkan dengan perancangan 

dan pengembangan piranti lunak komputer (software). Kegiatan dalam perancangan 

piranti lunak Komputer (software) dilakukan sesuai dengan prosedur siklus 

pengembangan software yang lebih dikenal dengan istilah SDLC (System Development 

Life Cycle) meliputi langkah-langkah sbb: Planning, Analisis, Perancangan, 

Implementasi dan Perawatan/perbaikan seperti yang ditunjukkan dalam tahapan berikut: 

(Pressman, 2005) 

 

Untuk merancang piranti lunak komputer pengujian grup, ring dan field, digunakan  

Borland Delphi 7.0 yang di operasikan pada Microsoft Windows 2000.  

Sesuai tahapan di atas kemudian dilakukan kegiatan : 

1. Perancangan Layar 
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a. Perancangan Layar Pembukaan 

Layar menu utama ini berfungsi sebagai layar utama ketika user menjalankan 

program.  Pada layar pembukaan ini akan terdapat nama program, identitas penulis, dan 

sebuah tombol “Masuk Form Utama”. Tombol ini berfungsi untuk melanjutkan ke layar 

input. 

b. Perancangan Layar Input 

Pada layar input unsur terdapat sebuah EditBox , sebuah ListBox, dan empat tombol. 

EditBox berfungsi untuk memasukkan data  

unsur oleh user. ListBox berfungsi untuk menampilkan data unsur yang dimasukkan 

oleh user.  

Tombol “Masukkan Ke List >>” berfungsi untuk memindahkan data unsur dari 

EditBox ke ListBox. Tombol “Hapus Dari List <<” berfungsi untuk menghapus data 

unsur yang diinginkan dari ListBox. Tombol “Bersihkan Semua Isi List” berfungsi untuk 

menghapus semua data unsur dari ListBox. Tombol “NEXT>>” berfungsi untuk 

melanjutkan ke layar Cayley. 

c. Perancangan Layar Cayley 

Pada layar Cayley terdapat dua StringGrid, dua EditBox, tombol “<< BACK” dan 

tombol “NEXT >>”. StringGrid1 befungsi untuk memasukkan hasil operasi unsur dari 

operasi1. StringGrid2 berfunsi untuk memasukkan hasil operasi unsur dari operasi2.  

EditBox1 dan EditBox2 berfungsi untuk memasukkan nama operasi pertama dan 

kedua. EditBox ini bersifat optional, yang berarti boleh diisi atau pun tidak. Tombol 

“Bersihkan Semua Isi Tabel Cayley Operasi 1” berfungsi untuk  menghapus semua hasil 

operasi unsur pada operasi1. Tombol “Bersihkan Semua Isi Tabel Cayley Operasi 2” 

berfungsi untuk  menghapus semua hasil operasi unsur pada operasi2. Tombol “<< 

BACK” berfungsi untuk  kembali ke layar input. Tombol “NEXT >>” berfungsi untuk 

melanjutkan ke layar hasil ring. Hal ini dilakukan juga untuk lainnya. 

 

2. Perancangan Modul 

 

Untuk melakukan pengujiannya dilakukan dengan menyusun beberapa modul antara lain, 

 

a. Modul Masuk_Menu_Utama_click 

Fungsi: perpindahan dari Layar Pembukaan ke Layar Input   

Begin 

    Aktifkan Layar Input 

Nonaktifkan Layar Pembukkan 

End  
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b. Modul Masukkan_Ke_List_click 

Fungsi: memindahkan unsur dari EditBox ke ListBox 

var 

flag : boolean; 

   i : integer; 

Begin 

 if edit1 kosong then 

   Begin 

      flag := True; 

      for i := 0 to ListBox1.Items.Count - 1 do 

        If edit1 = ListBox1 ke-i then flag := False 

     if flag then tampilkan unsur pada ListBox1 

     else 

       Tampilkan pesan 'Unsur sudah ada di dalam list.' 

   End 

   else 

   Begin 

Tampilkan pesan 'Unsur yang akan dimasukkan ke dalam list tidak boleh kosong.' 

   End 

End  

 

c. Modul Hapus_Dari_List_click 

Fungsi: menghapus data unsur yang diinginkan pada ListBox1. 

Begin 

 Hapus unsur ListBox1 yang dipilih   

End  

 

d. Modul Next_click 

Fungsi: mengecek ListBox dan melanjutkan ke Layar Cayley  

var 

  i : integer; 

Begin 

   if ListBox1.Count lebih besar dari 0 then 

   Begin 

     Aktifkan Layar Cayley 

     Nonaktifkan Layar Input; 

form2.StringGridOperasi1.ColCount := ListBox1.Items.Count + 1 

form2.StringGridOperasi1.RowCount := ListBox1.Items.Count + 1 

Form2.StringGridOperasi1.Cells[0,0] := '+'; 

     for i := 0 to ListBox1.Items.Count - 1 do 

Begin 

Form2.StringGridOperasi1.Cells[i+1,0] := ListBox1.Items[i]; 

Form2.StringGridOperasi1.Cells[0,i+1] := ListBox1.Items[i]; 

End 

form2.StringGridOperasi2.ColCount:=ListBox1.Items.Count +1 

form2.StringGridOperasi2.RowCount := ListBox1.Items.Count + 1 

 Form2.StringGridOperasi2.Cells[0,0] := '*'; 

  for i := 0 to ListBox1.Items.Count - 1 do 

      Begin 
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     Form2.StringGridOperasi2.Cells[i+1,0] := ListBox1.Items[i]; 

        Form2.StringGridOperasi2.Cells[0,i+1] := ListBox1.Items[i]; 

      End 

   End 

   else 

   Begin 

    Tampilkan pesan 'Belum ada unsur yang akan dioperasikan.' 

   End 

End 

 

e. Modul Bersihkan_Semua_Isi_List_click 

Fungsi: menghapus semua unsur dalam ListBox1. 

Begin 

Hapus semua unsur pada ListBox1 

End 

 

3. Perancangan Algoritma 

 

Disamping modul-modul yang telah diuraikan di atas maka untuk melakukan proses 

pembuktian dan perhitungan yang menyangkut tentang teori Group, Ring dan Field  

dituliskan dalam bentuk algoritma seperti yang ditampilkan berikut (Mackiw,1996): 

a Aktifkan layar pembuka, berfungsi untuk perpindahan dari layar pembuka ke layar  

       input. 

b. Aktifkan layar Input, berfungsi memindahkan unsur Editbox ke Listbox 

c. Aktifkan layar Caylay, dalam algoritma ini akan dilakukan proses dan perhitungan 

tabel cayley. 

 

d. Cek dan menguji tabel Cayley 

e. Test tertutup, jika ya tampilkan hasil test  dan jika tidak lanjutkan ke langkah 

berikutnya 

f. Test assosiatif, jika ya tampilkan hasil test  dan jika tidak lanjutkan ke langkah 

berikutnya 

g. Test unsur kanan dan kiri, jika ya tampilkan hasil test  dan jika tidak lanjutkan ke 

langkah  

       Berikutnya 

h. Test Invers, jika ya tampilkan hasil test  dan jika tidak lanjutkan ke langkah 

berikutnya 

i. Tampilkan ke layar hasil rangkuman test  

j. Kembali ke b untuk data berikutnya 

k. Selesai kemudian kembali ke menu utama dan pilih back untuk proses selanjutnya. 

4. Implementasi 
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Setelah rancangan program selesai kemudian dilakukan pembuatan program/koding dan 

testing modul program dan kemudian diintegrasikan. Adapun Spesifikasi perangkat keras 

yang dipakai dalam mengoperasikan program  ini adalah: Processor: Pentium 4(1,7GHz) 

;Memory 256 MB  Harddisk :40 GB VGA Card:64MB Standard VGA Monitor  :SVGA 

15”; Mouse dan Keyboard. Di samping kebutuhan perangkat keras tersebut di atas, 

dibutuhkan perangkat lunak dengan spesifikasi  Operating System Windows2000 dan 

Compiler Borland Delphi 7.0. 

 

3. HASIL  DAN PEMBAHASAN    

 Untuk menguji piranti lunak komputer yang telah dikembangkan, serta melihat 

hasil yang diperoleh maka dilakukan uji coba program dengan membuat satu contoh 

kasus berikut. 

Contoh  

Tunjukkan bahwa untuk A = {0, 1, 2, 3, 4 } dengan operasi +5 dan x5  pada tabel berikut 

apakah merupakan Ring ? 

+5 0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4 

1 1 2 3 4 0 

2 2 3 4 0 1 

3 3 4 0 1 2 

4 4 0 1 2 3 

 

x5 0 1 2 3 4 

0 0 0 0 0 0 

1 0 1 2 3 4 

2 0 2 4 1 3 

3 0 3 1 4 2 

4 0 4 3 2 1 

 

Hasil : 

(A, +5) ~ Tertutup 

 ~ +5 asosiatif  

 ~ unsur kesatuan = 0   

 ~  0
-1

 = 0;  1
-1

 = 4;   2
-1

 = 3  

 3
-1

  = 2,  4
-1 

=  1 

 ~ +5 komutatif 

 

(A, x5)     ~ Tertutup 

     ~ x5 asosiatif  

  ~ x5 distributif terhadap  

 ~  a x5 (b +5 c) =  (a x5 b)  +5  (a x5 c)    

Maka (A, +5 , x5) adalah sebuah Ring 
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Berikutnya bila contoh di atas diselesaikan dengan menggunakan program Komputer yang telah 

dikembangkan, diperoleh hasil berikut :  

 

 
Gambar 1. Menu program utama 

 

 
Gambar 2. Menu pilihan 

 

 
Gambar 3. Input data Contoh 
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Gambar 4. Hasil Akhir Uji Ring (R,+,*) 

 

Pembahasan : 

Berdasarkan hal yang dapat diperoleh 

dari hasil run program tersebut sebagai berikut. 

1. Program yang dibuat telah dapat menguji suatu sistem terbatas apakah merupakan 

group,ring  atau field sesuai dengan pengujian secara manual dan program sejenis belum 

ada yang mengembangkan. 

2. Jika dibandingkan dengan cara pengerjaan manual maka dengan program aplikasi ini 

waktu yang diperlukan untuk pengujian lebih singkat sekitar 50% dari waktu manual. 

3. Kelemahan program ini adalah tidak dapat memberikan hasil pengujian (F-{0},*) jika 

hasil yang ada sudah bukan merupakan ring dan inputan masih merupakan alfanumerik 

terbatas. 

 

4. KESIMPULAN 

Program aplikasi pengujian Group, Ring dan Field yang telah dibuat dapat 

menjadi alat bantu untuk memudahkan pengujian dan lebih efisien sekitar 50% dari 

waktu proses manual. Demikian pula bahwa hasil pengujian yang dilakukan program 

komputer tersebut sama dengan bila diselesaikan secara manual, seperti yang ditampilkan 

sebelumnya. Program aplikasi ini belum dapat menyelesaikan masalah berbagai inputan 
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dalam unsur seperti grup permutasi atau bilangan terbatas dan pengujian masih 

menggunakan tabel Cayley. 
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