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Assalamu'alaikum wa Rohmatlllahi wa Barokatuhu.

Alhamduluillah dengan perkenan-Nya lah, maka prosiding seminar Nasional
sains MIPA dan Aplikasinya tahun 2010 (sN sMAp 10) 8 - 9 Desember 2010
dengan tema: " Membangun Jejaring Pengembang dan pengguna sains dan
Matematika", telah dapat kami selesaikan. Kegiatan seminar ini merupakan
salah satu rangkaian kegiatan dalam rangka Dies Natalis FMIPA UNILA, yang
diagendakan dilakukan secara rutin tahunan.

segenap panitia mengucapkan terima.kasih kepada Rektor UNIIA Bapak prof.
Dr. Ir. sugeng P Harianto, M.s. dan Dekan Fakultas MIpA Bapak Dr. sutyarso,
M.Biomed. yang telah memfasilitasi berlangsungnya kegiatan ini. Demikian
pula kepada para Keynote Speakers: Ir. Edi yanto, M.Si., Kepala Bappeda
Provinsi tampung; Prof. Dr. Ir. suprapto DEA., Ketua Tim Ahli pengembangan
HKI, DP2M- Digen DiKi, Kemendiknas dan Dosen Jurusan Teknik Kimia FTI -
ITS; dan Bapak Dr. Sutyarso, M.Biomed., Dekan FMIPA Universitas Lampung,
yang telah berkenan memberikan materi pada kegiatan ini,

Kami juga menyampaikan penghargaan dan terima kasih abs apreiasi rekan-
rekan akademisi dan peneliti untuk berkenan mempresentasikan hasil
penelitiannya dalam kegiatan Seminar Nasional ini. Seminar ini diikuti oleh
berbagai kelompok sains MIPA dan aplilcsinya dalam kategori kelompok ilmu
Matematika, Fisika, Biologi, dan Kimia. Jumlah makalah yang dipresentasikan
dalam kegiatan ini sebanyak 84 makalah dan yang masuk dalam prosiding ini
adalah sebanyak 83 makalah. Akhir kata, kami sampaikan terima kasih kepada
semua fihak yang telah mendukung penyusunan prosiding kegiatan seminar
ini. Dalam kesempatan ini, kamijuga memohon maaf apabila ada hal hal yang
kurang berkenan selama pelakanaan kegiatan seminar ataupun dalam
penyusunan prosiding seminar ini. Akhir kata mari kita bersama mendukung
upaya peningkatan daya saing bangsa melafui karya nyata dalam bidang sains
MIPA dan Aplikasinya.

Wassalamu'alaikum wa Rohmatullahi wa Barokatuhu.

Tim Penyunting

FMIPA UtlIL& 8-9 Dsember 2010
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ANALISIS DISKRIMINAN LINIER ROBUST MENGGUNAKAN 
METODE VOLUME ELLIPSOID MINIMUM 
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ABSTRACT  
 

Discriminant Analysis is a technique concerned with separating distinct sets of objects or 
observations into groups and allocating new objects into previously defined groups.  In 
the classical approach, discriminant rules are often based on the empirical mean and 
covariance matrix of the data. But these estimates can be sensitive to outlying data, and 
they become inappropriate at contaminated data sets. In this paper, we consider the 
problem of robust Linear Discriminant Analysis (LDA) by inserting robust estimates of 
mean and covariance matrix using Minimum Volome Ellipsoids (MVE) estimator. We 
measure the performance of classical and robust LDA through the total probability of 
misclassification or the Error Rate as a performance criterion. This paper shows that LDA 
based on MVE can improve the error rate of  discriminant analysis.  
 
Keywords : Robust, Linear Discriminant Analysis, Minimum Volume Ellipsoids 
 
 

PENDAHULUAN 
 

Permasalahan dalam analisis diskriminan adalah bagaimana mengklasifikasikan objek ke 
dalam populasi-populasi berbeda dengan menggunakan suatu aturan pengklasifikasian 
yang dibangun berdasarkan data training yang telah diketahui asal  populasinya.  Analisis 
diskriminan linier adalah kasus di mana matriks kovarians setiap populasi diasumsikan 
bernilai sama. Pada analisis diskriminan linier klasik,  perhitungan fungsi diskriminan linier 
didasarkan pada vektor nilai tengah sampel ( x ) dan matriks kovarian sampel (S) biasa, 

yaitu  i

n

i
j x

n
x

1

1
=
Σ= sebagai elemen vektor x  dan ))((

1

1
1

kkijji

n

i
jk xxxx

n
s −−Σ

−
=

=
 , j = 

1, 2,…, p , k = 1, 2,…, p sebagai elemen matriks S. Vektor nilai tengah dan matriks 
kovarian ini akan optimal jika data berasal dari suatu distribusi normal multivariat,  tetapi 
sangat sensitif terhadap adanya pencilan (outlier), terutama jika data mengandung 
pencilan yang ekstrim yang mengakibatkan distribusi data menjadi sangat menjulur 
(heavy tailed distribution), pada kasus seperti ini x  dan S akan kehilangan efisiensinya  
(Oja, 2002). Sehingga mempengaruhi fungsi diskriminan yang dibangun dan dapat 
mengakibatkan meningkatnya peluang kesalahan klasifikasi atau biasa disebut juga error 
rate. Untuk masalah ini diperlukan analisis diskriminan robust yang tegar terhadap 
pencilan.  
 
Berbagai penelitian tentang analisisis diskriminan robust telah dilakukan oleh banyak 
peneliti selama beberapa dasawarsa terakhir, diantaranya oleh Hawkins & McLachlan 
(1997), He & Fung (2000), Croux & Dehon (2001) dan Hubert & Van Driessen (2004).  
Pada tulisan ini kami membahas tentang analisis diskriminan linier (ADL) robust 
berdasarkan metode penduga robust bagi x  dan S yaitu metode Volume Elipsoid 
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Minimum (VEM) yang diperkenalkan oleh Rousseeuw pada tahun 1983 ( Hubert, 
Rousseeuw, Van Aelst, 2004). Penduga VEM bagi x  dan S diperoleh dari subhimpunan 
data berukuran h yang memiliki volume elipsoid terkecil.  

Untuk menyederhanakan masalah, dalam tulisan ini kami menggunakan analisis 
diskriminan untuk dua kelompok. Misalkan terdapat himpunan n1 buah pengamatan 

X1={ }
111211 ,,, nxxx K  dalam ruang berdimensi p yang berasal dari populasi pertama Φ1 ~ 

Np (µµµµ1, ΣΣΣΣ) dan himpunan n2  buah pengamatan X2={ }
222221 ,,, nxxx K  dalam ruang 

berdimensi p yang berasal dari populasi kedua Φ2 ~ Np (µµµµ2, ΣΣΣΣ). Maka dugaan fungsi 
diskriminan linier Fisher diberikan oleh: 

L (x) )(x 21
1T µµµµµµµµΣΣΣΣ −= −

    

dan nilai batas:  h = ( ) ( )21
1T

212

1 µµµµµµµµΣΣΣΣµµµµµµµµ −+ −
 

Sebuah pengamatan baru x akan diklasifikasikan ke dalam Φ1 jika L(x) > h, dan 
diklasifikasikan ke dalam Φ2  jika sebaliknya. (Mangku, 2004). Dalam prakteknya fungsi 

diskriminan di atas dihitung berdasarkan nilai dugaan µµµµ̂ dan ΣΣΣΣ̂ yang diperoleh dari data 

sampel training.  
 

Metode Volume Ellipsoid Minimum 
 

Penduga Volume Ellipsoid Minimum (VEM) pertama kali diperkenalkan Peter J. 
Rousseeuw pada tahun 1983, metode ini sudah dikenal secara luas dan digunakan dalam 
mendeteksi pencilan pada data multivariat. Pada prinsipnya metode ini adalah mencari 
ellipsoid dengan volume paling minimum yang melingkupi suatu subhimpunan dari 
minimal h pengamatan. Subhimpunan berukuran h ini disebut halfset karena h sering 
dipilih lebih dari setengah n pengamatan. Penduga nilai tengah adalah pusat ellipsoid 
secara geometris dan penduga matriks kovarian adalah matriks pembentuk ellipsoid.  
Mencari penduga VEM secara esensial dilakukan dengan dua proses. Bagian pertama 
mencari halfset terbaik yang memuat h pengamatan. Bagian kedua mencari volume 
paling minimum dari ellipsoid yang melingkupi halfset. Untuk sebuah halfset terdiri dari 
banyak ellipsoid yang melingkupinya. Misal terdapat data sampel berukuran n dengan p 
buah variabel teramati. Maka penduga VEM didefinisikan sebagai pasangan vektor nilai 

tengah X  dan matriks varian-kovarian S sedemikian sehingga determinan S 
diminimalkan untuk memenuhi, 

h}c)x()'x(;i{# 2
i

1
i ≥≤−− − XSX  

dengan h = [(n+p+1)/2], c2 adalah suatu konstanta yang dapat dipilih sebagai nilai 
2

)p(5,0χχχχ  dan x adalah himpunan data pengamatan (Rousseeuw and Van Zomeren, 

1990,1991). 
Berdasarkan definisi di atas maka mencari penduga VEM sebenarnya sulit dilakukan 
dalam prakteknya. Misalkan untuk sampel berukuran n = 30 dan dimensi data p = 3, 
maka h = (30+3+1)/2 = 17, sehingga terdapat 30!/(13!x17!) = 119.759.850 halfset 
yang berpotensi menjadi basis bagi penduga VEM. Karena perhitungannya yang sulit, 
maka Rousseeuw dan Leroy (1987) dalam Jensen et.al (2004) menggunakan sebuah 
pendekatan untuk mencari penduga VEM dengan algoritma resampling (resampling 
algorithm). 
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Algoritma Resampling 

 
Algoritma resampling didefinisikan sebagai proses mengambil sejumlah subsampel secara 
acak, yang memuat h pengamatan. Untuk setiap subsampel, dihitung vektor nilai tengah 
dan matriks kovariannya. Ellipsoid dengan volume terkecil selanjutnya digunakan untuk 
menduga µµµµ dan ΣΣΣΣ. 

Menurut Rousseeuw and Van Zomeren (1991), langkah-langkah dalam algoritma 
resampling dilakukan sebagai berikut; 

1. Buat subsampel secara acak H = {i1,….., ih}  

2. Hitung nilai tengah dan matriks kovarian subsampel : 

XH = ∑∑∑∑
H

ix
h

1
 

SH = ∑∑∑∑ −−−−−−−−
H

HiHi )x(x)'x(x
1-h

1
 

3.  Untuk semua pengamatan, hitung jarak Mahalanobis menggunakan HX dan SH 

dengan rumus: 

)'(x)(xD Hi
1

HHiH XSX −−= −
 

4. Tentukan δH yaitu jarak ke-h dari seluruh DH setelah jarak diurutkan dari yang 
terpendek sampai jarak terjauh. 

5. Hitung volume ellipsoid dengan rumus (VH) = )det()( H
p

H Sδ  

6. Ulangi langkah 1-5 dengan subsampel yang berbeda sebanyak m kali. Banyaknya 
m ditentukan memenuhi peluang sebagai berikut: 

0
m1p P)ε)(1(11 ≥−−− +

 dengan ε =0,5 dan P0 = 0,95 

7. Simpan H dengan voume VH  paling minimum dari m pengulangan. 

8. Himpunan data H dengan volume paling minimum dari m subsampel digunakan 
untuk menduga vektor nilai tengah dan matriks kovarian robust dengan rumus; 

X =  HX  

S = H
2
H

12
(p) 0.5pn, )(χc Sδδδδ−

 

Dengan pn,c  adalah faktor koreksi yang ditentukan oleh banyaknya jumlah 

variabel p dan n pengamatan, yaitu pn,c =

2
11

1 








−−
+

−
++

phnpn

p
. 

Sedangkan 
2

0.50pχ  menyatakan faktor koreksi untuk menentukan konsistensi data 

yang diasumsikan berasal dari distribusi normal multivariat dan memiliki titik 
breakdown maksimum sebesar 50%. 
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METODE PENELITIAN 
 

Untuk mengetahui ketegaran analisis diskriminan linier robust menggunakan metode VEM 
kami melakukan studi secara empiris melalui simulasi data dengan bantuan perangkat 
lunak SAS/IML. Tahapan simulasi data yang kami lakukan adalah sebagai berikut: 

1. Membangkitkan data berdistribusi normal p-variat (p = 2, 4 dan 6) untuk dua 
kelompok yaitu X1

(0) ~ MN(µµµµ1, Σ ) untuk  kelompok 1 dan X2
(0) ~MN(µµµµ2, Σ) untuk 

kelompok 2 masing-masing berukuran n = 40, 80, 120 dan 200. Semua elemen µµµµ1 

ditentukan bernilai 3 sedangkan semua elemen  µµµµ2 bernilai 10. Matriks kovarian Σ 

dibangkitkan secara acak menggunakan SAS.  

2. Membangkitkan matriks pencilan (Xout(s)) yang elemennya adalah nol kecuali 
beberapa elemen objek yang dijadikan pencilan. Elemen pencilan dibangkitkan dari 
distribusi normal (50,(1)2). Banyaknya pencilan yang diberikan adalah 0%, 5%, 10%, 
15%, 20% dan 25%. 

3. Menambahkan matriks Xout(s) pada matriks X1
(0)  dan X2

(0) sehingga diperoleh 
matriks X1 dan X2 yang sudah terkontaminasi : 

X1
(s) = X1

(0) + Xout(s)        
X2

(s) = X2
(0) + Xout(s) 

4. Menghitung vektor nilai tengah dan matriks kovarian klasik dan robust dari data pada 
X1

(s)  dan X2
(s).  

5. Menduga koefisien fungsi diskriminan Fisher untuk metode klasik dan metode VEM 
berdasarkan vektor nilai tengah dan matriks kovarian yang diperoleh. 

6. Menghitung peluang salah klasifikasi dengan metode Resubstitusi untuk hasil analisis 
diskrmininan linier dengan metode klasik dan VEM dan DKM dengan menggunakan 
rumus : 

)R(P̂
nn

n
)R(P̂

nn

n
P̂ 2

21

2
1

21

1

+
+

+
=  

di mana      ∑
=

=
1n

1j
j1

1
1 )]T,x(G,1[C

n

1
)R(P̂      dan    

∑
=

=
21n

1j
j2

2
2 )]T,x(G,2[C

n

1
)R(P̂ , dengan )T,x( 1 jG merupakan hasil 

pengklasifikasian suatu unit dalam Φ1, sedangkan )T,x( 2 jG  merupakan hasil 

pengklasifikasian suatu unit dalam Φ2, dan C(i,j) adalah kriteria perhitungan dengan 
ketentuan sebagai berikut : 





≠
=

=
ji    jika   ,1

ji    jika    ,0
),( jiC          untuk setiap i dan j  

Selanjutnya berdasarkan hasil simulasi kami membandingkan nilai peluang kesalahan 
klasifikasi dari analisis diskriminan linier dengan metode klasik dan metode VEM. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

Berdasarkan hasil simulasi dengan beberapa ukuran sampel (n) dan dimensi data (p) 
yang dicobakan diperoleh nilai peluang total kesalahan klasifikasi seperti pada Tabel 1 
berikut. 
 
Tabel 1. Peluang kesalahan klasifikasi metode klasik dan mtode VEM pada setiap n, p 

dan prosentase pencilan. 

Metode Klasik 
Metode Volume Ellipsoid 

Minimum n 
Prosentase 
Pencilan 

p=2 p=4 p=6 p=2 p=4 p=6 

0% 0 0 0 0 0 0 

5% 0,9 0,55 0,475 0,05 0,05 0,05 

10% 0,725 0,75 0,65 0,1 0,1 0,1 

15% 0,85 0,8 0,8 0,15 0,15 0,15 

20% 0,775 0,725 0,7 0,2 0,2 0,2 

40 

25% 0,75 0,75 0,7 0,25 0,25 0,25 

0% 0 0 0 0,0125 0 0 

5% 0,725 0,7 0,7 0,05 0,05 0,05 

10% 0,9 0,85 0,8325 0,1 0,1 0,1 

15% 0,85 0,85 0,8 0,15 0,15 0,15 

20% 0,8 0,8 0,7375 0,2 0,2 0,2 

80 

25% 0,75 0,75 0,75 0,25 0,25 0,25 

0% 0 0 0 0,008333 0 0 

5% 0,941667 0,883333 0,7 0,058333 0,05 0,05 

10% 0,916667 0,9 0,866667 0,1 0,1 0,1 

15% 0,85 0,85 0,85 0,15 0,15 0,15 

20% 0,8 0,8 0,8 0,2 0,2 0,2 

120 

25% 0,75 0,75 0,75 0,25 0,25 0,25 

0% 0,01 0 0 0,01 0 0 

5% 0,94 0,87 0,74 0,06 0,05 0,05 

10% 0,9 0,885 0,745 0,115 0,1 0,1 

15% 0,85 0,835 0,825 0,165 0,15 0,15 

20% 0,8 0,8 0,8 0,225 0,2 0,2 

200 

25% 0,75 0,75 0,75 0,265 0,25 0,25 

 
Berdasarkan hasil di atas terlihat bahwa peluang kesalahan klasifikasi dari analisis 
diskriminan dengan metode VEM jauh lebih kecil dibandingkan dengan metode klasik. 
Dan semakin besar jumlah pencilan dalam data akan semakin memperbesar peluang 
kesalahan klasifikasi metode VEM. Sedangkan analisis diskriminan dengan metode klasik 
tidak memiliki pola yang tetap seiring meningkatnya prosentase pencilan. Pada tabel di 
atas juga terlihat bahwa semakin bertambahnya variabel dalam data cenderung 
menurunkan nilai peluang kesalahan klasifikasi metode klasik, namun tidak demikian 
halnya dengan metode VEM. Analisis diskriminan linier dengan VEM terlihat menghasilkan 
peluang kesalahan klasifikasi yang relatif stabil untuk jumlah variabel yang berbeda. 
  
Untuk memperjelas pengaruh jumlah pencilan terhadap peluang kesalahan klasifikasi 
metode VEM dan metode klasik,  berikut kami sajikan rata-rata peluang salah klasifikasi 
metode klasik dan metodeVEM dari berbagai kombinasi ukuran sample n dan jumlah 
variable p pada Tabel 2 dan disajikan dalam bentuk grafik batang pada Gambar 1.  



Prosiding SN SMAP 2010 

 

FMIPA UNILA, 8 FMIPA UNILA, 8 FMIPA UNILA, 8 FMIPA UNILA, 8 –––– 9 Desember 2010 9 Desember 2010 9 Desember 2010 9 Desember 2010  189 

 
 

Tabel 2. Rata-rata peluang kesalahan klasifikasi metode klasik dan VEM. 

Metode 
Prosentase Pencilan 

Klasik VEM 

0% 0,000833 0,002569 

5% 0,760417 0,051528 

10% 0,826736 0,10125 

15% 0,834167 0,15125 

20% 0,778125 0,202083 

25% 0,745833 0,25125 

 
 

Grafik Rata-rata Peluang Kesalahan Klasifikasi
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Gambar 1. Grafik Rata-Rata Peluang Kesalahan Klasifikasi metode Klasik dan VEM. 

 
Pada Tabel 2 dan Gambar 1 di atas terlihat bahwa jika data tidak mengandung pencilan 
maka metode klasik dan metode VEM memberikan peluang kesalahan klasifikasi yang 
hampir sama baiknya. Namun jika terdapat pencilan pada data maka metode VEM 
memberikan hasil yang jauh lebih baik dari metode klasik.   
 
 

KESIMPULAN 

Berdasarkan kajian yang telah kami lakukan maka dapat disimpulkan metode Volume 
Ellipsoid Minimum merupakan metode robust yang cukup baik untuk mengatasi masalah 
pencilan pada analisis diskriminan linier.    
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