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Abstrak. Misakan G=(V,E) adalah graf terhubung dan C suatu pewarnaan-
k sgjati dari G. Misalkan pula Il = {Gy,C5,.., C3} merupakan partisi dari V(G)
yang diinduksi oleh pewarnaan c. Kode warna ¢, (v) dari V adalah koordinat
(dlv,Chdlv,C.),_,d(w.Cy)) dengan d(v,C)=min{d(v,x)|xeC} untuk
1<i<k. Jkasemuatitik di G mempunyai kode warna berbeda, maka C disebut

pewarnaan lokasi. Bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan dengan
c,(G) adalah bilangan terkecil k sehingga G mempunyai pewarnaan-k lokasi.
Graf T}, ., adalah graf pohon yang hanya memiliki satu titik akar, yaitu x yang
mempunyai k anak dan setiap anaknya mempunyai m daun. Graf amalgamasi
pohon #I; .. adalah graf yang diperoleh dari n buah graf T;,. dengan cara
menyatukan titik X pada setiap graf Tj .y tersebut. Pada paper ini akan dibahas
graf amalgamasi nTy, yang berbilangan kromatik lokasi empat.

Kata Kunci. Bilangan kromatik lokasi, graf amalgamasi.

1 Pendahuluan

Pada tahun 2002, Chartrand dkk. [1] memperkenalkan konsep bilangan
kromatik lokasi pada suatu graf yang merupakan pengembangan dari konsep
dimens partisi [2] dan pewarnaan graf.

Chartrand dkk. [1] mendefinisikan bilangan kromatik lokasi sebagai berikut.
Misalkan G =(v,E) adalah graf terhubung dan ¢ suatu pewarnaan-k sgjati dari G.

Misalkan pulam = {C,.C;..... €] merupakan partis dari vV (G) yang diinduksi oleh
pewarnaan c. Kode warna  c;(v) dari v adalah  koordinat
(d(v,C,),d(v,C,),...,d(v,C,)) dengan d(v,C)=min{d(v,x)|xeC} untuk 1<i<k. Jika
semua titik di G mempunya kode warna berbeda, maka c disebut pewarnaan

lokasi. Bilangan kromatik lokas dari G, dinotasikan dengan c, (G), adalah
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bilangan terkecil k sehingga ¢ mempunyai pewarnaan-k lokasi. Jelas bahwa graf
berorde satu mempunyai bilangan kromatik lokasi satu, sedangkan graf berorde
dua mempunya bilangan kromatik lokasi dua. Secara umum, jika G berorde
n = 3, maka y;(G) = 3.

Penentuan bilangan kromatik lokasi dari suatu graf secara umum merupakan
persodlan NP-hard [1]. Karenanya, kgian penentuan bilangan kromatik lokasi
graf dilakukan dengan membatasi untuk bilangan kromatik lokasi tertentu.

Pada permasalahan karakterisasi graf dengan bilangan kromatik |okasi
tertentu, Chartrand dkk. [3] telah berhasil mengkarakterisasi graf dengan bilangan
kromatik lokasi n-1 dan n-2. Asmiati dan Baskoro [4] telah mengkaji karakterisas
graf yang memuat siklus dengan bilangan kromatik lokasi tiga. Karakterisas
pohon dengan bilangan kromatik lokasi tiga juga telah dibahas oleh Baskoro dan
Asmiati [5].

Sgjauh penelusuran literatur, penelitian yang terkait dengan penentuan
bilangan kromatik lokas dari graf pohon masih terbatas pada lintasan, graf
bintang, dan graf bintang ganda[1]. Selanjutnya, Asmiati dkk. [6,7] telah berhasil
menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf amalgamasi bintang dan graf
kembang api. Khusus untuk graf lobster berbilangan kromatik lokasi 4 juga telah
dikaji oleh Asmiati [8].

Berikut ini adalah teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi.

Teorema 1.1 [1] Misalkan c adalah pewarnaan lokas pada graf terhubung G.
Jika u dan v dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga d (u,w) = d (v,w),
untuk setiap w € V(&) — {u,c}, maka c{u) # c(v). Daam hal khusus, jika u dan
v tidak bertetangga sedemikian sehingga himpunan tetangga u dan v sama (N (u)
=N (V)), makac(u) # ().

Akibat dari teoremaini, didapatkan batas bawah dari bilangan kromatik |okasi
untuk graf sebarang.

Akibat 1.2 [3] Misakan G adalah graf terhubung. Jika G memuat suatu titik
yang bertetangga dengan k daun, maka x;(G) = k + 1.

Graf Ty, adalah graf pohon yang hanya memiliki satu titik akar, yaitu X yang
mempunyai k anak dan setigp anaknya mempunyai m daun. Graf amalgamasi

pohon nT, ,. adalah graf yang diperoleh dari n buah graf T,,, dengan cara
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menyatukan titik x pada setiap graf Ty, tersebut. Pada paper ini akan

didiskusikan graf amalgamasi nTym yang berbilangan kromatik lokasi empat.

2 Hasl Utama

Pada bagian ini akan didiskusikan beberapa hasil dari graf amalgamasi nTyn,
yang berbilangan kromatik lokasi empat.
Konstruksi graf nTy, diberikan sebagai berikut.

1
!’rkl

] 1

1

i 3 3
m [ kl ‘Irlm
Gambar 1. Konstruksi Graf nTy

Teorema 2.1
Graf amalgamasi pohon nTy,, yang berbilangan kromatik lokasi empat adalah

sebagai berikut.
1. x,(nTy)=4,untuk 3<n<9;
2. ;[L(nTglg) =4 untuk 2= n <7;
3 x(nTy;)=4untuk 1< n<2;
4. x,(nTyy)=4untuk 2<n < 3;
5

. x(nTy,)=4untuk1=n <2,
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Pertama, akan ditentukan batas atas y (nT,1), dengan 3<n<9.

Misalkan ¢ adalah pewarnaan-4 pada graf nT,;, untuk 3 < n <9, dengan

aturan sebagal berikut.

a cx)=1;

b. s,untuki=1,2, ..., ndiwarnai secara berturu-turut dengan warna 2,
3 4 dengan masing-masing warna diberikan paling banyak E] kali;

c. <(li) dipilih dua dai himpunan {1,2,3,41\{c(s;)] dengan
i=12.,n j =12;

d. daun-daun c(l},) = c(s;), dengan i =1,2,..,m, j = 1,2

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa kode warna untuk setigp titik

v €V (nT,,), dengan 3<n<9, berbeda

a Jka e(x) = (L), maka ¢ (x) #c.(I;). Hal ini dikarenakan pada
c.(x) memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada c,.(I;)
memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

b. Jika e(x) = ¢(Ljy), maka ¢ (x) # ¢ (1},). Hal ini dikarenakan pada
¢ (x) memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada c.. (1} )
memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

c. Jka e(s,)=c(l;), dengan p =, maka c,(s,) # ¢, (7). Hal ini
dikarenakan pada «, (s, ) memuat sekurang-kurangnya 2 komponen
bernilai 1, sedangkan pada ¢, ( ;) memuat tepat 1 komponen bernilai
1.

d. Jka ¢(s,) = (i), makac,(s,) # c.(L). Hal ini dikarenakan pada
C,r(sp) memuat sekurang-kurangnya 2 komponen bernilai 1,
sedangkan pada ¢, (Lj, ) memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

e. Jka c(li;) = c(l3,), dengan j # p, maka ¢, (Ii;) # c.(15,). Hal ini
dikarenakan (15} = ¢(17).
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f. Jka c(li,)=c(I1,), dengan j# p,i #1, maka c. (L) = c.(I7,).
Hal ini dikarenakan jika c(s;)=c(s,), maka (1) = <(17).
Akibatnya, e () = c.(1%,).

Berdasarkan semua kasus yang telah diuraikan, kode warna untuk semua
titik pada graf nT,1, untuk 3 < n< 9, berbeda. Jadi, c merupakan pewarnaan-4
lokasi. Akibatnya, . (nT21) <4, untuk 3<n<9.

Selanjutnya, akan ditentukan batas bawah y (nT21), untuk 3 < n < 9.
Perhatikan gambar berikut ini.

=
o -

Gambar 2. Konstruksi batas bawah y, (nT,;) dengan3<n<9

Andaikan ¢ pewarnaan-3 pada graf 3T, ; dengan aturan sebagai berikut.
a c(x) =1,
b. c(s,) = 2, c(s;) =3,c(s3) =2,
c. o(lf)=1,¢(l3y) =2 c(l3) =3, c(l3) =2,

c(13)=1,c(l5) =3, c(I3) = 2, c(15,) = 3.
Karena c(s;) = 2, maka warna yang mungkin untuk c(13) dan c(13) adalah
1. Akibanya, wana untuk ¢(lj;)=3 dan ¢(I3,)=2. Jadi,
c.(13) =c_(x)= (0,1,1). Jadi, c bukan merupakan pewarnaan-3 lokasi.
Sehingga, sekurang-kurangnya dibutuhkan 4 warna untuk mewarnai graf
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tersebut. Oleh karena itu, % (3T21) > 4. Jadi, dapat dismpulkan bahwa
x:(nTsy) =4, untuk 3<n < 9.
. Penentuan batas atas x,(nT,.), dengan 2 < n < 7. Cara pemberian warna
yang digunakan pada graf nT’, , hampir serupa dengan pemberian warna pada
graf nT,,. Yang menjadi perbedaannya adalah penentuan warna daun-daun
pada graf nT, , diberikan sebagai berikut:
c(liy) =c(sy), dengani=1,2,u,m, j= 1.2.
Sedangkan, penentuan warna daun-daun pada graf n7’, ,, c(!}k) adalah dipilih
dua dari {1,2,3,4}\{e(l))}, dengan i=1,2,...,n, j=12 dan k=12
Akibatnya, x;(nT,,) < 4. Seanjutnya, dengan cara serupa sebagaima
menentukan batas bawah x,(nT,, ), diperoleh x,(nT,,) = 4. Oleh karena
itu, 7,(nT2;) =4, untuk 2< n < 7.
Penentuan batas atas y, (nT,5 ). Cara pemberian warna yang digunakan pada
graf nT,; hampir serupa dengan pemberian warna pada graf nT,,. Yang
menjadi perbedaannya adalah penentuan warna daun-daun pada graf nT, 4
diberikan sebagai berikut:
e(liy) =c(s;), dengani = 1,2,...,m, j= 1,2

Sedangkan,  penentuan  warna  daun-daun  pada graf @ nT,,
o(l) =11.2340Nc(lf), dengan i=1,2,..,n, j=12 dan k=123.
Akibatnya, x,(nT,;) < 4. Selanjutnya, akan ditentukan batas bawah
x.(nTy3) dengan 1 € n < 2. Karena setigp titik I}, i =1,2,..,n, j=12
bertetangga dengan 3 daun, maka berdasarkan Akibat 1.2, y,(nT,;) = 4.
Oleh karenaitu x,(nT,;) = 4,untuk 1 < n < 2.
. Akan ditentukan batas atas y (nTs1), dengan 2<n< 3.
Misalkan ¢ adalah pewarnaan-4 pada graf nTzi, untuk 2 < n < 3, dengan
aturan sebagal berikut.

a cx) =1,

b. s, untuki=1, 2, ..., ndiwarna secara berturut-turut dengan warna 2,

3,4
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c. (1) diwarnai secara berturut-turut dengan warna {1,2,3,41\{c(s;)},
dengani =1,2,...,n, j = 1,2,3;

d. daun-daun (i) = e(s;), i = 1,2, 0, j = 1,2,3.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa kode warna untuk setigp titik

v €V (nTy,), dengan 2<n< 3, berbeda

a Jka e(x) = e(L), maka c.(x) #c. (). Hal ini dikarenakan pada
c.(x) memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada c,.(I;)
memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

b. Jika e(x) = (L), maka ¢ (x) # ¢ (1}, ). Hal ini dikarenakan pada
¢ (x) memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada c..(1}; )
memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

c. Jka cls,)=c(lj), dengan p #j, maka c,(s,) = c.(Lf). Hal ini
dikarenakan pada c.(s,)] memuat tepat 3 komponen bemilai 1,
sedangkan pada ¢, ( £} ] memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

d. Jka c(s,) =c(l;), makac,(s,) = c.(I}). Hal ini dikarenakan pada
¢(5,) memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada ¢, (L], )
memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

e Jka c(li) = c(1i,), dengan j # p, maka c.(1};) = c.(I5,). Hal ini
dikarenakan (13} # c(17).

Berdasarkan semua kasus yang telah diuraikan, kode warna untuk semua titik
pada graf nTsi, untuk 2 < n < 3, berbeda. Jadi, ¢ merupakan pewarnaan
lokasi. Akibatnya, . (NT31) <4,untuk 2<n<3.

Selanjutnya, akan ditentukan batas bawah | (nTs 1), untuk 2<n< 3.
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Perhatikan gambar berikut ini.

Gambar 3. Konstruksi batas bawah y, (2T51)

Andaikan ¢ pewarnaan-3 pada graf 2T3; dengan aturan sebagai berikut.
a c(x) =1,
b. e(s,) = 2, e(s,) =3,
c. o(lf)=1, c(l3)=3,c(l3) =3,

cli)=1, c(lB)=2,¢c(13)=2
d c(i}) =2, c(ii)=2ci)=1,

c(l) =3, clliy)=1,¢c(13,)=3.
Karenac(l1) = 3, makawarna yang mungkin untuk ¢(1%,) dan ¢(1%,) adalah 1
atau 2. Akibatnya, warna untuk e(I3;)=1 dan c(l},)=2. Jadi,
e (13 =c.(17) = (0, 2, 1). Jadi, c bukan merupakan pewarnaan lokasi.
Sehingga, sekurang-kurangnya dibutuhkan 4 warna untuk mewarnai graf
tersebut. Oleh karena itu, . (2T31) > 4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa
x(nT3,) =4, untuk 2 <n <3
. Penentuan batas atas y;(nT;,), dengan 1 < n < 2. Cara pemberian warna
yang digunakan pada graf nT,, hampir serupa dengan pemberian warna
padab graf nT5,. Yang menjadi perbedaannya adalah penentuan warna daun-
daun pada graf nT7;, diberikan sebagai berikut:

c(liy) = c(ky), dengani =1,2,...,m, j = 1,2,3.
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Sedangkan, penentuan warna daun-daun pada graf nT; ,, c(1%, ) adalah dipilih
dua dari {1,2,3,4}\{c({)}, dengan i=12,...n, j=123dank= 12
Akibatnya, x; [-nT 3} = 4. Sdlanjutnya, dengan cara serupa sebagaimana
menentukan batas bawah y,(nT;, ), diperoleh x,(nT;, ) = 4. Oleh karena
itu, x,(nT.)=4untuk 1 <n <2, 0

3 Kesimpulan

Graf amalgamasi nTy, yang berbilangan kromatik lokasi empat adalah
sebagai berikut.
1. x,(nTy)=4,untuk 3<n<9;
2. 1;(nTyy) =4, untuk 2<n < 7;
3 x(nTy;)=4untuk 1< n<2;
4. x,(nTyy)=4untuk 2<n < 3;
5

l’;(ﬂ Tg,g) =4 untuk 1 <n

IA
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