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Abstrak. Misalkan ( , )G V E adalah graf terhubung dan c suatu pewarnaan-
k sejati dari G .  Misalkan pula merupakan partisi dari ( )V G

yang diinduksi oleh pewarnaan c. Kode warna ( )c v dari v adalah koordinat
, dengan ( , ) min{ ( , ) | }i id v C d v x x C  untuk

1 i k  . Jika semua titik di G mempunyai kode warna berbeda, maka c disebut
pewarnaan lokasi.  Bilangan kromatik lokasi dari G ,  dinotasikan dengan

( )L G adalah bilangan terkecil k sehingga G mempunyai pewarnaan-k lokasi.
Graf adalah graf pohon yang hanya memiliki satu titik akar, yaitu x yang
mempunyai k anak dan setiap anaknya mempunyai m daun.  Graf amalgamasi
pohon adalah graf yang diperoleh dari n buah graf dengan cara
menyatukan titik x pada setiap graf tersebut. Pada paper ini akan dibahas
graf amalgamasi nTk,m yang berbilangan kromatik lokasi empat.

Kata Kunci. Bilangan kromatik lokasi, graf amalgamasi.

1 Pendahuluan

Pada tahun 2002, Chartrand dkk. [1] memperkenalkan konsep bilangan

kromatik lokasi pada suatu graf yang merupakan pengembangan dari konsep

dimensi partisi [2] dan pewarnaan graf.

Chartrand dkk. [1]  mendefinisikan bilangan kromatik lokasi sebagai berikut.

Misalkan ( , )G V E adalah graf terhubung dan c suatu pewarnaan-k sejati dari G .

Misalkan pula merupakan partisi dari ( )V G yang diinduksi oleh

pewarnaan c. Kode warna ( )c v dari v adalah koordinat

1 2( ( , ), ( , ), , ( , ))kd v C d v C d v C dengan ( , ) min{ ( , ) | }i id v C d v x x C  untuk 1 i k  . Jika

semua titik di G mempunyai kode warna berbeda, maka c disebut pewarnaan

lokasi.  Bilangan kromatik lokasi dari G ,  dinotasikan dengan ( )L G , adalah
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bilangan terkecil k sehingga G mempunyai pewarnaan-k lokasi. Jelas bahwa graf

berorde satu mempunyai bilangan kromatik lokasi satu, sedangkan graf berorde

dua mempunyai bilangan kromatik lokasi dua. Secara umum, jika G berorde

, maka .

Penentuan bilangan kromatik lokasi dari suatu graf secara umum merupakan

persoalan NP-hard [1]. Karenanya, kajian penentuan bilangan kromatik lokasi

graf dilakukan dengan membatasi untuk bilangan kromatik lokasi tertentu.

Pada permasalahan karakterisasi graf dengan bilangan kromatik lokasi

tertentu, Chartrand dkk. [3] telah berhasil mengkarakterisasi graf dengan bilangan

kromatik lokasi n-1 dan n-2. Asmiati dan Baskoro [4] telah mengkaji karakterisasi

graf yang memuat siklus dengan bilangan kromatik lokasi tiga. Karakterisasi

pohon dengan bilangan kromatik lokasi tiga juga telah dibahas oleh Baskoro dan

Asmiati [5].

Sejauh penelusuran literatur, penelitian yang terkait dengan penentuan

bilangan kromatik lokasi dari graf pohon masih terbatas pada lintasan, graf

bintang, dan graf bintang ganda [1]. Selanjutnya, Asmiati dkk. [6,7] telah berhasil

menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf amalgamasi bintang dan graf

kembang api. Khusus untuk graf lobster berbilangan kromatik lokasi 4 juga telah

dikaji oleh Asmiati [8].

Berikut ini adalah teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi.

Teorema 1.1 [1] Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G.

Jika u dan v dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga d (u,w) = d (v,w),

untuk setiap , maka . Dalam hal khusus, jika u dan

v tidak bertetangga sedemikian sehingga himpunan tetangga u dan v sama  (N (u)

= N (v)), maka .

Akibat dari teorema ini, didapatkan batas bawah dari bilangan kromatik lokasi

untuk graf sebarang.

Akibat 1.2 [3] Misalkan G adalah graf terhubung. Jika G memuat suatu titik

yang bertetangga dengan k daun, maka

Graf adalah graf pohon yang hanya memiliki satu titik akar, yaitu x yang

mempunyai k anak dan setiap anaknya mempunyai m daun.  Graf amalgamasi

pohon adalah graf yang diperoleh dari n buah graf dengan cara
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menyatukan titik x pada setiap graf tersebut. Pada paper ini akan

didiskusikan graf amalgamasi nTk,m yang berbilangan kromatik lokasi empat.

2 Hasil Utama

Pada bagian ini akan didiskusikan beberapa hasil dari graf amalgamasi nTk,m

yang berbilangan kromatik lokasi empat.

Konstruksi graf nTk,m diberikan sebagai berikut.

Gambar 1. Konstruksi Graf nTk,m

Teorema 2.1
Graf amalgamasi pohon nTk,m yang berbilangan kromatik lokasi empat adalah

sebagai berikut.

1. , untuk

2. , untuk

3. , untuk

4. , untuk ;

5. , untuk .
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Bukti.

1. Pertama, akan ditentukan batas atas L(nT2,1), dengan 3  n  9.

Misalkan c adalah pewarnaan-4 pada graf nT2,1, untuk 3  n  9, dengan

aturan sebagai berikut.

a. c(x) = 1;

b. , untuk i = 1, 2, …, n diwarnai secara berturu-turut dengan warna 2,

3 4 dengan masing-masing warna diberikan paling banyak kali;

c. dipilih dua dari himpunan , dengan

d. daun-daun ,  dengan

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa kode warna untuk setiap titik

, dengan  3  n  9, berbeda.

a. Jika , maka . Hal ini dikarenakan pada

memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada

memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

b. Jika , maka . Hal ini dikarenakan pada

memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada

memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

c. Jika , dengan maka . Hal ini

dikarenakan pada memuat sekurang-kurangnya 2 komponen

bernilai 1, sedangkan pada memuat tepat 1 komponen bernilai

1.

d. Jika maka . Hal ini dikarenakan pada

memuat sekurang-kurangnya 2 komponen bernilai 1,

sedangkan pada memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

e. Jika , dengan maka . Hal ini

dikarenakan .
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f. Jika , dengan maka .

Hal ini dikarenakan jika , maka .

Akibatnya, .

Berdasarkan semua kasus yang telah diuraikan, kode warna untuk semua

titik pada graf nT2,1, untuk 3  n  9, berbeda. Jadi, c merupakan pewarnaan-4

lokasi. Akibatnya, L(nT2,1)  4, untuk 3  n  9.

Selanjutnya, akan ditentukan batas bawah L(nT2,1), untuk 3  n  9.

Perhatikan gambar berikut ini.

Gambar 2. Konstruksi batas bawah L(nT2,1) dengan 3  n  9

Andaikan c pewarnaan-3 pada graf 3T2,1 dengan aturan sebagai berikut.

a. c(x) = 1,

b. ,

c. , ,

, , .

Karena , maka warna yang mungkin untuk dan adalah

1. Akibatnya, warna untuk dan . Jadi,

. Jadi, c bukan merupakan pewarnaan-3 lokasi.

Sehingga, sekurang-kurangnya dibutuhkan 4 warna untuk mewarnai graf
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tersebut. Oleh karena itu, L(3T2,1)  4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa

, untuk .

2. Penentuan batas atas , dengan . Cara pemberian warna

yang digunakan pada graf hampir serupa dengan pemberian warna pada

graf . Yang menjadi perbedaannya adalah penentuan warna daun-daun

pada  graf diberikan sebagai berikut:

,  dengan

Sedangkan, penentuan warna daun-daun pada graf , adalah dipilih

dua dari , dengan dan .

Akibatnya, . Selanjutnya, dengan cara serupa sebagaima

menentukan batas bawah , diperoleh . Oleh karena

itu, , untuk .

3. Penentuan batas atas . Cara pemberian warna yang digunakan pada

graf hampir serupa dengan pemberian warna pada graf . Yang

menjadi perbedaannya adalah penentuan warna daun-daun pada  graf

diberikan sebagai berikut:

,  dengan

Sedangkan, penentuan warna daun-daun pada graf ,

, dengan dan

Akibatnya, . Selanjutnya, akan ditentukan batas bawah

dengan . Karena setiap titik ,

bertetangga dengan 3 daun, maka berdasarkan Akibat 1.2, .

Oleh karena itu , untuk .

4. Akan ditentukan batas atas L(nT3,1), dengan 2  n  3.

Misalkan c adalah pewarnaan-4 pada graf nT3,1, untuk 2  n  3, dengan

aturan sebagai berikut.

a. c(x) = 1;

b. , untuk i = 1, 2, …, n diwarnai secara berturut-turut dengan warna 2,

3, 4;
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c. diwarnai secara berturut-turut dengan warna ,

dengan

d. daun-daun ,

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa kode warna untuk setiap titik

, dengan  2  n  3, berbeda.

a. Jika , maka . Hal ini dikarenakan pada

memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada

memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

b. Jika , maka . Hal ini dikarenakan pada

memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada

memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

c. Jika , dengan maka . Hal ini

dikarenakan pada memuat tepat 3 komponen bernilai 1,

sedangkan pada memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

d. Jika maka . Hal ini dikarenakan pada

memuat tepat 3 komponen bernilai 1, sedangkan pada

memuat tepat 1 komponen bernilai 1.

e. Jika , dengan maka . Hal ini

dikarenakan .

Berdasarkan semua kasus yang telah diuraikan, kode warna untuk semua titik

pada graf nT3,1, untuk 2  n  3, berbeda. Jadi, c merupakan pewarnaan

lokasi. Akibatnya, L(nT3,1)  4, untuk 2  n  3.

Selanjutnya, akan ditentukan batas bawah L(nT3,1), untuk 2  n  3.
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Perhatikan gambar berikut ini.

Gambar 3. Konstruksi batas bawah L(2T3,1)

Andaikan c pewarnaan-3 pada graf 2T3,1 dengan aturan sebagai berikut.

a. c(x) = 1,

b. ,

c. , ,

, ,

d. , ,

, ,

Karena , maka warna yang mungkin untuk dan adalah 1

atau 2. Akibatnya, warna untuk dan . Jadi,

= (0, 2, 1). Jadi, c bukan merupakan pewarnaan lokasi.

Sehingga, sekurang-kurangnya dibutuhkan 4 warna untuk mewarnai graf

tersebut. Oleh karena itu, L(2T3,1)  4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa

, untuk .

5. Penentuan batas atas , dengan . Cara pemberian warna

yang digunakan pada graf hampir serupa dengan pemberian warna

padab graf . Yang menjadi perbedaannya adalah penentuan warna daun-

daun pada  graf diberikan sebagai berikut:

,  dengan
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Sedangkan, penentuan warna daun-daun pada graf , adalah dipilih

dua dari , dengan

Akibatnya, . Selanjutnya, dengan cara serupa sebagaimana

menentukan batas bawah , diperoleh . Oleh karena

itu, , untuk . 

3 Kesimpulan

Graf amalgamasi nTk,m yang berbilangan kromatik lokasi empat adalah

sebagai berikut.

1. , untuk

2. , untuk

3. , untuk

4. , untuk ;

5. , untuk .
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