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ABSTRACT    
Let R be a ring, ( , , )S

 

a strictly ordered monoid and : ( )S E nd R

 

a monoid homomorphism.  

Constructed [[ , ]]R S , i.e., the set of all functions from S to R whose support is artinian and narrow.  With 

pointwise addition and the skew convolution multiplication, [[ , ]]R S becomes a ring called the skew 

generalized power series rings.  In this research we will investigate about homomorphism of  skew 
generalized power series rings.  

Keywords: ordered monoid, artinian, narrow, ring homorphism, skew generalized power series rings.  

1. PENDAHULUAN 
Ring polinomial R[X] didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi dari 

 

(bilangan bulat non 

negatif) ke R (ring dengan elemen satuan) dengan syarat ( ) 0f n

 

hanya untuk berhingga banyak n , 
yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan biasa dan pergandaan distributif.  Selanjutnya, ring polinomial 
R[X] digeneralisasi menjadi ring deret pangkat formal R[[X]], yaitu dengan cara menghilangkan syarat 

( ) 0f n

 

hanya untuk berhingga banyak n 1).  Ring polinomial R[X] juga dapat digeneralisasi menjadi 
ring monoid R[S], yaitu himpunan semua fungsi dari monoid S ke R (ring dengan elemen satuan) dengan 
syarat supp( ) { | ( ) 0}f s S f s

 

berhingga, yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan biasa dan 
pergandaan konvolusi. 

Selanjutnya, Ribenboim6) mengkonstruksi ring deret pangkat teritlak (generalized power series rings) 
R[[S]] yang merupakan generalisasi dari ring deret pangkat formal R[[X]] dan ring monoid R[S], yaitu 
himpunan semua fungsi dari monoid terurut tegas S ke R (ring dengan elemen satuan) dengan syarat 
supp( ) { | ( ) 0}f s S f s

 

Artin dan narrow, yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan 
pergandaan yang sama pada ring monoid R[S].  Ribomboim7) juga mengkonstruksi homomorfisma ring deret 
pangkat teritlak (RDPT). 

Mazurek dan Ziembowski5)  mengkonstruksi ring baru yang merupakan  generalisasi dari ring deret 
pangkat teritlak R[[S]] dengan cara menambahkan suatu homomorfisma monoid : ( )S End R , yang 
digunakan untuk merubah operasi pergandaan konvolusi pada R[[S]].  Selanjutnya ring baru ini disebut ring 
deret pangkat teritlak miring (skew generalized power series rings) dan dinotasikan dengan [[ , ]]R S atau 

[[ , , ]]R S .   
Dari uraian di atas, telah dijelaskan bahwa ring deret pangkat teritlak (RDPT) R[[S]] merupakan 

bentuk khusus dari ring deret pangkat teritlak miring (RDPTM), sehingga pada penelitian ini akan dikonstruksi 
homomorfisma RDPTM berdasarkan homomorfisma RDPT yang sudah ada. 
      
2. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilakukan berdasarkan studi literatur berupa buku-buku dan jurnal-jurnal ilmiah, 
khususnya yang berkaitan dengan himpunan terurut, monoid terurut,  sifat Artin dan narrow, ring deret 
pangkat teritlak (RDPT), homomorfisma RDPT, dan ring deret pangkat teritlak miring (RDPTM). Alur 
penelitian secara utuh digambarkan pada diagram (Gambar 1) di bawah ini.  
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Gambar 1. Diagram alur penelitian      

Pada tahap awal dipelajari konsep-konsep dasar tentang himpunan terurut, sifat Artin dan narrow, 
monoid terurut, teori ring, dan homomorfisma ring .  Konsep-konsep dasar ini yang nantinya akan banyak 
membantu untuk memahami konstruksi RDPT dan RDPTM.  Berikut  ini akan disajikan beberapa definisi, 
lemma dan teorema yang terkait dengan himpunan terurut, sifat Artin dan narrow, monoid terurut, teori ring, 
dan homomorfisma ring.      

Definisi 1 (Himpunan Terurut)1) 

Diberikan himpunan tak kosong S. 
a. Relasi biner  pada S disebut relasi urutan parsial jika memenuhi: 

i.  refleksif : ( )x S x x . 
ii.  anti simetris : ( , )( )x y S x y y x x y

 

iii.  transitif : ( , , )( )x y z S x y y z x z

 

b. Relasi urutan parsial  pada S disebut relasi urutan total, jika untuk sebarang ,x y S

 

berlaku  
x y y xatau . 

c. Suatu elemen m S disebut elemen minimal jika ( )( )x S x m m x . 
d. Himpunan S

 

yang dilengkapi dengan suatu urutan parsial disebut himpunan terurut (ordered set).  
Untuk selanjutnya notasi ( , )S

 

menyatakan S himpunan terurut terhadap urutan parsial .  

Definisi 2 (Artin dan narrow)6) 

Diketahui ( , )S

 

himpunan terurut.  Himpunan terurut ( , )S

 

dikatakan Artin jika setiap barisan turun tegas 
dari elemen-elemen S selalu berhingga.  Himpunan terurut ( , )S

 

dikatakan Noether jika setiap barisan naik 

tegas dari elemen-elemen S selalu berhingga.  Untuk selanjutnya notasi 1)( iiz menyatakan barisan secara 

umum baik hingga maupun takhingga.  

Teorema 1 (Artin dan narrow)2)  

Jika ( , )S

 

himpunan terurut maka pernyataan berikut ekuivalen : 
1. S Artin dan narrow. 
2. Jika 1)( nns barisan elemen-elemen  S maka terdapat 321 nnn , sehingga 

321 nnn sss 

Mempelajari Himpunan Terurut, Sifat Artin dan narrow,  
Monoid Terurut, Ring dan homomorfisma ring  

Mempelajari konstruksi RDPTM  

Mempelajari konstruksi RDPT dan homorfisma RDPT 

Mengkostruksi homomorfisma RDPTM berdasarkan homomorfisma RDPT 

Membuktikan homomorfisma RDPTM yang telah dikonstruksi 
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3. Jika Ss nn 1)( maka terdapat 21 nn , sehingga 

21 nn ss . 

Definisi 3 (Monoid)4) 

Groupoid ( , )S

 
artinya himpunan tak kosong S dengan operasi biner ""

 
terdefinisi.  Dengan kata lain, 

dipunyai pemetaan : S S S .  Selanjutnya ( , )S

 
disebut semigrup jika ""

 
bersifat assosiatif, yaitu: 

)())(,,( 321321321 ssssssSsss . 

Jika ( , )S

 

mempunyai sifat tambahan ))(,( 122121 ssssSss , maka ( , )S disebut semigrup 
komutatif.   Jika terdapat elemen 1 di dalam S sedemikian sehingga ( ) ( 1 1 )s S s s s , maka 1 
disebut elemen identitas di dalam S dan S disebut semigrup dengan identitas atau monoid.  

Definisi 4 (Monoid Terurut)7) 

Himpunan terurut ( , )S dikatakan monoid terurut jika S monoid dan  relasi urutan kompatibel yakni jika 
( , ', )( ' ' )s s t S s s st s t

 

dan ( , )S dikatakan monoid terurut tegas jika urutannya kompatibel 
tegas, yakni jika ( , ', )( ' ' ).s s t S s s st s t

  

Definisi 5 (Ring)3)  

Ring ( , , )R adalah himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua operasi biner, yang disebut 
penjumlahan dan pergandaan, yang terdefinisi di dalam R sedemikian sehingga sifat-sifat berikut terpenuhi : 
1. ( , )R

 

grup komutatif (abelian). 
2. Pergandaan ( ) bersifat assosiatif.  
3. Untuk setiap , ,a b c R , sifat distributif kiri, ( ) ( ) ( )a b c a b a c dan sifat distributif kanan 

( ) ( ) ( )a b c a c b c terpenuhi.  

Definsi 6 (Homomorfisma Ring)3) 

Diberikan ring R dan R.  Pemetaan 

 

: R 

 

R

 

merupakan homomorfisma jika memenuhi : 
i. (a + b) = (a) + (b) 
ii. (ab) = (a) (b) 

Untuk setiap a, b R.   

Setelah mempelajari konsep-konsep dasar diatas, langkah berikutnya adalah mempelajari konstruksi 
RDPT dan homomorfisma RDPT.  Pertama akan disajikan tentang konstruksi RDPT.   

Diketahui R sebuah ring dengan elemen satuan dan ( , , )S monoid terurut tegas.  Dibentuk suatu 

himpunan SR

 

, yakni himpunan semua pemetaan :f S R .  Untuk Sf R , support f didefinisikan 

sebagai supp( ) { | ( ) 0}f s S f s .  Kemudian dibentuk { | supp( ) }SA f R f Artin dan narrow .   

Untuk sebarang s S

 

dan Afff n,,, 21 , himpunan 1 2( , , , )s nX f f f

  

1 2 1 1 2{( , , , ) supp( ) x x supp( ) | }n n nx x x f f s x x x berhingga.   

Selanjutnya didefinisikan operasi penjumlahan dan pergandaan pada A : 

( , ) ( , )

( ) : ( , )( : ) ( )( ) ( ) ( )

( ) : ( , )( : )

( )( ) ( ) ( )
x y X f gs

f g A f g S R f g s f s g s

f g A f g S R

f g s f x g y

 

Dengan dua operasi di atas, Ribemboim6) telah membuktikan bahwa A merupakan ring.  Ring ini 
selanjutnya disebut Ring Deret Pangkat Teritlak (RDPT) , dan disimbolkan dengan ,[[ ]]SR atau [[ ]]R S .  
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Selanjutnya akan dikonstruksi homomorfisma RDPT.  Diketahui 'R Rdan

 
ring, 

( , )  ( ', ')S Sdan monoid terurut tegas, 'A Adan

 
RDPT.  Misalkan : 'R R

 
homomorfisma ring dan 

: ( , ) ( ', ')S S

 
homomorfisma tegas. 

Untuk setiap s S , 1( ( )) ( , )s S

 
terurut trivial.  Jika f A maka 1supp( ) ( ( ))f S

 
berhingga.  Selanjutnya didefiniskan ' : ' 'f S R

 
dengan 

1 ( ( ))
'( ( )) ( )

'( ') 0 ' ( )

t s
f s f t s S

f t t S

untuksetiap

jika 

Di sisi lain, jika 

 

injektif maka '( ( )) ( )f s f s

 

untuk setiap s S .  Selanjutnya didapat 
supp( ') (supp( ))f f , yang berakibat supp( ')f

 

Artin dan narrow subset ( ', ')S .  Dengan kata lain 
', '' ' [[ ' ]]Sf A R .  Dan ini mendefinisikan pemetaaan : 'A A .  

Ribemboim7) telah membuktikan bahwa pemetaan tersebut merupakan homomorfisma ring.     

Langkah terakhir, mempelajari konstruksi RDPTM dan mengkonstruksi homomorfisma RDPTM 
berdasarkan homorfisma RDPT yang sudah ada dan kemudian membuktikan homomorfisma RDPTM yang 
telah dikonstruksi.  Langkah terakhir ini akan dijelaskan pada bagian Hasil dan Pembahasan di bawah ini.   

3. HASIL DAN PEMBAHASAN  

3.1. Ring Deret Pangkat Teritlak Miring 
Mazurek dan Ziembowski5)  mengkonstruksi ring baru yang merupakan  generalisasi dari RDPT yang 

telah dikonstruksi oleh Ribemboim6) dengan cara menambahkan suatu homomorfisma monoid 
: ( )S End R , yang digunakan untuk merubah operasi pergandaan konvolusi pada RDPT.  Di bawah ini 

akan disajikan konstruksi RDPTM. 
Diketahui R sebuah ring dengan elemen satuan, ( , , )S monoid terurut tegas, dan 

: ( )S End R

 

homomorfisma monoid.  Untuk sebarang s S , s

 

melambangkan image , yakni 

)( ss .  Dapat dibuktikan ssss 11 , yang berarti 1

 

merupakan elemen identitas 

End(R).      
Diberikan suatu himpunan A, yakni himpunan semua pemetaan :f S R dengan 

supp( ) { | ( ) 0}f s S f s Artin dan narrow.  Untuk sebarang s S

 

dan Afff n,,, 21 , 

himpunan 1 2( , , , )s nX f f f 1 2 1 1 2{( , , , ) supp( ) x x supp( ) | }n n nx x x f f s x x x

  

berhingga.   
Selanjutnya didefinisikan operasi penjumlahan dan pergandaan pada A : 

( , ) ( , )

( ) : ( , )( : ) ( )( ) ( ) ( )

( ) : ( , )( : )

( ) ( ( )) ; ( , )
( )( )

0 ; ( , )

x s
x y X f gs

s

f g A f g S R f g s f s g s

f g A f g S R

f x g y X f g
f g s

X f g

 

Dengan dua operasi di atas,  Mazurek dan Ziembowski5) telah membuktikan bahwa A merupakan 
sebuah ring yang selanjutnya disebut Ring Deret Pangkat Teritlak Miring (RDPTM) , dan disimbolkan 
dengan [[ , , ]]R S atau [[ , ]]R S .   

3.2. Homomorfisma Ring Deret Pangkat Teritlak Miring 
Berdasarkan homomorfisma RDPT yang telah dikonstruksi Ribemboim7), di bawah ini akan dicoba 

dikonstruksi homomorfisam RDPTM. 
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Diketahui 'R Rdan

 
ring, ( , )  ( ', ')S Sdan monoid terurut tegas, 'A Adan

 
RDPTM.  Misalkan 

: 'R R

 
homomorfisma ring dan : ( , ) ( ', ')S S

 
homomorfisma tegas.  Misalkan 

: ( )S E nd R

 
dan ' : ' ( ')S E nd R

 
homomorfisma monoid. 

Untuk setiap )(, sSs s melambangkan image dari , jadi RRs :

 
merupakan 

endomorfisma.  Dan untuk setiap )'('','' ' sSs s melambangkan image dari ' , jadi '':' ' RRs

 
merupakan endomorfisma. 

Selanjutnya didefiniskan pemetaaan ': AA

 

sebagai berikut : 

ss

ss
st

tf
sf

'

'
))((

',0

',)(
))()(( 1 

Akan ditunjukkan ': AA

 

merupakan homomorfisma ring.  

Bukti : 
(i) Untuk sebarang Agf , dan Ss

 

berlaku : 

1

1 1

1 1

( ( ))

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

( )( ( )) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( ( )) ( )( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

t s

t s t s

t s t s

f g s f g t

f t g t

f t g t

f s g s

f g s

  

(ii) Untuk sebarang Agf , dan Ss

 

berlaku : 

1 ( ( ))

( ) ( )

( ) ( )

', ' ( )
( ) ' ( ) '

'

( ) '

( )( ( )) ( )( )

( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

( ) '

t s

c
cd t

t s

c
cd t

t s

c
c d S c S d S

c c d d

c
c S

c c

fg s fg t

f c g d

f c g d

f c g d

f c
', ' ( )

( ) '

( ( ))
c d S d S

d d

g d
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'
', ' ( )

( ) ' ( ) '

'
' ' ( )

( ) ' ( )

( )( ') ' ( )( ') ( ). ( ) ( ( ))

c
c d S c S d S

c c d d

c
c d s

f c g d

f c g d f g s

 

Dari (i) dan (ii), maka terbukti bahwa ': AA

 

merupakan homomorfisma ring.        

4. KESIMPULAN  
Dapat dikonstruksi homomorfisma RDPTM berdasarkan homomorfisma RDPT yang sudah ada 

dengan mendefinisikan  pemetaaan ': AA

 

sebagai berikut : 

ss

ss
st

tf
sf

'

'
))((

',0

',)(
))()(( 1 

Pemetaan ini merupakan homomorfisma ring jika diberi batasan ''s s .  
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