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ABSTRAK

Persamaan umum Tricomi adalah persamaan diferensial parsial berbentuk: 0,9 +
a(x)0y,g = 0 dimana g(x,y) dan a(x) adalah sebuah fungsi biasa. Solusi dari persamaan
ini dapat dinyatakan dalam bentuk

g(x,y) = Lyt(x, ) dr — LX Lq[a(s) t, (s, b)] ds dgq
Dengan t(x,y) = g,,.

Kata kunci: Persamaan Tricomi, Persamaan Diferensial Parsial, Solusi eksak.

1. Pendahuluan
Persamaan diferensial merupakan salah satu topik dalam matematika yang cukup menarik untuk

dikaji lebih lanjut. Hal itu karena banyak permasalahan kehidupan schari-hari yang dapat dimodelkan
dengan persamaan diferensial,Persamaan Diferensial secara umum dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan
diferensial biasa danpersamaan diferensial parsial.

Dalam sejarah tentang persamaan diferensial parsial, pada tahun 1923 Francesco Giacomo Tricomi
melakukan sebuah penelitian tentang persamaan diferensial, kemudian saat ini dikenal persamaan Tricomi
dengan bentuk u,, + xu,, =0 dengan solusi u(x,y). Persamaan ini digunakan untuk analisis aliran
transonik pada aerodinamika. Persamaan ini berbentuk hiperbolik pada x < 0, eliptik pada x > 0 dan
berdegenerasi pada x = 0. Untuk lebih mempermudah dalam memahami dan mencari solusi dari persamaan
Tricomi ini dalam hal yang lebih sederhana, maka penulis akan mencari formula solusi eksak dari persamaan
Tricomi dengan menggunakan teknik integral dan teorema dasar kalkulus.

Dalam persamaan diferensial parsial terdapat teorema bahwa, misalkan u = f(x, y) merupakan

9%u 9%u .
= Whittemor
0xdy  0ydx ( emore,

1898).Teori lain yang digunakan dalam penelitian ini adalah teorema dasar kalkulus I dan teorema dasar
kalkulus II. Pada buku (Purcell, 2010), teorema dasar kalkulus I, misalkan f kontinu pada interval tertutup
[a,b] dan misalkan x sebarang titik (variabel) dalam (a,b). Maka:

d [* gt =
= | rode= e

fungsi dari dua variabel x dan y. Kontinu dalam neighborhood di titik (x,y), maka

Sedangkan teorema dasar kalkulus II, misalkan /kontinu pada [a,b] dan misalkan F sembarang anti-turunan
dari f'pada [a,b], maka:

b
[ fe ax=r - F@

2. Metodologi Penelitian
Metode yang digunakan dalam mencari solusi eksak dari persamaan Tricomi adalah metode studi
pustaka dengan langkah-langkah sebagai berikut:
1.  Mengumpulkan referensi yang berhubungan dengan penelitian.
2. Mengasumsikan persamaan Tricomi kedalam sistem persamaan diferensial parsial orde pertama.
3. Menyelesaikan asumsi yang ada dengan menggunakan teknik integral sehingga didapatkan formula
solusi eksaknya.
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4. Membuktikan bahwa solusi eksak memenuhi persamaan Tricomi.
5. Menggunakan solusi eksak kedalam beberapa kasus penerapan persamaan Tricomi.

3. Hasil dan Pembahasan
Persamaan umum Tricomi dapat ditulis sebagai berikut:

Oxx9 + a(x)ayyg =0 (1
Dimana g(x,y) merupakan fungsi biasa yang memuat variabel x dan y dan a(x) merupakan sembarang
fungsi yang memuat variabel x. Untuk a(x) = x persamaan ini merupakan Persamaan Tricomi Klasik.

Misalkan u = Z—x =0,g =g,y danv = Z— = dyg = g, maka persamaan Tricomi dapat ditulis dalam

sistem persamaan diferensial parsial orde satu dengan bentuk sebagai berikut:
{ux (6, y) +al)v,(x,y) =0
uy(ny) - VX(X.}’) =0
Untuk mempermudah pemahaman, misalkan parameter t = t(x,y) = v(x, y). Dari persamaan pertama
pada sistem (2), maka

2

u, (x,y) +a(x)v, (x,y) = 0
X

u(x,y) = — [ Ja(s)t, (s, y)]ds + h(y) 3)
Dimana a € R dan h adalah sembarang fungsi dari variabel real.
Dari persamaan kedua pada sistem (2), dengan menggunakan aturan dasar integral yang bergantung pada
parameter maka didapatkan formula,

u, () —v(x,y) =0
uy(x' y) =ve(x,y)
x ’
—J, [a®)tyy (s, 9)]ds + ' () = t.(x, ) @

Schingga,
R (y) = t,(x,y) + f la()t,, (s,y)]ds

hG) = [} [t.0om) + [ ]a()ty, (s, 7)]ds]dr )
dengan a, b € R. Tetapi h harus bergantung hanya pada y.

Dengan menggunakan Teorema Fundamental Integral Kalkulus, maka
a[r¥ *
o,h(y) = F (f [tx(x, r)+ f [a(s)tyy(s,r)]ds] dr)
b

d,.h(y) = f [txx(x r) +a(x)t,, (x, r)]dr

0=0.h(y) = fy[ te (6, 7) + a0ty (x, ldr vy (6)
Jika t adalah solusi dari persamaan Tricomi maka kondisi di atas terpenuhi.

Dengan mengintegralkan h(y) terhadap y maka akan didapatkan formula u(x, y) yang baru, yaitu:
h(y) = f t,(x,r) dr +f a(s)t,(s,y) ds —f a(s)t,(s,b) ds
substitusikan kedalam u(x, y)(3), schingga diperoleh: :
ulx,y) =— fx[a(s)ty(s, y)]ds + fytx(x, r)dr+ fxa(s)ty(s, y)ds — jxa(s)ty(s, b) ds
‘ u(x,y) = fby lzx(x, r)dr — f; Z(s)ty(s, b) ds ’ (7)

Maka, solusi persamaan Tricomi adalah t dengan fungsi g sehingga g,, = u dan g,, = t dengan

uCe,y) = [ t.( ) dr — [T a(s)t, (s, b) ds.
Oleh karena itu, dari g,, = t persamaan dapat ditulis sebagai berikut:

gy = t(x,y)
gCe,y) = [ tCe,r) dr + k(x) ®)
Dimana k adalah sembarang fungsi variabel real.
Darig, =u
gx = ulx,y)
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9x = Lytx(X. r)dr — an(s)ty(s, b) ds
%(jyt(x, r)dr + k(x)) = jytx(x, r)dr— fxa(s)ty(s, b) ds
y ’ yb xa
.f t, (e, r)dr+k'(x) = j t,(x,r) dr —f a(s)t,(s,b) ds
b b a

kK'(x) =— jxa(s)ty(s, b) ds
k() = - [ [V als) t,(5,b) ds dg ©)

Jika t(x,y) adalah solusi, maka solusi eksak klasik persamaan Tricomi dapat dituliskan dalam rumus:
X
9toy) = [ tGor) dr = [ [Ta(s) t,(s,b) ds dg (10)
Dengan t(x,y) = g, adalah solusi trivial yang memenuhi persamaan kedua dari sistem (2).
Untuk membuktikan bahwa g(x, y) adalah solusi dari persamaan Tricomi maka g (x, y) harus memenuhi
persamaan.

y
Gux = j Lo Co7) dr — a(0)t, (x, b)

=— fya(x)tw(x, r) dr — a(x)t,(x, b)
b
= —a(x)t,(x,y) + ax)t,(x,b) — alx)t,(x, b)
= —a()t,(x,y)
y
= —a(x)f a(x)t,, (x,7) dr
b

= _a(x)gyy

Jadi, g, = —a(x)g,,

Gxx +a(x) gy, =0
Terbukti benar bahwa rumus g (x, y) = fby tx,r) dr — f; faq a(s)t,(s,b) ds dq
Merupakan solusi eksak klasik persamaan Tricomi.

Contoh 1:
Berdasarkan persamaan Tricomi u,, + xu,, = 0, maka persamaan tersebut dapat ditulis sebagai berikut:
Oy g + xayyg =0
Dalam hal ini a(x) = x. Misalkan t(x,y) = y adalah solusi trivial, maka dengan menggunakan persamaan
(12) dengan a = b = 0, maka:
g y) = [Jrdr—[7[*st,(s,b) dsdq
_1.2_13
=-y‘—-x
2 6

Jadi, g(x,y) = %yz - %xg’ merupakan solusi eksak dari persamaan Tricomi.

Contoh 2:
Dari persamaan (1) dengan a(x) = sin(x) maka dapat di cari solusi eksak dari bentuk persamaan:
0yxg + sin(x) d,,9 = 0 (11)

Misalkan t(x,y) = v adalah solusi trivial dan a = b = 0. Maka:
y x rq
g, y) =f rdr —f f sin(s) t, (s, b) ds dq
0 0 Jo
= %yZ + sin(x) — x

Jadi, g(x,y) = %yz + sin(x) — x merupakan solusi eksak dari persamaan (11).

4. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan diatas, didapatkan rumus umum untuk mencari solusi eksak dari persamaan
tricomi adalah
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y X rq
glxy) = j t(x,r)dr —j f a(s)t,(s,b) ds dq

b a Ja

Dengan t(x,y) = g, adalah solusi trivial yang memenuhi persamaan kedua dari sistem

{ux (x,y) +a()v,(x,y) =0
uy(x'y) - vx(xvy) =0
Sehingga didapatkan solusi eksak dari persamaan Tricomi u,, + xu,, = 0 adalah

1 1
glx,y) =Zy?—-x.
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