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Atas nama panitia, kami mengucapkan banyak terima kasih kepada Rektor Unila, Ketua
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vang telah mendukung penuh sehingga penyvelenggaraan SNMK II 2018 hingga terbitnya
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RUANG BARISAN SELISIH L; 5(A;)

Aulia Rahman', Muslim Anshori', Dorrah Aziz'

' Jurusan Matematika FMIPA UNILA
JI. Soemantri Brojonegoro No.l, Gd. Meneng, B.Lampung 35145
Penulis Korespondensi : rahmanunila@gmail.com'

ABSTRAK

Salah satu bidang kajian yang berada pada matematika adalah bidang analisis. Dalam
bidang ini, konsep ruang barisan termasuk yang sering dibicarakan. Pada ruang barisan
sebagai salah satu konsep yang ada di bidang analisis, membahas tentang ruang barisan
vang dimanal,, adalah koleksi ruang barisan yang supysq |%, | < o, cyadalah koleksi
barisan bilangan yang konverken ke-0, ¢ adalah koleksi semua barisan yang konvergen dan
L, adalah ¥, x| <oo. Ruang barisan sendiri merupakan ruang yang isinya barisan
sedangkan barisan sendiripun merupakan suatu fungsi yang domainnya bilangan asli yang
bernilai real. Dalam Penelitian ini akan dikonstruksikan ruang barisan selisih pada ruang
barisan l3,, dengan norma tertentu. Pada penelitian ini akan menunjukan sifat ruang barisan
selisih I35 , U3/, (B), U3 5(Dy) adalah ruang barisan terbatas, kovergen dan merupakan ruang
banach. Selanjutnya dari penelitian ini sendiri akan menunjukan bahwa ruang barisan selisih
l3/2(Az) merupakan ruang banach.

Kata kunci: Ruang Bernorm, Ruang Barisan Selisih, Ruang Banach.

1. Pendahuluan

Matematika merupakan ilmu pasti memiliki peranan penting dalam perkembangan maupun kemajuan
sains dan teknologi. Beberapa teori pemikiran ahli matematika digunakan sebagai dasar pemikiran,
perhitungan dalam pengambilan keputusan. Oleh karena itu, perkembangan ilmu matematika sangat
dibutuhkan.

Salah satu bidang kajian matematika adalah bidang analisis. Bidang ini merupakan bagian dari
matematika. Dalam bidang ini, konsep ruang barisan termasuk yang dibicarakan. Pada ruang barisan sebagai
salah satu konsep yang ada di bidang analisis, membahas tentang ruang barisan yang dimanal, adalah
koleksi ruang barisan yang supysq [xx| < o0, cyadalah koleksi barisan bilangan yang konverken ke-0, ¢
adalah koleksi semua barisan yang konvergen dan [, adalah Y7, |x; |° <co. Kemudian dari pemikiran dasar
tersebut digunakan oleh Colak R. (1995), dengan menambahkan sebuah kondisi kedalam ruang barisan
tersebut sehingga menjadi ruang barisan [, (4), c(A),¢y(4),danl,(A) (Colak, 1945). Dari pemikiran
tersebut penulis mencoba mempelajari lebih dalam tentang salah satu ruang barisan, yaitu barisan l3,,(4,).

2. Metode Penelitian
Metode-metode yang digunakan untuk menunjukan Ruang Barisan Selisih 5,,(4;) ini adalah metode
studi literatur dengan diawali studi sejumlah konsepan tentang barisan, ruang bernorm, ruang barisan selisih
dan ruang banach. Kemudian langkah penelitian ini selanjutnya akan dilakukan denag diantaranya sebagai
berikut:
1. Menunjukan bahwa ruang [3,,, adalah ruang barisan terbatas, konvergen, dan merupakan ruang
Banach
Menunjukan bahwa ruang [3 ,,(A).ruang barisan terbatas, konvergen, dan merupakan ruang Banach
3. Menunjukan bahwa ruang [3,,(A;), ruang barisan terbatas, konvergen, dan merupakan ruang
Banach

3. Hasil Dan Pembahasan
Diketahui rumus umum ruang barisan selisih:

B = {2, } = IZ(—l)i (™) xk+m_i}

163
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sebelumnya akan ditunjukan terlebih dahulu sifat sifat ruang barisan l3,,, dan I3/, (A) ruang bernorm,
konvergen dan merupakan ruang banach.

Sebelumnya perhatikan bahwa untuk (R, ||.]]) dengan ||x|]| =|x|, Vx € R , merupakan ruang
Banach, artinya untuk setiap barisan Cauchy {x"} c R, selalu konvergen, yaitu untuk setiap bilangan real
€ > 0, terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap dua bilangan asli m,n dengan m,n = n, berlaku

[lx™ — x™|| < E.

13/2 = {x = {xi}lz |Xk|3/2 < 00}
k=1

1
dengan ||x|| = (2‘,,‘3,_"=1|xkI?’/2)3/2 merupakan ruang Banach.
1

Selanjutnya akan dibuktikan

Akan ditunjukkan bahwa ||x|| = (Z,‘f:llxk |3/ 2)3_/2 merupakan norma pada l5, adalah sebagai berikut:
1

. llxll = (2‘,,‘;":1|xk|3/2)m > 0 untuk setiap x = (x;) € l3/,
Karena untuk setiap bilangan mutlak selalu lebih besar sama dengan 0.

x|l = sup;—qlx;| = 0 jika dan hanya jika x; = 0 untuk setiap i = 1,2,.... atau (x,x,,...) = (0,0, ...

yaitu x = 0

1 1
D). llaxll = (Te 12, 13/2)372 = (T, (al + 1x, )32}
1
= lal{Zi, 2

=lal . llxll

aV).llx +yll = (I 1ka+yk|3/2)3“ < (T 1(|xk+ykl)3/2)3/2

)

= llxll + Iyl

1
Terbukti ||x|| = (Z,‘f:llxk |3/2)3/2 merupakan norma pada I3,

Selanjutnya akan ditunjukan /3, merupakan ruang barisan yang lengkap.
a) Diambil sebarang bilangan Chauchy ¥™ = { (n)} C I3, dengan

~ 1 2 3

X = (x§ ),xl( ), @)™ )
%= (PO )

2 Xy Xy,
X3 = (xél),xéz), (3) xg(”)

= (x", xén), A
schingga diperoleh
W = {x,((n)} (xin),xén), A x, ™)
7m) — {xl((m)} (x(m) ém)’ o ™)
2 g0 c 1y, & {#M], (™} c 1, sebab;
Untuk setiap £> 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap dua bilangan m, n= n, berlaku:

e~ 200, <e

Diketahui bahwa
(£0m — F00)=(7,(M — 7, 5,00 _ 5 ) g0 _ g g 0m_ g )

||x(m) - f(")||3/2<5 atau
5y3
|7, ™ — z,®| +{Z;i°:1|xk +yk|5}5<§
33
- |551(m) _ fl(n)|<§ dan {Zf:ﬂxk + yk|2}7<§
Untuk setiap m, n=> n, hal ini berakibat:
1, ™ — x, ™ untuk setiap k

),
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Atau diperoleh untuk setiap k barisan {xk (”)} merupakan barisan bilangan Cauchy. Jadi untuk setiap k

barisan {xk (”)} konvergen. Katakanlah konvergen x; atau, lim,_ xl(c") = x, atau limnﬁm|x,({n) -
x| =0
Dibentuk barisan ¥ = {x, }, mengingat (a) diperoleh
1
s o o ENER
|2 ~ x(n)”3/2 = X" —x'l + {2k=1|xk + }’k|2}2<;
(m) NTe e
=limp ;™ = %, ] + lim {Z;f:ﬂxk + Yk 2}2<; +3
n—oo
Jadi barisan {xk (”)} konvergen ke X.
Selanjumya [IZl5, = [|# = 2™ + 2™, < [|# = 2™, | + 123/ e oo (B)
Jadi, terbukti barisan chauchy {x™} c I, /2 konvergen ke ¥ = {x; } € l5/,. Dengan kata lain [3,, merupakan
ruang
banach.

Akan ditunjukan ruang barisan [, (A) merupakan ruang banach terhadap norma [1Z]| =|x;| + 1Az]l5

)
dengan
A% — {Axy} = {Xpe1 — X0}
Akan ditunjukan 3, (A) merupakan ruang linier, sebab untuk setiap X, ¥ € 3/, (A) & A%, Ay € I3/,
o 03 s
o (st =[Szl - xil e dan {5 oyl

3 " N3
2= {Zk=1|yk+1 - xk|2}2<°°

3)3
Maka A (% +7)=AX +AJ € Iy © {Z;lemxk —Aykﬁ}i

1
= {2 1Ky = X) + Oiesr — Vi) P2 P72
1

3

- {Zz‘fql(xku - xk)lg}i + {Z,‘;":ll(y,ﬁ1 - xk)ﬁ}

N Wk

INTOV P

3 3)3
:{z;lemw} + {Z;LIA?IZ}KOO
Jadi % + 7 € Ly 5(8) (1)

Untuk setiap skalar @ dan X € I3 ,(A) diperoleh aX € l5,,(A)
1

AR = dax} o {Z2 G — 101}

N W] =

= {Z,‘lelﬂ |1 — xk)é}

}

= |a| {Z,‘illlAfI%}g@o . )

Dari persamaan (1) dan (2) terbukti bahwa l5 ,(A) ruang linier.

N w
N W] =

~ 1l {4 (s — 30

Selanjutnya akan ditunjukan ruang barisan ; ,, (A) merupakan ruang bernorma terhadap norm |. ||

1

Nz
Il 2, = el + {Eal )2

3
(G¥)

(N,) Untuk setiap X € l3/,(A)

3

3 3
Il 2 = bl = {Ezlalef =l +{Z2 G - 10l

N W] =

>0

NIV
.

5 5y3
Il =0 byl S0zl ~{S21Crns — 1Ol 2 0

o |x;| =0dan |(xg4q — %) = 0 untuk setiap k
o |x;|=0dan |x; — x,] =0, |x3 — x,| =0, ... ...
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©x=0,x,=0,x3=00 x;, =X, = X3, ... ... =0
= {0}=0

(N,) Untuk setiap a skalarX € l3,,(A) © A% € I3,
3

3
© Yiema|A%|2 = X771 [ (g1 — x5)[2<00

[N

ENE)
Jadi 18311, 3, = x| + 18l o = ey + {24 1all Gt — P2

Nl Wk

3
= lal + by + lel {Z21 s — 1017}

1
o )
= |a|<|x1| + (T laxlz) )
~lal (ll + sl )
2
= lalllzll, 5,

(N3) Untuk setiapZ, J € I3 ,(A) & AX, A € I3,
1

3}3 3
o {Z,‘f:llAfIE}E < oo dan {z;f:lmyﬁ}
1

N W] =

< oo

Nl w|

3
sika l12 + 9l 5, = b + )+ B a0 - vl
2

N W] =
[N

3 EOE)
< Il + Iyl + (B laziefe + {31yt
1

TS

3
2

3
=l +{ZE i 1y + (R lagh)
= loeg [+ 1Axll 2y + |y, | + 1Ayl 2

©) ©)
=117l 3, + 1Yl 5

Dari Ny, N, dan N3 benar bahwa 3 ,(A) merupakan ruang bernorma.

3
2

Selanjutnya akan ditunjukan /5 ,,(A) merupakan lengkap.Diambil sebarang bilangan Chauchy {3?(”)} c
I3(A)dengan
2

A%, = (Axt, AxP, AxD, . Ax, ™)

A%, = (8x$V, ax$P, AxY, . Ax, ™)

A%, = (8x$, axP Ax(, . Ax, ™)

A%, = (Ax™, Ax(V, Ax(, . Ax, ™ L)
Sehingga diperoleh
A = {Ax,((")} = (Axin),Axén),Axén), ...... Ax, ™)
AZM = {Ax,((m)} = (Axim),Axém),Axém), ...... Ax, ™)
AZM™ AZ™ C 1y, < {Ax™}, {A%™} c 1y, sebab;
Untuk setiap £> 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap dua bilangan m, n= n, berlaku:

||z — J?(")||3/2<5

Diketahui bahwa
(A% — AF)=(Ax, ™ — Ax; ™, A, ™ — Ax, ™, Ay — Ax ™, A%, ™ — Ax, )
Sehingga,

|

3
2w - 50 = {50 8C0 0 — M <2

Jadi, jika diberikan bilangan € < 0 terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap dua bilangan m, n
> n, benar bahwa
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1
3\3
e — 2] < e atau 5,7~ 1, +{EEJack ™ - 1 <
2
53
- |7, - %] < %dan {21?:1|A(xk(m) - xk(n))la}i < 2
Berdasarkan persamaan diatas, hal ini berakibat untuk setiap m, n = n, benar bahwa:
{Axk (")} =|xk+1(m) — Xy (”)| < ¢ barisan chaucy untuk setiap k
(a) Ax, ™ = {xz(”) — X (”)} = {xz(")} - {xl (”)} barisan bilagan chauchy.
Jadi ada x; sehingga {xl (”)} konvergen ke x; dan {xz(”)} barisan bilangan chaucy. Jadi ada bilangan x,
sehingga {xz(”)} konvergen ke x,
hal ini berakibat:
{Ax, ™} ={x,™ — x, ™} konvergen ke x, — x;
lim 6, —x, ™M =x, — x,

(b) Ao, ™ = {o, ™ — x, W} = {x, ™} _{x, ™} barisan bilagan chauchy. Karena {x,™} konvergen ke x,
maka {x3(”)} konvergen ke x4
hal ini berakibat
{Ax, ™} ={x;™ — x,™} konvergen ke x; — x,
lim [,™ — x,™} = x; — x,
(c) Selanjutnya dianggap benar {xk(n)} konvergen ke x;, untuk setiap k=1,2,3,....m, ibuktikan {xm_l(")}
konvergen. Maka barisan {Axm_l(n)} = {xm(n) - xm_l(n)} barisan chaucy. Karena {xm_l(n)} dan
{xm(”)} barisan bilangan chaucy yang konvergen ke x,,_, dan x,,, maka {xm(")} barisan bilangan

chaucy. Jadi ada bilangan x,, schingga {xm(n)} konvergen x, dan ada x,,_, schingga {xm_l(")}
konvergen ke x,,,_,

Akan ditunjukan 3, (A;) merupakan ruang linier, sebab:
untuk setiap X, § € I3, (8;) © 8%, 8,7 € 1),
1 1

N w
N W] =
w| =

33 N o
A {21?:1|A255|2}2 = {21?:1|xk+2 - Zxk|2}2<°° dan {ZkzllAZyl

}

ENE)
Maka 8, (£+5) = 87+ 8,7 € Ly o (S0 I8,0, — Ay, 22

3
= {2?=1|yk+2 + 2y + xk|2}5<°°

-

1
= {Zf=1|(xk+2 = 2Xp1 X)) + iz — 2Yk41 + }’k)|3/2}3/2

INIEAE

1
0T (L 3
= {Z;f:ﬂ(xkn_ 2%y + xk)|2}2 + {Zk:ll(yk+2_ 2Y41 T }’k)|2}
1

-

N3 03
~{zElzef + {Ziia, 5o
Jadi 8, (X +J) = DX + A7 € l3,,(D) 3)

Untuk setiap skalar @ dan X € l3,(A;) diperoleh aX € [3,,(A,) sebab:
1

ENES
Bafac) = {8y} o {57 AlaCos— 2y + )3

N Wk

3
= {21?=1|a| | (2= 2Xpqq + xk)|2}

N Wk

3
= |a| {Z;f=1|(xk+2_ 2%y + xk)|2}

1
Nz
- lal {Z2 4z r<oo )
Dari persamaan (3) dan (4) terbukti bahwa l3 ,(A;) ruang linier.

Selanjutnya akan ditunjukan ruang barisan 3, (A,) merupakan ruang bernorma terhadap norm ||. || a3
2
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N W] =

3
Il 2 = bl +{E2la,717]

(N;) Untuk setiap X € I3 ,(4;)

TP

3
Il 2 = bl = {E2 s, 217]

-

)3
= x| + {Ezlf:ﬂ(xkn_ 2Xp41 + xk)|2}2 20
1

ENES
Il 3 =0 bl = {Ez Izl

33
= b+ {Z2 | = 21 + 101 2 0

o x| =0dan |(xg 42— 2%,41 + x)| = 0 untuk setiap k

L d |x1| :Odan |X3 - x2 +X1|:0, |X4__ X3 +x2|:0, ......
<—>x1:0,x~2:0,x3:0<—>x1:x2=x3, ...... =0
x={0}=0

(N,) Untuk setiap a skalar® € l3/,(A,) © A, X € I3,

3 3
© Vel Bo |2 = X5 Xy p— 2Xp4q + X3 [2<00

3
2

Fadi llatl o, 3, = oo, + 18l s, = laxs | + {52110l s 2s + 1017}
2 2

INIEAE

3
~lal bl + 11 {50l Cesz— 28 + P}

1
o 1n 2LV
- |a|(|x1| + (T la,%l) )

~lal (Il + layaills))
2

= lalll#ll,, 5

(N3) Untuk setiapZ, § € I3 ,(4;) © 8,%,0,7 € I3,
1

ENES 3
o {2,30:1|A2z|z}z < oo dan {Z,‘f:llAzyIZ}

N W] =

< oo

-

N W

3
Jika l1% + 9l 5, = I + yal = {22418, 0o — vl
’2

1

A3 -
<l bl +{Zea 0,3 + {21,917
1

SIS

-

3
2

3)3 o U
SR DN R Y M
~ = Iyl + vl + Iyl
2 2
el + 1y,

Dari Ny, N, dan N3 benar bahwa 3 ,(A,) merupakan ruang bernorma.

Selanjutnya akan ditunjukan /5 ,(A,) merupakan lengkap.
Diambil sebarang bilangan Chauchy {#} < I5(A,)dengan
2

~ 1 2 3

AR, = (Azxi ),Azxi ),Azxi ) Ale(n))
~ 1 2 3

AR, = (AZxé ),Azxé ),Azxé ), Azxz("))
~ 1 2 3

AR, = (Azxé ),Azxé ),Azxé ) Azxs("))

D% = (8™, Ay, AV, L Ay, ™ L)

168



Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018
ISBN No. 978-623-90150-0-8

Sehingga diperoleh

A, ™ = {Azx,(;”} = (8, 8,x (Y, 8,x57, .. .. By, T™)

A, ™ = {Azx,gm} = (8, x™, 8, x5, 0,55, .. ... Dyx ™)
D, %0 0,50 € Uy, & {8,5M™), {A,5™} c 1y, (A;)sebab;
Untuk setiap £> 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap dua bilangan m, n= n,, berlaku:
) _ ()
|z =z ., <

Diketahui bahwa

A, (f(m) - Af(n))zAz (xl(m) - Axl(n)‘sz("l) — sz(n)’Ax3 m) _ Ax, m ..Axk(m) _ Axk("))
sehingga,

3

3T {22;1 Azlxk(m) - xk(n)|2}2 <g
2
Jadi, jika diberikan bilangan € < 0 terdapat bilangan asli n, € N sehingga untuk setiap dua bilangan m, n
= ng benar bahwa

||f(m) — ,z(n)”(A

o

-
e~ 2], <2t 1,0 = 2, |+ (£, — v <2

w| =

&

3
- |f1(m) - fl(n)|<§ dan {Z;f:ﬂAz (e — }’k)|2}E <3
Berdasarkan persamaan diatas, hal ini berakibat untuk setiap m, n= n, hal ini benar bahwa:
{82, = {x042™ = 2%, ™ + x, ™} untuk setiap k

(@) Ay ™ = {2, ™ — 25, 4 x, W} = {5, ™} - {2x,} + {x, ™ barisan bilangan chauchy.
Jadi jika ada x5 schingga {x3(n)} konvergen ke x5 dan jika ada {sz (n)} sehingga 2x, kemudian jika ada
{xl (")} konvergen ke x,
hal ini berakibat:
{Dyx,™} = {x,™ — 2x,™ + x, ™} konvergen ke x5 — 2x, + x;
%i_ryrgo{xs.(”) —2x,™ 4 x, ™} =xy — 2x, + x;

(b) Ay, ™ = {o, ™ — 26, ™ 4 %, W} = {5, ™} _{2x,™} 4 {x,™}barisan bilangan chauchy. Jadi jika ada
x, schingga {x4 (”)} konvergen ke x, dan jika ada {3(”)} sehingga 2x4 kemudian jika ada {xz (”)}
konvergen ke x,
berakibat :

(D2, ™} ={x,® — 2x,™ 4 x,™} konvergen ke x, — 2x; + x,
Ai_ryrgo{xél(”) —2x,™ 4 x, M} =x, — 2x; + x,

(€) Dy, ™ = {x W — 2x, ™ + x3 W} = {xs ™} - {2x4(n)} + {3 }barisan bilangan chauchy. Jadi jika ada
X5 sehingga {xs(n)} konvergen ke x5 dan jika ada {2x4(n)} sehingga konvergen 2x, kemudian jika ada
{xg (”)} konvergen ke x5
berakibat :

{Dyx,™} = {xs™ — 2x,™ + x,} konvergen ke x5 — 2x, + x,
Ai_r)‘rgo{xs(") —2x,™ 4 x3 MY = xg — 2x, + x4

(d) Selanjutnya dianggap benar {xk (")} konvergen ke x; untuk setiap k=1,2,3,....m, dibuktikan {xm_l(n)}
konvergen. Maka barisan {Axm_l(")} = {xm ) xm_l(")} barisan chaucy. Karena {xm_l(n)} dan
{xm (”)} barisan bilanganchaucy yang konvergen ke x,,_, dan x,,, maka {xm (")} barisan bilangan
chaucy. Jadi ada bilangan x,, schingga {xm (”)} konvergen x,, dan ada x,,_, sehingga {xm_l(n)}
konvergen ke x,,,_,

Berakibat {Azxm_l(n) } = {xm(") - xm_l(")} konvergen ke x,,, - x,,,_; dan diperoleh. Berdasarkan nilai
(a), (b), (¢), dan (d) diperoleh.
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Barisan {Azxk(")} konvergen untuk setiap k.
Jadi {Azxk(")} konvergen ke A, X dengan ¥ = {x, }
”Azf(m)”m2 3 = 18,2 = 8,2 + 2,27
2

< 1A% = 8,5®)|

(823/2) 5)

@aajn T 18227 ”(Az%) < ©

Jadi berdasarkan (5) dan (6) terbukti barisan chaucy {f(n)} c Is(A,) konvergen ke X = {x;} € I3/5(4,). Jadi
2

A,X € 3/, atau X € [3/,(A;). Dengan kata lain bahwa l5 ,(4,) lengkap.
Dengan demikian terbukti bahwa I3 ,(A;) merupakan ruang banach.

4. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut:
1

*  Ruang barisan (13/2, [l ||3/2) dengan norma ||x]||; = {Z,‘lelxkls/z}m merupakan ruang banach.

¢ Ruang barisan (13/2(A), B II(A‘3/2)) dengan norma [|xlla3/2) = |x%;| + [|AX|l5,, merupakan ruang
banach.

* Ruang barisan (13/2(A2), Il. II(A2,3/2)) dengan norma ||xll(a,3/2) = 211 + |2xa] + 14, %l
merupakan ruang banach.
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