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PENGGUNAAN TEORI ANTRIAN MULTI-SERVER
DENGAN DISTRIBUSI ERLANG

Muhammad Taufik Rizal*", Widiarti*, Wamiliana®, Rudi Ruswandi’

! Jurusan Matematika Universitas Lampung, Bandar Lampung
JI. Prof. Sumantri Brojonegoro No.1 Bandar Lampung 35145
*Penulis Korespodensi : mtaufik.rizall1@gmail.com

Abstrak

Antrian merupakan keadaan dimana pelanggan harus menunggu giliran untuk mendapatkan jasa
pelayanan. Sistem antrian adalah suatu himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu aturan yang
mengatur kedatangan pada pelanggan dan pemrosesan masalahnya. Teori yang mempelajari lebih
lanjut tentang sistem antrian itu adalah teori antrian. Berdasarkan susunan saluran dalam struktur
antrian, terdapat 2 jenis sistem antrian yaitu sistem antrian single-server dan sistem antrian multi-
server. Dalam penelitian ini, karena sifat kedatangan yang terjadi dalam sistem antrian yaitu
kedatangan secara acak dan kedatangan secara konstan, maka tingkat kedatangan akan berdistribusi
Poisson dengan parameter A. Sedangkan untuk waktu pelayanan memakai distribusi erlang dengan
parameter W dan k. Akan didiskusikan nilai-nilai dari rata-rata jumlah pelanggan baik yang sedang
antri atau dalam keseluruhan sistem antrian dan rata-rata waktu yang dihabiskan pelanggan baik
yang sedang antri atau dalam keseluruhan sistem antrian.

Kata kunci: Distribusi Erlang; Multi-Server; Teori Antrian

1. Pendahuluan

Kehidupan saat ini mengalami perkembangan yang sangat pesat di belahan dunia manapun. Dengan
berkembangnya kehidupan saat ini, mengakibatkan timbulnya persaingan antar tiap elemen terutama dalam
melayani pelanggan. Beberapa yang dapat diperhatikan pelanggan dalam hal pelayanan yaitu waktu pelayanan,
disiplin pelayanan, ketepatan pelayanan, proses pelayanan, dan yang lainnya.

Pelayanan sangat terkait dengan antrian. Pelayanan yang baik yaitu pelayanan yang tidak membuat
pelanggan menunggu sampai waktu yang lama akibat antrian yang cukup panjang. Beberapa penyebab antrian yang
panjang yaitu waktu yang diperlukan server dalam melayani pelanggan cukup lama, jumlah pelanggan melebihi
jumlah server yang ada, dan yang lainnya. Untuk mengatasi hal tersebut tidak cukup diselesaikan dengan sistem
antrian yang mempunyai server tunggal (single-server), melainkan mempunyai server yang lebih dari satu (multi-
server).

Karakteristik operasi dari sistem antrian dijelaskan secara luas oleh dua sifat statistik yang disebut
distribusi peluang dari waktu antar kedatangan dan distribusi peluang dari waktu pelayanan. Untuk merumuskan
model teori antrian yang menggambarkan sistem yang sebenarnya, perlu untuk menetapkan asumsi dari masing-
masing distribusi tersebut, diantaranya waktu antar kedatangan atau waktu pelayanan bersifat acak dan waktu antar
kedatangan atau waktu pelayanan selanjutnya tidak terpengaruh dengan yang sebelumnya. Maka distribusi peluang
yang cocok adalah distribusi Eksponensial, karena sifat pada distribusi Eksponensial sama seperti asumsi-asumsi
tersebut.

Pada kenyataannya distribusi dari waktu pelayanan yang sesungguhnya seringkali menyimpang dari
distribusi Eksponensial, seperti kebutuhan pelayanan dari pelanggan cukup banyak kesamaan, satu server hanya
dapat mengerjakan beberapa tugas, dan yang kejadian lainnya yang tidak bisa jika menggunakan distribusi
Eksponensial. Oleh karena itu, penting untuk mempunyai model-model antrian lain yang menggunakan distribusi-
distribusi alternatif dari distribusi waktu pelayanan, salah satunya distribusi Erlang.

Distribusi Erlang adalah distribusi yang sangat penting dalam teori antrian karena mampu untuk
memperoleh total waktu pelayanan yang dibutuhkan oleh pelanggan yang memungkinkan server-server memproses
tidak hanya satu tugas yang spesifik, melainkan barisan dari k tugas. Misalkan Ty, T,, ..., T adalah k peubah acak

bebas dengan suatu distribusi eksponensial yang identik, dengan mean i Maka penjumlahan T=T; + T, + ... + Ty

memiliki distribusi Erlang dengan parameter u dan k. Sehingga penulis tertarik untuk mendiskusikan teori antrian
multi-server dengan distribusi Erlang.

228


mailto:mtaufik.rizal11@gmail.com

Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018
ISBN No. 978-623-90150-0-8

2. Bahan dan Metode

2.1. Bahan
2.1.1. Teori Antrian

Suatu proses antrian adalah suatu proses yang berhubungan dengan kedatangan seorang pelanggan pada
suatu fasilitas pelayanan, kemudian menunggu dalam suatu baris (antrian) jika semua pelayannya sibuk, dan
akhirnya meninggalkan fasilitas tersebut. Suatu sistem antrian adalah suatu himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu
aturan yang mengatur kedatangan pada pelanggan dan pemrosesan masalahnya (Bronson, 1996).

Dalam teori antrian, ada beberapa hal yang harus diperhatikan dalam mengatasi sebuah antrian agar lebih
efektif.
1. Rata-rata jumlah pelanggan dalam suatu sistem antrian (L)

L= ZnPn

n=0
2. Rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (L,)

Ly = Z(n —s)P,

=s
3. Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (W)
w=Ww,+ -
u

4. Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan untuk menunggu antrian sampai dilayani (W)
L
— q
Wo= 7
Dengan:

L = Rata-rata jumlah pelanggan dalam sistem antrian

L, = Rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri

W = Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian

W, = Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai dilayani
2.1.2. Distribusi Erlang

Suatu peubah acak (T) berdistribusi Erlang jika memiliki pdf sebagai berikut:

(k)"

foy= &= D!

k 0 s lainnya
dengan p dan k adalah parameter (Hillier dan Liberman, 1980).
Nilai harapan dari distribusi Erlang adalah:

th-le ket ymtukt >0

1
E(T) = [_1

Varian dari distribusi Erlang adalah:
Var(T) =

k u?

2.1.3. Proses Kelahiran dan Kematian
Model antrian yang paling dasar diasumsikan bahwa input (pelanggan yang masuk) dan output (pelanggan
yang keluar) dari sistem antrian yang terjadi berdasarkan proses kelahiran dan kematian. Secara konteks pada teori
antrian, istilah kelahiran ditujukan untuk pelanggan yang baru masuk ke dalam sistem antrian, dan kematian
ditujukan untuk pelanggan yang sudah pergi setelah selesai dilayani. State sistem pada waktu t (t > 0), ditandai
dengan N(t), yang merupakan jumlah pelanggan dalam sistem antrian pada waktu t.
Adapun asumsi dari proses kelahiran dan kematian yaitu:
1. Diberikan N(t) = n, distribusi peluang dari sisa waktu sampai kelahiran selanjutnya (kedatangan) adalah
eksponensial dengan parameter 4,, = (n=0,1,2,...)
2. Diberikan N(t) = n, distribusi peluang dari sisa waktu sampai kematian selanjutnya (pelayanan selesai) adalah
eksponensial dengan parameter u,, = (n=0,1,2,...)
3. Peubah acak dari asumsi 1 dan asumsi 2 hubungannya bebas. Transisi selanjutnya pada state salah satu proses
dari keduanya adalah n — n+1 (kelahiran tunggal) atau n — n-1 (kematian tunggal), bergantung pada variabel
yang terlebih dahulu atau yang belakangan lebih kecil.
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Gambar 1. Diagram proses kelahiran dan kematian (Hillier dan Liberman, 1980)

2.2. Metode

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menganalisis persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk mendapatkan peluang terdapat n
pelanggan (B,) pada antrian single-server.

2. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (L).

3. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai
dilayani (W).

4. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (W).

Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (L).

6. Menganalisis persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk mendapatkan peluang terdapat n
pelanggan (B,) pada antrian multi-server.

7. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (L).

8. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai
dilayani (W).

9. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (W).

10. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (L).

11. Mengaplikasikan ke dalam bentuk studi kasus.

o

3. Hasil dan Pembahasan

3.1.  Sistem Antrian Single-Server

Teori antrian sangat berhubungan dengan proses kelahiran dan kematian, dimana pada proses kelahiran dan
kematian terdapat persamaan keseimbangan. Untuk menjelaskan sebuah persamaan keseimbangan, anggap state 0.
Proses memasuki state O hanya dari state 1. Jadi, peluang keseimbangan yang berada pada state 1 (P;)
menggambarkan proporsi waktu yang memungkinkan proses memasuki state 0. Jika diketahui proses berada pada
state 1, tingkat rata-rata untuk memasuki state 0 adalah u, (dengan kata lain, untuk setiap kumulatif unit waktu pada
proses dihabiskan pada state 1, nilai harapan dari waktu yang dihabiskan dari state 1 menuju state 0 adalah ;).
Oleh karena itu, keseluruhan tingkat rata-rata proses meninggalkan state saat ini untuk memasuki state O (rata-rata
tingkat memasuki) adalah p, P, . Dengan alasan yang sama, rata-rata tingkat meninggalkan dari state 0 menjadi 4, P,.
Jadi, persamaan keseimbangan untuk state 0 adalah p, P, = 4, P,. Untuk setiap state lain terdapat dua kemungkinan
transisi masuk dan keluar. Oleh karena itu, setiap sisi persamaan keseimbangan untuk state ini menggambarkan
jumlah tingkat rata-rata untuk dua transisi yang terlibat.

A A A

A A A A
u L L T

U u U

Gambar 2. Diagram transisi untuk sistem antrian single-server
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Tabel 1. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian

State Kelahiran = Kematian
U P = /,110P 0
0 P, =2p,
My

AoPy -;yﬁPz = ;;)1P1 -0;1/111)P1
P, = 11 _'_#1 1 %ofo
Uy Uo Uz

An—ZPn—Z + #nPn = #n—an—l + /1n—1Pn—1

— n—1Pn—1+#n—1Pn—1 _ n—ZPn—Z
" L L Hn
n—-1"n-1
= 4t — —_
n-1 ) Un Un (ﬂn—an—l An—ZPn—Z)

n-1
Hn
— /1n—1/1n—2/1n—3 /10

_ _ _#n#n—l#n—z Ty 51
Pada sistem antrian single-server berlaku:

Py

n

=4 ;m=012,..
Up=p ;n=123 ..
Sehingga persamaan P, menjadi:

An1AnaAp_z . A A"
p, =2 n2tnes °P0=(—) P, :n=012..
) CHnln—1Hn—2 - u )
Pada akhirnya, syarat dari jumlah semua peluang sama dengan 1 dapat digunakan untuk mengevaluasi P,.

Asumsikan p = % .

oon=0
(&)
n=0
e -1
v (%)
n=0
1 -1
Fo= (1 - p) 1=»p
Sehingga persamaan B, menjadi:
= (1-p)p" n=012,..

Setelah itu dapat menentukan persamaan Lqdari persamaan P, yang telah diketahui.

L —Z(n—S)P Z(n—l)(l p)p"=(1- p)Zp d—p“—(l p)p? (:pip” 1)

[ee]

=(1—p)zpzj—pp”‘1:(1—9)p2< an 1>_(1 2 (dpl p)

n=1
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. _ &

= W= (D A-p) D) =75 = b )
n

2.2 1)
_/1 - + (“)
2(1- ﬁ)
Persamaan di atas merupakan persamaan L, dari model M/G/1 yang mengasumsikan bahwa sistem antrian

. - - - _1 2 _ (1)? .
mempunyai single server dan exponential interarrival times dengan mean = m dan o° = i Persamaan di atas

biasanya disebut formula Pollaczek-Khintchine. Sedangkan pada penelitian ini menggunakan model M/Ek/1 dimana
model tersebut adalah bentuk spesial dari model M/G/1 yang waktu pelayanannya memakai distribusi Erlang dengan

parameter bentuk k, mean = i dan o2 = # . Selanjutnya formula Pollaczek-Khintchine diaplikasikan ke dalam

model M/EK/1, sehingga persamaan L,menjadi:

e () 20 1ek

a- _A _2 T2k .y
2(1 “) 2(1 H) u(p —2)
itk 2
W = Lq 2k p(u-1) _ 1+ k A
= 1= —
) ) 2k u(u—2X)
W_W+1_1+k 11
T 2k oue-2) wu
L—AW—A(l-H( 2 +1)_1+k 22 LA
2k pp—-21) u 2k pp—2) u

3.2.  Sistem Antrian Multi-Server
Ketika sistem antrian mempunyai banyak server atau multi-server (s >1), A, tetap didefinisikan seperti pada
antrian single-server namun tidak untuk u,,.
A,=4 ;m=012,..
_(nu ;n=12 .5
Hn = {sy m=s,s+1,..

QRRAPRG

7 2 U (s—T)u I £

Gambar 3. Diagram transisi untuk sistem antrian multi-server
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Tabel 2. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk p,, =nu ; n=123,...,s

State

Kelahiran = Kematian

0

APy '/'1' %ﬂzpz :1’#1P1/1+P/11P1
P, = 151 _'_#1 1 %ofo
21y 21, 24,
_MP N 1 P 1P
- 2#2 2#2 (I'll 1 0 0)
_ AP

= + 0
20,

A (A
~ M (_0 po)
20, \Iy

s-1

AS—ZPS—Z + SﬂsPs = (S N 1)”5—1Ps—1 + As—lps—l

s—2Ps—2

p = As—lps—l + (S - 1)#5—1Ps—1 _ A

S Sis
As—1Ps_4

s 1
==+ — (= Dps1 Py

SHs

/15—2/15—3 /10

Sis
- AS—ZPS—Z)

p= As—1 (

SUs (S _ 1)#5—1(5 _ 2)#5—2 :

)
LA °

/’t‘l’l
utnl

n - 0

“/mw"

n!

P, ;0<n<s

Tabel 3. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk i, =su ;n=s,s+1,s+2, ...

State

Kelahiran = Kematian

/15—1Ps—1 + S#s+1Ps+1 = S#sPs + AsPs

APy
P, =
T Speg

L Skshs
SHs+1

_ /15_11)5_1
SHs+1

sy s!

(S#sPs - /15—1Ps—1)

s+1

S#s+2Ps+2 =

— /15+1Ps+1 + S#s+1Ps+1 _

S#s+1Ps+1 + /15+1Ps+1
shs

SHs+2
s+1Ps+1

SHs 2

SHs+2 SHs 2
— /15+1Ps+1 +0
SHs+2
A A @AW,

0
Shsio SHsi1  S!

SHs+2

= + (S#s+1Ps+1 - AsPs)
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*(/ #)S

sl Py

Ps+2 - (S[l)

/15+(n—s)—2Ps+(n—s)—2 + S#s+(n—s)Ps+(n—s)

/15+(n—s)—1Ps+(n—s)—1

= S#s+(n—s)—1ps+(n—s)—1 + /15+(n—s)—1Ps+(n—s)—1
+ S#s+(n—s)—1ps+(n—s)—1

AT/
Ps+(n—s) = (;) sl Py

P =
sHm=s) SHs+(n—s) SHs+(n—s)
_ /15+(n—s)—2Ps+(n—s)—2
SHs+(n—s)
/15+(n—s)—1Ps+(n—s)—1
S+(n'5)'1 Ps+(n—s) = Stst(n—s)
s+(n-s
+— (S#s+(n—s)—1ps+(n—s)—1 - /15+(n—s)—2Ps+(n—s)—2)
S#s+£1n—s)
—s)=1Ps+(n-s)—
Ps+(n—s) — s+(n—s)-1s+(n-s)-1 +0
SHs+(n-s)

Jika diasumsikan p = i , maka persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk u, =su ; n

s,s+ 1,5+ 2,.. menjadi sebagai berikut:

A\ W/ w?
Ps+(n—s) = (;) sl Py
/’t S
Pn:pn—s#po nm=>s
Jadi persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian pada antrian multi-server adalah sebagai berikut:

( (/1/#)” _
I ] 0 y O S n S S
{ n:
| A/p)S
k $ ( /Ill) P() 1 n 2 S

Nilai dari P, ditentukan dari persamaan P, yang disubstitusikan ke f(x;) =0 dan ) f(x;) =1. Jika A < sy, dan

asumsikan p = A < 1 agar sistem tidak overload dan tercipta
(sw)

steady state, maka diperoleh:

1 1
PO = n s = n S
A A A A
(mret Bl By o) (g L o B8 )
Setelah itu dapat menentukan persamaan L.
= Z(n—s)Pn
Misalkan j = n — s, makan =s +] Sehingga, -
Wy (/1/#)5 N (/1/#)5
Z]w Z] PR = Py jzzofpj ZpdppJ
Awe [d Ape (d 1 (/1/#)5
= Pt p d—ZpJ P p( 2 ) = P p((1)( - p) A1)
p pl—p
s (A (L
/L S W T T NG 0l%)
T s a-pp/ 0 (1—1)2 s g (1—1)2
su su
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a/wy (2)o

S

q PO 1 2
st(1- ;)
Persamaan di atas merupakan persamaan L, dari model M/M/s yang berarti sistem antrian mempunyai multi-
server dan berdistribusi Eksponensial untuk waktu antar kedatangan dan waktu pelayanan. Pada penelitian ini
menggunakan model M/E,/s dimana waktu pelayanannya memakai distribusi Erlang. Distribusi Eksponensial untuk

waktu pelayanan mengasumsikan variasi yang sangat besar ¢ = i sedangkan distribusi Erlang mengasumsikan

.. . - R . . R B 1 11
variasi yang berada di antara varian zero dan varian distribusi Eksponensial (O< o <;), dengan o = T

Sehingga persamaan di atas menjadi:

L wwr OO e QD@
T (1—51)2 P (1—51)2 ® 51 Vk (1—p)?
L ' ) AL ' /)

stk (1-p)2 w?sp
W= = A A
w = Wq+ l: P M +l

u st avk (@ - p? U
/)’ p 1) _p (A/u)p
- 1o

L:AW:A(POS!A\/E(l—p)Z_'—I_l siVk (1 — p)?

A
+ —
u
3.3. Studi Kasus
1. Antonio menjalankan perbaikan sepatu seorang diri. Pelanggan datang membawa sepasang sepatu untuk
diperbaiki menurut proses Poisson dengan laju rata-rata satu pasang tiap jam. Waktu yang diperlukan Antonio
untuk memperbaiki satu sepatu mempunyai distribusi eksponensial dengan rata-rata 15 menit.
a. Perhatikan rumusan sistem antrian ini jika sepatu (tidak sepasang) dianggap sebagai pelanggan. Dengan
diagram laju seperti ini:

1=1 1=1 A=/
_ _ e

u=4 n=4 H= u=4
Buatlah persamaan keseimbangannya.
b. Sekarang perhatikan rumusan sistem antrian ini jika pasangan sepatu dianggap sebagai pelanggan.
Tentukan model antrian yang sesuai dengan rumusan ini.
c. Hitunglah ekspektasi jumlah pasangan sepatu dalam kios.
d. Hitunglah ekspektasi jumlah waktu mulai dari pelanggan memasukkan pasangan sepatu sampai sepatu
tersebut selesai diperbaiki dan siap diambil lagi.
Penyelesaian
a.
uPy = AP,
uP, = A+ Py
APy +uP; = (A +u) P,

APy p + UPrpyy = A+ p) By
b. Masukan distribusi Poisson dengan 4 = 1 dan waktu pelayanan berdistribusi Erlang dengan u = % =2,k=2
A2 g2 4+ p? 12 0.354% + 0.52

C L=p+ly=p+= — —=05+—"—-—=0875
d. W:£+wq:3+L—q:l+0'875_0520.875
u u A 2

Pabrik McAllister Company saat ini mempunyai dua gudang peralatan, masing-masing dioperasikan oleh satu
karyawan dalam lokasi pabrik. Gudang peralatan pertama hanya digunakan untuk menyimpan peralatan/mesin
berat, sedangkan yang kedua digunakan untuk menyimpan peralatan lain. Akan tetapi, untuk kedua gudang
kedatangan mekanik untuk mendapatkan perawatan mempunyai laju rata-rata 18 kedatangan tiap jam dan
ekspektasi waktu pelayanan adalah 3 menit.
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Oleh karena terdapat keluhan dari mekanik bahwa mereka harus menunggu di gudang terlalu lama untuk
mendapatkan perawatan, diusulkan agar kedua gudang dijadikan satu sehingga kedua karyawan dapat melayani
kedua jenis permintaan perawatan. Hal ini membuat laju kedatangan rata-rata mekanik untuk mendapatakan
peralatan menjadi 36 kedatangan tiap jam dan ekspektasi waktu pelayanan tetap sebesar 3 menit. Akan tetapi,
informasi mengenai bentuk probabilitas waktu antarkedatangan dan waktu pelayanan tidak diketahui sehingga
tidak jelas model antrian mana yang paling sesuai.
Bandingkan kondisi sekarang dan usulan yang ada dalam hal ekspektasi total jumlah mekanik dalam gudang
peralatan dan ekspektasi waktu tunggu (termasuk pelayanan) untuk setiap mekanik. Lakukan hal ini dengan
membuat tabel berdasarkan model antrian eksponensial dan model antrian erlang (gunakan k =2 untuk
distribusi Erlang yang sesuai).

Penyelesaian

Pada sistem saat ini, A = 18 dan u = 20, sehingga p = 0,9. Untuk sistem usulan A = 36, u = 20, s = 2, sehingga

p =09

Saat Ini Usulan
Model L di tiap Total L W =L/2 L W =L/2
penyimpanan
Eksponensial 9 18 0,5 9,47 0,263
Erlang 6,975 13,95 0,388 7,242 0,201

4. Kesimpulan

Berdasarkan analisis teori antrian yang telah dilakukan, distribusi Erlang sangat tepat digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan antrian dalam kehidupan nyata. Bahkan jika dibandingkan dengan distribusi
Eksponensial, distribusi Erlang tetap lebih baik. Sehingga tidak akan merugikan pihak penyelenggara layanan
maupun pihak yang membutuhkan layanan.
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