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Abstrak 
 

Antrian merupakan keadaan dimana pelanggan harus menunggu giliran untuk mendapatkan jasa 
pelayanan. Sistem antrian adalah suatu himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu aturan yang 
mengatur kedatangan pada pelanggan dan pemrosesan masalahnya. Teori yang mempelajari lebih 
lanjut tentang sistem antrian itu adalah teori antrian. Berdasarkan susunan saluran dalam struktur 
antrian, terdapat 2 jenis sistem antrian yaitu sistem antrian single-server dan sistem antrian multi-
server. Dalam penelitian ini, karena sifat kedatangan yang terjadi dalam sistem antrian yaitu 
kedatangan secara acak dan kedatangan secara konstan, maka tingkat kedatangan akan berdistribusi 
Poisson dengan parameter . Sedangkan untuk waktu pelayanan memakai distribusi erlang dengan 
parameter µ dan k. Akan didiskusikan nilai-nilai dari rata-rata jumlah pelanggan baik yang sedang 
antri atau dalam keseluruhan sistem antrian dan rata-rata waktu yang dihabiskan pelanggan baik 
yang sedang antri atau dalam keseluruhan sistem antrian.  

 
Kata kunci: Distribusi Erlang; Multi-Server; Teori Antrian 
 

 
1. Pendahuluan  

Kehidupan saat ini mengalami perkembangan yang sangat pesat di belahan dunia manapun. Dengan 
berkembangnya kehidupan saat ini, mengakibatkan timbulnya persaingan antar tiap elemen terutama dalam 
melayani pelanggan. Beberapa yang dapat diperhatikan pelanggan dalam hal pelayanan yaitu waktu pelayanan, 
disiplin pelayanan, ketepatan pelayanan, proses pelayanan, dan yang lainnya. 

Pelayanan sangat terkait dengan antrian. Pelayanan yang baik yaitu pelayanan yang tidak membuat 
pelanggan menunggu sampai waktu yang lama akibat antrian yang cukup panjang. Beberapa penyebab antrian yang 
panjang yaitu waktu yang diperlukan server dalam melayani pelanggan cukup lama, jumlah pelanggan melebihi 
jumlah server yang ada, dan yang lainnya. Untuk mengatasi hal tersebut tidak cukup diselesaikan dengan sistem 
antrian yang mempunyai server tunggal (single-server), melainkan mempunyai server yang lebih dari satu (multi-
server). 

Karakteristik operasi dari sistem antrian dijelaskan secara luas oleh dua sifat statistik yang disebut 
distribusi peluang dari waktu antar kedatangan dan distribusi peluang dari waktu pelayanan. Untuk merumuskan 
model teori antrian yang menggambarkan sistem yang sebenarnya, perlu untuk menetapkan asumsi dari masing-
masing distribusi tersebut, diantaranya waktu antar kedatangan atau waktu pelayanan bersifat acak dan waktu antar 
kedatangan atau waktu pelayanan selanjutnya tidak terpengaruh dengan yang sebelumnya. Maka distribusi peluang 
yang cocok adalah distribusi Eksponensial, karena sifat pada distribusi Eksponensial sama seperti asumsi-asumsi 
tersebut. 

Pada kenyataannya distribusi dari waktu pelayanan yang sesungguhnya seringkali menyimpang dari 
distribusi Eksponensial, seperti kebutuhan pelayanan dari pelanggan cukup banyak kesamaan, satu server hanya 
dapat mengerjakan beberapa tugas, dan yang kejadian lainnya yang tidak bisa jika menggunakan distribusi 
Eksponensial. Oleh karena itu, penting untuk mempunyai model-model antrian lain yang menggunakan distribusi-
distribusi alternatif dari distribusi waktu pelayanan, salah satunya distribusi Erlang. 

Distribusi Erlang adalah distribusi yang sangat penting dalam teori antrian karena mampu untuk 
memperoleh total waktu pelayanan yang dibutuhkan oleh pelanggan yang memungkinkan server-server memproses 
tidak hanya satu tugas yang spesifik, melainkan barisan dari k tugas. Misalkan T1, T2, …, Tk adalah k peubah acak 
bebas dengan suatu distribusi eksponensial yang identik, dengan mean ଵ

௞ఓ
. Maka penjumlahan T = T1 + T2 + … + Tk 

memiliki distribusi Erlang dengan parameter ߤ dan ݇. Sehingga penulis tertarik untuk mendiskusikan teori antrian 
multi-server dengan distribusi Erlang. 

 

mailto:mtaufik.rizal11@gmail.com
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2. Bahan dan Metode 
 
2.1. Bahan 
2.1.1. Teori Antrian 

Suatu proses antrian adalah suatu proses yang berhubungan dengan kedatangan seorang pelanggan pada 
suatu fasilitas pelayanan, kemudian menunggu dalam suatu baris (antrian) jika semua pelayannya sibuk, dan 
akhirnya meninggalkan fasilitas tersebut. Suatu sistem antrian adalah suatu himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu 
aturan yang mengatur kedatangan pada pelanggan dan pemrosesan masalahnya (Bronson, 1996). 

Dalam teori antrian, ada beberapa hal yang harus diperhatikan dalam mengatasi sebuah antrian agar lebih 
efektif. 
1. Rata-rata jumlah pelanggan dalam suatu sistem antrian (ܮ) 

ܮ = 	෍݊ ௡ܲ

ஶ

௡ୀ଴

 

2.   Rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ௤) 

௤ܮ = 	෍(݊ − (ݏ ௡ܲ

ஶ

௡ୀ௦

 

3.   Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (ܹ) 

ܹ = 	 ௤ܹ + 	
1
 ߤ

4.   Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan untuk menunggu antrian sampai dilayani ( ௤ܹ) 

௤ܹ = 	
௤ܮ
ߣ  

Dengan: 
 Rata-rata jumlah pelanggan dalam sistem antrian =    ܮ
 ௤  = Rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antriܮ
ܹ  = Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian 
௤ܹ = Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai dilayani 

2.1.2. Distribusi Erlang 
Suatu peubah acak (T) berdistribusi Erlang jika memiliki pdf sebagai berikut: 

(ݐ)݂ = 	

⎩
⎨

⎧ ௞(݇ߤ)

(݇ − 1)! ݐ	
௞ିଵ	݁ି௞ఓ௧ ݐ	݇ݑݐ݊ݑ;			 ≥ 0

			0																											; ܽݕ݈݊݊݅ܽ

 

dengan μ dan k adalah parameter (Hillier dan Liberman, 1980). 
Nilai harapan dari distribusi Erlang adalah: 

(ܶ)ܧ =
1
 ߤ

Varian dari distribusi Erlang adalah: 

(ܶ)ݎܸܽ =
1
 ଶߤ	݇

 
2.1.3. Proses Kelahiran dan Kematian 

Model antrian yang paling dasar diasumsikan bahwa input (pelanggan yang masuk) dan output (pelanggan 
yang keluar) dari sistem antrian yang terjadi berdasarkan proses kelahiran dan kematian. Secara konteks pada teori 
antrian, istilah kelahiran ditujukan untuk pelanggan yang baru masuk ke dalam sistem antrian, dan kematian 
ditujukan untuk pelanggan yang sudah pergi setelah selesai dilayani. State sistem pada waktu t (t ≥ 0), ditandai 
dengan N(t), yang merupakan jumlah pelanggan dalam sistem antrian pada waktu t.  

Adapun asumsi dari proses kelahiran dan kematian yaitu: 
1. Diberikan N(t) = n, distribusi peluang dari sisa waktu sampai kelahiran selanjutnya (kedatangan) adalah 

eksponensial dengan parameter ߣ௡ = (n=0,1,2,...) 
2. Diberikan N(t) = n, distribusi peluang dari sisa waktu sampai kematian selanjutnya (pelayanan selesai) adalah 

eksponensial dengan parameter ߤ௡ = (n=0,1,2,...) 
3. Peubah acak dari asumsi 1 dan asumsi 2 hubungannya bebas. Transisi selanjutnya pada state salah satu proses 

dari keduanya adalah n → n+1 (kelahiran tunggal) atau n → n-1 (kematian tunggal), bergantung pada variabel 
yang terlebih dahulu atau yang belakangan lebih kecil. 
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Gambar 1. Diagram proses kelahiran dan kematian (Hillier dan Liberman, 1980) 
 
2.2. Metode 
Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Menganalisis persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk mendapatkan peluang terdapat n 

pelanggan ( ௡ܲ) pada antrian single-server. 
2. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ௤). 
3. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai 

dilayani ( ௤ܹ). 
4. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (ܹ). 
5. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ). 
6. Menganalisis persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk mendapatkan peluang terdapat n 

pelanggan ( ௡ܲ) pada antrian multi-server. 
7. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ௤). 
8. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai 

dilayani ( ௤ܹ). 
9. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (ܹ). 
10. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ). 
11. Mengaplikasikan ke dalam bentuk studi kasus. 
 

3. Hasil dan Pembahasan 
 
3.1. Sistem Antrian Single-Server 

Teori antrian sangat berhubungan dengan proses kelahiran dan kematian, dimana pada proses kelahiran dan 
kematian terdapat persamaan keseimbangan. Untuk menjelaskan sebuah persamaan keseimbangan, anggap state 0. 
Proses memasuki state 0 hanya dari state 1. Jadi, peluang keseimbangan yang berada pada state 1 ( ଵܲ) 
menggambarkan proporsi waktu yang memungkinkan proses memasuki state 0. Jika diketahui proses berada pada 
state 1, tingkat rata-rata untuk memasuki state 0 adalah ߤଵ (dengan kata lain, untuk setiap kumulatif unit waktu pada 
proses dihabiskan pada state 1, nilai harapan dari waktu yang dihabiskan dari state 1 menuju state 0 adalah  ߤଵ). 
Oleh karena itu, keseluruhan tingkat rata-rata proses meninggalkan state saat ini untuk memasuki state 0 (rata-rata 
tingkat memasuki) adalah ߤଵ ଵܲ . Dengan alasan yang sama, rata-rata tingkat meninggalkan dari state 0 menjadi ߣ଴ ଴ܲ. 
Jadi, persamaan keseimbangan untuk state 0 adalah ߤଵ ଵܲ = ଴ߣ ଴ܲ . Untuk setiap state lain terdapat dua kemungkinan 
transisi masuk dan keluar. Oleh karena itu, setiap sisi persamaan keseimbangan untuk state ini menggambarkan 
jumlah tingkat rata-rata untuk dua transisi yang terlibat. 

 
Gambar 2. Diagram transisi untuk sistem antrian single-server 
 
 
 
 

       

       

0 1 2 n-1 n n+1 . . . 
 

. . . 
 

 

0 n-1 1 2 3 n+1 n … … 

    

     



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

 

231 
 

Tabel 1. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian 
 

State Kelahiran = Kematian 

0 
ଵߤ ଵܲ = ଴ߣ ଴ܲ  

				 ଵܲ =
଴ߣ
ଵߤ ଴ܲ 

1 

଴ߣ ଴ܲ + ଶߤ ଶܲ = ଵߤ ଵܲ + ଵߣ ଵܲ  

ଶܲ 	=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ
+
ଵߤ ଵܲ

ଶߤ
−	
଴ߣ ଴ܲ

ଶߤ
 

						=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ
+

1
ଶߤ

ଵߤ) ଵܲ − ଴ߣ ଴ܲ) 

						=
ଵߣ
ଶߤ
൬
଴ߣ
ଵߤ
൰ ଴ܲ + 0 

ଶܲ =
଴ߣଵߣ
ଵߤଶߤ ଴ܲ 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

n-1 

௡ିଶߣ ௡ܲିଶ + ௡ߤ ௡ܲ = ௡ିଵߤ ௡ܲିଵ + ௡ିଵߣ ௡ܲିଵ 

௡ܲ 	=
௡ିଵߣ ௡ܲିଵ

௡ߤ
+
௡ିଵߤ ௡ܲିଵ

௡ߤ
	−	

௡ିଶߣ ௡ܲିଶ

௡ߤ
 

						=
௡ିଵߣ ௡ܲିଵ

௡ߤ
+

1
௡ߤ

௡ିଵߤ) ௡ܲିଵ − ௡ିଶߣ ௡ܲିଶ) 

						=
௡ିଵߣ
௡ߤ ௡ܲିଵ + 0 

௡ܲ =
௡ିଷߣ௡ିଶߣ௡ିଵߣ ଴ߣ…
௡ିଶߤ௡ିଵߤ௡ߤ … ଵߤ ଴ܲ  

Pada sistem antrian single-server berlaku: 
௡ߣ = ݊;			ߣ	 = 0,1,2, … 
௡ߤ = ݊;			ߤ	 = 1,2,3, … 

Sehingga persamaan ௡ܲ menjadi: 

௡ܲ =
௡ିଷߣ௡ିଶߣ௡ିଵߣ ଴ߣ…
௡ିଶߤ௡ିଵߤ௡ߤ … ଵߤ ଴ܲ = ൬

ߣ
ߤ
൰
௡

଴ܲ 							; 	݊ = 0,1,2, … 

Pada akhirnya, syarat dari jumlah semua peluang sama dengan 1 dapat digunakan untuk mengevaluasi ଴ܲ . 
Asumsikan ߩ = ఒ

ఓ
 . 

෍ ௡ܲ

ஶ

௡ୀ଴

= 1 

൭෍ߩ௡
ஶ

௡ୀ଴

൱	 ଴ܲ = 1 

଴ܲ = 	 ൭෍ߩ௡
ஶ

௡ୀ଴

൱
ିଵ

 

଴ܲ = ൬
1

1− ߩ
൰
ିଵ

= 1−  ߩ	

Sehingga persamaan  ௡ܲ menjadi: 
௡ܲ = 	 (1− ݊;													௡ߩ(ߩ = 0,1,2, … 

 
Setelah itu dapat menentukan persamaan ܮ௤dari persamaan ௡ܲyang telah diketahui. 

௤ܮ = 	෍(݊ − (ݏ ௡ܲ

ஶ

௡ୀ௦

	= 	෍(݊ − 1)(1− ௡ߩ(ߩ
ஶ

௡ୀଵ

= (1− ଶߩ෍(ߩ
݀
ߩ݀ ߩ

௡ିଵ
ஶ

௡ୀଵ

= (1− ଶߩ(ߩ 	൭
݀
	ߩ݀

෍ߩ௡ିଵ
ஶ

௡ୀଵ

൱ 

= (1 − ଶߩ෍(ߩ
݀
ߩ݀ ߩ

௡ିଵ
ஶ

௡ୀଵ

= (1 − ଶߩ(ߩ 	൭
݀
	ߩ݀

෍ߩ௡ିଵ
ஶ

௡ୀଵ

൱ = (1 − ଶߩ(ߩ ൬
݀
	ߩ݀

1
1 − ߩ

൰ 
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= (1− (1	ଶ൫(−1)ߩ(ߩ − (−1)൯	ଶି(ߩ =
ଶߩ

1− ߩ 	= 	
ቀఒ
ఓ
ቁ
ଶ

1 − ఒ
ఓ

	=
2 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

=
ଶߣ ଵ

ఓమ
+ 	 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

 

=
ଶߪଶߣ + 	 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

 

Persamaan di atas merupakan persamaan ܮ௤ dari model M/G/1 yang mengasumsikan bahwa sistem antrian 

mempunyai single server dan exponential interarrival times dengan mean = ଵ
ఓ
 dan ߪଶ = ቀଵ

ఓ
ቁ
ଶ
. Persamaan di atas 

biasanya disebut formula Pollaczek-Khintchine. Sedangkan pada penelitian ini menggunakan model M/Ek/1 dimana 
model tersebut adalah bentuk spesial dari model M/G/1 yang waktu pelayanannya memakai distribusi Erlang dengan 
parameter bentuk k, mean = ଵ

ఓ
, dan ߪଶ = 	 ଵ

௞ఓమ
 . Selanjutnya formula Pollaczek-Khintchine diaplikasikan ke dalam 

model M/Ek/1, sehingga persamaan ܮ௤menjadi: 

௤ܮ =
ଶߪଶߣ + 	ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

=
ଶߣ ቀ ଵ

௞ఓమ
ቁ + 	 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

=
1 + ݇

2݇ 	
ଶߣ

ߤ)ߤ −  (ߣ

௤ܹ = 	
௤ܮ
ߣ = 	

ଵା௞
ଶ௞
	 ఒమ

ఓ(ఓିఒ)

ߣ = 	
1 + ݇

2݇ 	
ߣ

ߤ)ߤ −  (ߣ

ܹ = 	 ௤ܹ + 	
1
ߤ = 	

1 + ݇
2݇ 	

ߣ
ߤ)ߤ − (ߣ + 	

1
 ߤ

ܮ = ܹ	ߣ	 = 	ߣ	 ൬
1 + ݇

2݇ 	
ߣ

ߤ)ߤ − (ߣ + 	
1
ߤ
൰ = 	

1 + ݇
2݇ 	

ଶߣ

ߤ)ߤ − (ߣ + 	
ߣ
 ߤ

 
3.2. Sistem Antrian Multi-Server 

Ketika sistem antrian mempunyai banyak server atau multi-server (s >1), ߣ௡tetap didefinisikan seperti pada 
antrian single-server namun tidak untuk ߤ௡. 

௡ߣ = ݊;			ߣ	 = 0,1,2, … 

௡ߤ = 	 ൜ ݊;			ߤ݊ = 1,2, … , ݏ
݊;			ߤݏ = ,ݏ ݏ + 1, … 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3. Diagram transisi untuk sistem antrian multi-server 
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Tabel 2. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk ߤ௡ = ;			ߤ݊ 	݊ = 1,2,3, … ,  ݏ
 

State Kelahiran = Kematian 

0 
ଵߤ ଵܲ = 	 ଴ߣ ଴ܲ 

				 ଵܲ = 	
଴ߣ
ଵߤ
	 ଴ܲ  

1 

଴ߣ ଴ܲ + ଶߤ2 ଶܲ = ଵߤ ଵܲ + ଵߣ ଵܲ  

ଶܲ =
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ2
+
ଵߤ ଵܲ

ଶߤ2
−	
଴ߣ ଴ܲ

ଶߤ2
 

					=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ2
+

1
ଶߤ2

ଵߤ) ଵܲ − ଴ߣ ଴ܲ) 

					=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ2
+ 	0 

					=
ଵߣ

ଶߤ2
൬
଴ߣ
ଵߤ
	 ଴ܲ൰ 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

s-1 

௦ିଶߣ ௦ܲିଶ + ௦ߤݏ ௦ܲ = ݏ) − ௦ିଵߤ(1 ௦ܲିଵ + ௦ିଵߣ ௦ܲିଵ 

௦ܲ =
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
+

ݏ) − ௦ିଵߤ(1 ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
−	
௦ିଶߣ ௦ܲିଶ

௦ߤݏ
 

					=
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
+

1
௦ߤݏ

ݏ)) − ௦ିଵߤ(1 ௦ܲିଵ − ௦ିଶߣ ௦ܲିଶ) 

					=
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
+ 	0 

௦ܲ =
௦ିଵߣ
௦ߤݏ

൬
௦ିଷߣ௦ିଶߣ ଴ߣ…

ݏ) − ݏ)௦ିଵߤ(1 − ௦ିଶߤ(2 … ଵߤ1 ଴ܲ൰ 

 

௡ܲ = 	
௡ߣ

௡ߤ 	݊! 	 ଴ܲ = 	
ߣ) ⁄ߤ )௡

݊! 	 ଴ܲ 						; 0 ≤ ݊ ≤  ݏ

 
 
Tabel 3. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk ߤ௡ = ;			ߤݏ 	݊ = ,ݏ ݏ + 1, ݏ + 2, … 
 

State Kelahiran = Kematian 

s 

௦ିଵߣ ௦ܲିଵ + 	 ௦ାଵߤݏ ௦ܲାଵ = 	 ௦ߤݏ ௦ܲ + 	 ௦ߣ ௦ܲ 

௦ܲାଵ = 	
௦ߣ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
+ 	
௦ߤݏ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
−	
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ାଵߤݏ
 

									= 	
௦ߣ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
+ 	

1
௦ାଵߤݏ

௦ߤݏ)	 ௦ܲ − ௦ିଵߣ ௦ܲିଵ) 

									= 	
௦ߣ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
+ 	0 

									= 	
௦ߣ

௦ାଵߤݏ
	
ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ଴ܲ 

௦ܲାଵ = 	
ߣ
ߤݏ 	

ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ଴ܲ  

s+1 

௦ߣ ௦ܲ + 	 ௦ାଶߤݏ ௦ܲାଶ = 	 ௦ାଵߤݏ ௦ܲାଵ + 	 ௦ାଵߣ ௦ܲାଵ 

௦ܲାଶ = 	
௦ାଵߣ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
+ 	
௦ାଵߤݏ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
−	

௦ߣ ௦ܲ

௦ାଶߤݏ
 

									= 	
௦ାଵߣ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
+ 	

1
௦ାଶߤݏ

௦ାଵߤݏ)	 ௦ܲାଵ − ௦ߣ ௦ܲ) 

									= 	
௦ାଵߣ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
+ 	0 

									= 	
௦ାଵߣ
௦ାଶߤݏ

	
௦ߣ

௦ାଵߤݏ
	
ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ଴ܲ 
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௦ܲାଶ = 	 ൬
ߣ
ߤݏ
൰
ଶ ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ଴ܲ 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

s+(n-s)-1 

௦ା(௡ି௦)ିଶܲ௦ା(௡ି௦)ିଶߣ + ௦ା(௡ି௦)ܲ௦ା(௡ି௦)ߤݏ	
= 	 ௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵߤݏ + 	  ௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵߣ

ܲ௦ା(௡ି௦) = 	
௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵߣ

௦ା(௡ି௦)ߤݏ
+ 	
௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵߤݏ

௦ା(௡ି௦)ߤݏ
 

																							−	
௦ା(௡ି௦)ିଶܲ௦ା(௡ି௦)ିଶߣ

௦ା(௡ି௦)ߤݏ
 

௦ܲା(௡ି௦) = 		
௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵߣ

௦ା(௡ି௦)ߤݏ
 

										+	
1

௦ା(௡ି௦)ߤݏ
൫ߤݏ௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵ −  ௦ା(௡ି௦)ିଶܲ௦ା(௡ି௦)ିଶ൯ߣ

ܲ௦ା(௡ି௦) = 		
௦ା(௡ି௦)ିଵܲ௦ା(௡ି௦)ିଵߣ

௦ା(௡ି௦)ߤݏ
+ 	0 

ܲ௦ା(௡ି௦) = 	 ൬
ߣ
ߤݏ
൰
௡ି௦ ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ଴ܲ 

 
Jika diasumsikan ߩ = 	 ఒ

௦ఓ
 , maka persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk ߤ௡ = ;			ߤݏ 	݊ =

,ݏ ݏ + 1, ݏ + 2, …  menjadi sebagai berikut: 

௦ܲା(௡ି௦) = 	 ൬
ߣ
ߤݏ
൰
௡ି௦ ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ଴ܲ  

௡ܲ = 	 ௡ି௦ߩ 	
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ଴ܲ								;݊ ≥  ݏ
Jadi persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian pada antrian multi-server adalah sebagai berikut: 

௡ܲ = 	

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧														

ߣ) ⁄ߤ )௡

݊! 	 ଴ܲ 									; 	0 ≤ ݊ ≤ ݏ
	

௡ି௦ߩ 	
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ଴ܲ 					; 	݊ ≥ ݏ

 

Nilai dari ଴ܲ 	ditentukan dari persamaan ௡ܲ yang disubstitusikan ke ݂(ݔ௜) ≥ 0 dan ∑݂(ݔ௜) = 1. Jika ߣ <  dan ,ߤݏ
asumsikan ߩ = ߣ

ൗ(ߤݏ) < 1 agar sistem tidak overload dan tercipta steady state, maka diperoleh: 

଴ܲ =
1

ቆ∑ 	
ቀఒ ఓൗ ቁ

೙

௡!
	+ 	

ቀఒ ఓൗ ቁ
ೞ

௦!
	∑ ௡ି௦ஶߩ

௡ୀ௦
௦ିଵ
௡ୀ଴ ቇ

=
1

ቆ∑ 	
ቀఒ ఓൗ ቁ

೙

௡!
	+ 	

ቀఒ ఓൗ ቁ
ೞ

௦!
	.		 ଵ

ଵିఘ
௦ିଵ
௡ୀ଴ ቇ

 

Setelah itu dapat menentukan persamaan ܮ௤. 

௤ܮ = 	෍(݊ − (ݏ ௡ܲ

ஶ

௡ୀ௦

 

Misalkan ݆ = ݊ − ݊ maka ,ݏ = ݏ + ݆. Sehingga, 

௤ܮ = 	෍ 	݆ ௦ܲା௝

ஶ

௝ୀ଴

= 	෍ 	݆
ஶ

௝ୀ଴

ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ௝ߩ ଴ܲ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ 	෍ 	݆
ஶ

௝ୀ଴

௝ߩ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ 	෍ ߩ	
݀
ߩ	ߩ݀

௝
ஶ

௝ୀ଴

 

௤ܮ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ	 ቌ
݀
	ߩ݀

෍	ߩ௝
ஶ

௝ୀ଴

	ቍ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ	 ൬
݀
	ߩ݀

1
1 − 	ߩ

൰ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ −1)(1−))ߩ	  (ଶ(−1)ି(ߩ

௤ܮ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ	 ൬
1

(1− ଶ൰(ߩ = 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ 	(

ߣ
(ߤݏ = 	 ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀఒ
௦
ቁ ቀଵ

ఓ
ቁ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ  
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௤ܮ 	= 	 ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀఒ
௦
ቁߪ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ  

Persamaan di atas merupakan persamaan ܮ௤ dari model M/M/s yang berarti sistem antrian mempunyai multi-
server dan berdistribusi Eksponensial untuk waktu antar kedatangan dan waktu pelayanan. Pada penelitian ini 
menggunakan model M/Ek/s dimana waktu pelayanannya memakai distribusi Erlang. Distribusi Eksponensial untuk 
waktu pelayanan mengasumsikan variasi yang sangat besar ߪ = 	 ଵ

ఓ
, sedangkan distribusi Erlang mengasumsikan 

variasi yang berada di antara varian zero dan varian distribusi Eksponensial ቀ0 < ߪ < ଵ
ఓ
ቁ, dengan ߪ = 	 ଵ

√௞
ଵ
ఓ
. 

Sehingga persamaan di atas menjadi: 

௤ܮ = 	 ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀఒ
௦
ቁ ቀ ଵ

√௞
ቁቀଵ

ఓ
ቁ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ = ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀ ఒ
௦ఓ
ቁ ቀ ଵ

√௞
ቁ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ = 	 ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	
!ݏ	 	√݇	(1− ଶ(ߩ

 

௤ܹ = 	
௤ܮ
ߣ = 	

଴ܲ
(ఒ ఓ⁄ )ೞ	ఘ

	௦!	√௞	(ଵିఘ)మ

ߣ 				= 	 ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	

!ݏ	 −1)	݇√	ߣ	 ଶ(ߩ
	 

ܹ = 	 ௤ܹ + 	
1
ߤ = 	 ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	
!ݏ	 −1)	݇√	ߣ	 ଶ(ߩ

	+ 	
1
 ߤ

ܮ = ܹ	ߣ	 = 	ߣ	 ቆ ଴ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	

!ݏ	 −1)	݇√	ߣ	 ଶ(ߩ
	+ 	

1
ߤ
ቇ = 	 ଴ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	
−1)	݇√!ݏ	 ଶ(ߩ

	+ 	
ߣ
 ߤ

 
3.3. Studi Kasus 
1. Antonio menjalankan perbaikan sepatu seorang diri. Pelanggan datang membawa sepasang sepatu untuk 

diperbaiki menurut proses Poisson dengan laju rata-rata satu pasang tiap jam. Waktu yang diperlukan Antonio 
untuk memperbaiki satu sepatu mempunyai distribusi eksponensial dengan rata-rata 15 menit. 
a. Perhatikan rumusan sistem antrian ini jika sepatu (tidak sepasang) dianggap sebagai pelanggan. Dengan 

diagram laju seperti ini: 

 
Buatlah persamaan keseimbangannya. 

b. Sekarang perhatikan rumusan sistem antrian ini jika pasangan sepatu dianggap sebagai pelanggan. 
Tentukan model antrian yang sesuai dengan rumusan ini. 

c. Hitunglah ekspektasi jumlah pasangan sepatu dalam kios. 
d. Hitunglah ekspektasi jumlah waktu mulai dari pelanggan memasukkan pasangan sepatu sampai sepatu 

tersebut selesai diperbaiki dan siap diambil lagi. 
Penyelesaian 
a.  

ߤ ଵܲ = ߣ	 ଴ܲ  
ߤ ଶܲ = ߣ) + 	(ߤ ଵܲ  

ߣ ଴ܲ + ߤ ଷܲ = 	 ߣ) + 	(ߤ ଶܲ  
     ⋮ 

ߣ ௡ܲିଶ + ߤ ௡ܲାଵ = 	 ߣ) + 	(ߤ ௡ܲ 
b. Masukan distribusi Poisson dengan ߣ = 1 dan waktu pelayanan berdistribusi Erlang dengan ߤ = ସ

ଶ
= 2, ݇ = 2 

c. ܮ = ߩ + ௤ܮ = ߩ + ఒమ	ఙమ	ା	ఘమ

ଶ(ଵିఘ)
= 0.5 + ଵమ	଴.ଷହସమ	ା	଴.ହమ

ଶ(ଵି଴.ହ)
= 0.875 

d. ܹ = ଵ
ఓ

+ ௤ܹ = ଵ
ఓ

+ ௅೜
ఒ

= ଵ
ଶ

+ ଴.଼଻ହି଴.ହ
ଵ

= 0.875 
2. Pabrik McAllister Company saat ini mempunyai dua gudang peralatan, masing-masing dioperasikan oleh satu 

karyawan dalam lokasi pabrik. Gudang peralatan pertama hanya digunakan untuk menyimpan peralatan/mesin 
berat, sedangkan yang kedua digunakan untuk menyimpan peralatan lain. Akan tetapi, untuk kedua gudang 
kedatangan mekanik untuk mendapatkan perawatan mempunyai laju rata-rata 18 kedatangan tiap jam dan 
ekspektasi waktu pelayanan adalah 3 menit. 

    

   

0 1 2 3 4 . . . . . 
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Oleh karena terdapat keluhan dari mekanik bahwa mereka harus menunggu di gudang terlalu lama untuk 
mendapatkan perawatan, diusulkan agar kedua gudang dijadikan satu sehingga kedua karyawan dapat melayani 
kedua jenis permintaan perawatan. Hal ini membuat laju kedatangan rata-rata mekanik untuk mendapatakan 
peralatan menjadi 36 kedatangan tiap jam dan ekspektasi waktu pelayanan tetap sebesar 3 menit. Akan tetapi, 
informasi mengenai bentuk probabilitas waktu antarkedatangan dan waktu pelayanan tidak diketahui sehingga 
tidak jelas model antrian mana yang paling sesuai. 
Bandingkan kondisi sekarang dan usulan yang ada dalam hal ekspektasi total jumlah mekanik dalam gudang 
peralatan dan ekspektasi waktu tunggu (termasuk pelayanan) untuk setiap mekanik. Lakukan hal ini dengan 
membuat tabel berdasarkan model antrian eksponensial dan model antrian erlang (gunakan ݇ = 2 untuk 
distribusi Erlang yang sesuai). 

Penyelesaian 
Pada sistem saat ini, ߣ = 18 dan ߤ = 20, sehingga ߩ = 0,9. Untuk sistem usulan ߣ = ߤ ,36 = ݏ ,20 = 2, sehingga 
ߩ = 0,9. 

Model 
Saat Ini Usulan 

 di tiap ܮ
penyimpanan Total ܮ ܹ = ܹ ܮ ߣ/ܮ =  ߣ/ܮ

Eksponensial 9 18 0,5 9,47 0,263 
Erlang 6,975 13,95 0,388 7,242 0,201 

 
4. Kesimpulan 
 
Berdasarkan analisis teori antrian yang telah dilakukan, distribusi Erlang sangat tepat digunakan untuk 
menyelesaikan permasalahan antrian dalam kehidupan nyata. Bahkan jika dibandingkan dengan distribusi 
Eksponensial, distribusi Erlang tetap lebih baik. Sehingga tidak akan merugikan pihak penyelenggara layanan 
maupun pihak yang membutuhkan layanan. 
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