
 



 
 

 
 

PROSIDING 
SEMINAR NASIONAL 

METODE KUANTITATIF II 2018 
(SNMK II 2018) 

 
“Penggunaan matematika, statistika, dan komputer dalam berbagai 

disiplin ilmu untuk meningkatkan daya saing bangsa dalam bidang sains 
dan teknologi” 

 
Bandar Lampung, 19-20 November 2018 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Penerbit 
Jurusan Matematika  

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 
Universitas Lampung



 
 

 
PROSIDING  

SEMINAR NASIONAL METODE KUANTITATIF II 2018 
(SNMK II 2018) 

 
“Penggunaan matematika, statistika, dan komputer dalam berbagai 

disiplin ilmu untuk meningkatkan daya saing bangsa dalam bidang sains 
dan teknologi” 

 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

 
Panitia Pelaksana 
Ketua Pelaksana  : Dr. Aang Nuryaman, S.Si., M.Si. 
Sekretaris  : Dr. La Zakaria, M.Sc 
Bendahara  : Amanto, S.Si., M.Sc 
Kesekretariatan : Subian Saidi, S.Si., M.Si  
     Dorrah Aziz, M.Si 
     Syamsul Huda, S.I.P, M.M 
     Azwar Rizaldy 
     Gesang Subarkah 
     Evrilia Rahmawati 
Seksi-seksi : 
Acara   : Dr. Asmiati, M.Si 
       Dr. Notiragayu, M.Si  
       Drs. Rudi Ruswandi, M.Si 
       Drs. Eri Setiawan, M.Si 
       Aisya Hirma Hindarti, S.A.N.  
Konsumsi   : Widiarti S.Si., M.Si 
         Dr. Khoirin Nisa, M.Si 
       Srimiati, S.Pd. 
Transportasi  : Drs. Nusyirwan, M.Si 
       Agus Sutrisno, S.Si., M.Si 
      Sugianto 
Perlengkapan  : Drs. Tiryono R., M.Sc., Ph.D 
        Anita 
       Edi Saputra 
      Obit Ahmad Al Fallah 
       Sovia Octaviana 
       Dede Rizki Amanda 
       Rizki Rizdiana Pratiana 
Keuangan  : Erni Rahmawati, S.Pd. 
       Risma Nurmei Winda, S.P. 
       Rizki Amalia Tanum, S.E. 
Dokumentasi  : Ali Suhendra 
       Ardi Bayu Purnomo 
      Thalibul Ckhair, S.I.P. 
       Abi Ilham Yurinza, S.I.Komp.



 
 

Steering Committee 
 
Prof. Dr. Hasriadi Mat Akin, M.P, Universitas Lampung (Rektor Unila) 
Prof. Dr. Bujang Rahman, Universitas Lampung 
Prof. Dr. Ir. Kamal, M.Sc, Universitas Lampung 
Ir. Warsono, M.Sc., Ph.D, Universitas Lampung  
Dr. Hartoyo, M.Si, Universitas Lampung 
Prof. Warsito, S.Si., DEA, Ph.D, Universitas Lampung (Dekan FMIPA Unila) 
Prof. Dr. Sutopo Hadi, S.Si., M.Sc, Universitas Lampung 
Dian Kurniasari S.Si., M.Sc, Universitas Lampung 
Drs. Suratman Umar, M.Sc., Universitas Lampung 
Prof. Dra. Wamiliana, M.A., Ph.D, Universitas Lampung 
 
Reviewer 
 
Prof. Drs. Mustofa , M.A., Ph.D 
Drs. Suharsono, M.Sc., Ph.D 
Dr. Muslim Ansori, S.Si., M.Si 
Dr. Ir. Netti Herawati, M.Sc 
 
 
Editor 
 
Dr. Aang Nuryaman, S.Si., M.Si. 
Prof. Dra. Wamiliana, M.A., Ph.D 
Dr. Muslim Ansori, S.Si., M.Si 
Dr. Ir. Netti Herawati, M.Sc 
 
Managing Editor 
Dr. Aang Nuryaman, S.Si., M.Si. 
Azwar Rizaldy 
Gesang Subarkah 
Evrilia Rahmawati 
 
Penerbit : 
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 
Universitas Lampung 
 
Redaksi 
Jurusan Matematika FMIPA Unila 
Jl. Prof. Soemantri Brojonegoro No 1 
Bandar Lampung 35145 
Telp/Faks. 0721-704625 
Email : snmk.matematika@gmail.com 
Cetakan pertama, Februari 2019 
Hak cipta dilindungi undang-undang 
Dilarang memperbanyak karya tulis ini dalam bentuk dan dengan cara apapun tanpa izin 
tertulis dari penerbit. 

mailto:snmk.matematika@gmail.com


  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

i 
 

KATA PENGANTAR 
 
 

Bismillahirrohmaanirrohiim 

Assalaamu ‘alaykum warohmatulloohi wabarokaatuh 

Puji syukur alhamdulillah kami haturkan kepada Alloh s.w.t., karena berkat kuasa dan 
pertolongan-Nya acara Seminar Nasional Metode Kuantitatif (SNMK) II Tahun 2018 ini 
dapat berjalan dengan lancar dan sukses. SNMK II 2018 ini terselenggara atas kerja sama 
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Lampung, Lembaga Penelitian dan Pengabdian 
Kepada Masyarakat (LPPM) Universitas Lampung dan Badan Pusat Statistik (BPS) 
Provinsi Lampung. Penyelenggaraan SNMK II 2018 merupakan tindak lanjut dari 
kesuksesan SNMK pertama pada tahun 2017 lalu. Adapun tema yang diusung adalah 
“Penggunaan Matematika, Statistika dan Komputer dalam berbagai disiplin ilmu untuk 
mewujudkan daya saing bangsa”.  
SNMK II 2018 diikuti oleh peserta dari berbagai institusi di Indonesia diantaranya Badan 
Pusat Statistik, Institut Teknologi Sepuluh November Surabaya, Universitas Lambung 
Mangkurat, Badan Meteorologi dan Geofisika, Unversitas Teknokrat Indonesia, 
Universitas Sang Bumi Ruwa Jurai, Universitas Lampung dan lain-lain. Dengan 
berkumpulnya para peneliti, baik itu dosen maupun mahasiswa, dari berbagai institusi dan 
disiplin ilmu yang berbeda untuk berbagi pengalaman dan hasil penelitian pada kegiatan 
SNMK II ini diharapkan semakin memperluas wawasan keilmuan dan jaringan kerja sama 
di antara sesama peserta atau institusi. Lebih jauh lagi tentunya memberikan dampak 
positif pada peningkatan kualitas iklim akademik khususnya di Unila. 
Selanjutnya kami haturkan terima kasih dan selamat kepada para penulis yang telah 
berkontribusi pada terbitnya prosiding SNMK II 2018. Mudah-mudahan artikel yang 
diterbitkan pada prosiding ini dapat memberikan inspirasi dan gagasan pada para pembaca 
untuk mengembangkan penelitiannya sehingga dapat menghasilkan publikasi yang lebih 
berkualitas. 
Atas nama panitia, kami mengucapkan banyak terima kasih kepada Rektor Unila, Ketua 
LPPM Unila dan Dekan FMIPA Unila serta Ketua Jurusan Matematika FMIPA Unila 
yang telah mendukung penuh sehingga penyelenggaraan SNMK II 2018 hingga terbitnya 
prosiding ini dapat berjalan dengan lancar dan sukses. Khususnya kepada seluruh panitia, 
terima kasih tak terhingga atas segala usaha dan kerja kerasnya demi kesuksesan acara dan 
terbitnya prosiding ini. Semoga Alloh s.w.t. membalasnya dengan kebaikan yang berlipat 
ganda. Tak lupa, mohon maaf apabila ada layanan, tingkah laku atau tutur kata dari kami 
yang kurang berkenan.   
 
Bandar Lampung, 19 November 2018 
 
 
Dr. Aang Nuryaman, S.Si., M.Si. 
Ketua 
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ALIRAN MHD FLUIDA NANO MELEWATI BOLA BERMAGNET 

DENGAN PENGARUH KONVEKSI CAMPURAN 
 
 

Basuki Widodo 
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Fakultas Matematika, Komputasi, dan Sains Data (FMKSD) - ITS  

Kampus ITS Keputih Sukolilo Surabaya (60111)  
E-mail: b_widodo@matematika.its.ac.id 

 
Abstrak 

Fluida nano merupakan larutan yang terdiri atas fluida cair sebagai fluida dasar dan partikel 
padat nano. Aliran magnetohidrodinamik (MHD) adalah aliran fluida yang dapat 
menghantarkan listrik akibat medan magnet. Merujuk pada hasil riset peneliti sebelumnya 
bahwa medan magnet dan konveksi dapat mempengaruhi kecepatan dan temperatur pada 
fluida. Pada makalah ini dibahas mengenai model matematika dan penyelesaian numeriknya 
dari permasalahan aliran MHD pada lapisan batas yang mengalir melalui bola bermagnet 
didalam fluida nano dengan pengaruh konveksi campuran. Model matematika ini dibangun 
dari persamaan kontinuitas massa, persamaan momentum, dan persamaan energi. Model ini 
selanjutnya ditranformasikan kebentuk non-dimensi. Selanjutnya dengan teori potensial, yaitu 
dengan memperkenalkan fungsi aliran dan kecepatan potensial, model non dimensi tersebut 
dibawa ke teori lapisan batas. Selanjutnya diselesaikan dengan metode Keller-Box. Dari 
metode Keller-Box ini selanjutnya diselesaikan secara numerik menggunakan metode Beda 
Hingga Implisit Euler. Diperoleh hasil numerik bahwa peningkatan nilai parameter magnetik 
mengakibatkan nilai kecepatan dan temperatur mengalami penurunan. Selanjutnya, dengan 
meningkatkan nilai parameter konveksi campuran diperoleh nilai kecepatan dan temperatur 
meningkat. Demikian juga dengan meningkatkan bilangan Prandtl diperoleh nilai kecepatan 
dan temperatur menurun. Dan dengan meningkatan besaran nilai fraksi volume fluida nano 
diperoleh nilai kecepatan menurun sedangkan nilai temperatur meningkat. 
 

Kata Kunci: Fluida Nano, Aliran Magnetohidrodinamik, Metode Keller-Box, Metode 
Beda Hingga Implisit Euler. 

 
1. Pendahuluan 

Fluida adalah zat yang dapat berubah bentuk secara kontinu apabila terkena tegangan geser 
(Widodo,2012). Berdasarkan viskositasnya, fluida terdiri dari dua jenis, yaitu fluida Newtonian dan fluida 
non-Newtonian. Contoh dari fluida Newtonian adalah fluida nano. Fluida nano merupakan larutan yang 
mengandung partikel padat nano dengan ukuran satu sampai 100 nanometer (nm) didalam fluida dasar 
(Ramadhan, 2012). Fluida dasar yang digunakan dapat berupa air, oli, minyak dan sebagainya. Sedangkan 
contoh dari partikel padat nano seperti Au (Emas), Cu (Tembaga), ݈ܣଶ ଷܱ (Alumina), dan ܶ݅ ଷܱ  (Titania). 
Partikel nano ݑܥ memiliki tingkat konduktivitas termal yang tinggi. Fluida dasar yang digunakan biasanya 
berupa air. Partikel nano ݑܥ jika dicampurkan dengan fluida dasar air dan dengan adanya pengaruh medan 
magnet, maka menjadi fluida yang dapat menghantarkan arus listrik, sehingga dapat disebut sebagai fluida 
yang memiliki karakteristik magnetohidrodinamik. 

Penggunaan aliran magnetohidrodinamik banyak diterapkan dalam perkembangan teknologi dan 
industri, contohnya pada pengeboran minyak, pemipaan zat-zat kimia pada pabrik dan penggerak pada kapal. 
Merujuk pada hasil riset peneliti sebelumnya, selain medan magnet, kecepatan dan temperatur pada fluida 
juga dapat dipengaruhi oleh konveksi campuran. Terdapat beberapa penelitian mengenai pengaruh konveksi 
campuran pada aliran fluida, seperti pada penelitian Ghani dkk (2014) tentang model aliran konveksi 
campuran pada fluida viskoelastik yang melewati sebuah bola dan dikaji pengaruh parameter konveksi 
campuran yang mempengaruhi karakteristik aliran fluida. Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Ismail, dkk 
(2017) mengenai pengaruh MHD pada aliran fluida dengan konveksi campuran melewati bola silinder dalam 
keadaan tak tunak. 
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Dalam makalah ini telah dikaji dan diteliti mengenai magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak 
tunak yang dipengaruhi oleh konveksi campuran yang mengalir melewati bola bermagnet secara teori dengan 
membuat model matematikanya. Selanjutnya diselesaikan secara numerik menggunakan metode beda hingga 
implisit Euler untuk mengkaji pengaruhnya terhadap kecepatan aliran fluida dan temperatur. 

 

2. Metode Penelitian 
Tahapan-tahapan yang telah dilakukan adalah sebagai berikut  

1. Studi Literatur 
2. Pembangunan Model Matematika 

Pada tahap ini dilakukan dalam beberapa langkah: 
i. Penurunan persamaan konversi massa dan hukum-hukum Fisika yang berkaitan dengan 

permasalahan dan penentuan kondisi batas dengan melakukan pengamatan terhadap aliran fluida 
yang melewati bola bermagnet. 

ii. Persamaan kemudian dirubah secara berturut-turut menjadi model dimensional dan model non-
dimensional lalu mentransformasikan menjadi persamaan non-similaritas. 

3. Tahap Penyelesaian Model 
Persamaan non-similaritas yang telah diperoleh diselesaikan dengan metode beda hingga implicit 

Euler. 
4. Tahap Simulasi Numerik. 
5. Tahap Analisis dan Pembahasan 
6. Tahap Finalisasi 

Pada tahap ini ditarik kesimpulan dari hasil analisis yang telah dilakukan dari tahap sebelumnya. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Fluida yang digunakan adalah fluida nano. Fluida nano yang terinduksi magnet mengalami gesekan 
dengan permukaan bola bermagnet membentuk lapisan batas berupa elemen kecil dan tipis. 

 
Gambar 1 Sistem Fisis Bola Pejal Bermagnet. 

 
Persamaan pembangun adalah persamaan kontinuitas massa, persamaan momentum linier, dan 

persamaan energi yang diuraikan dari hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum I 
Termodinamika. Berikut persamaan-persamaan pembangun dimensional yang diperoleh, 

i. Persamaan Kontinuitas 
	డ
డ௫̅

(തݑݎ̅) + 	డ
డ௬ത

(ݒ̅ݎ̅) = 0      (1) 

ii. Persamaan Momentum  
Pada sumbu x 

ߩ ቀ
డ௨ഥ
డ௧̅

+ തݑ డ௨ഥ
డ௫̅

+ ݒ̅ డ௨ഥ
డ௬ത
ቁ = ∇− + +܄∇ଶߤ തݑଶ(B)ߪ + ߩ)	 −  ஶ)݃௫̅      (2)ߩ

Pada sumbu y 
ߩ ቀ

డ௩ത
డ௧̅

+ തݑ డ௩ത
డ௫̅

+ ݒ̅ డ௩ത
డ௬ത
ቁ = +∇− +܄∇ଶߤ ݒଶ̅(B)ߪ + ߩ)	 −  ஶ)݃௬ത   (3)ߩ

iii. Persamaan Energi 
                   ቀడ

ത்

డ௧̅
+ തݑ డ

ത்

డ௫̅
+ ݒ̅ డ ത்

డ௬ത
ቁ = 	 ߙ ቀ

డమ ത்

డ௫̅మ
+ డమ ത்

డ௬തమ
ቁ             (4) 
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dengan kondisi batas, yaitu 
̅ݐ = 0	; തݑ	 = ݒ̅ = 0, തܶ = ܶ	ஶ untuk setiap ̅ݔ,   തݕ
̅ݐ > തݑ	;0 = ݒ̅ = 0	, തܶ = ௪ܶ pada saat ݕത = 0 
തݑ = തݑ,	(ݔ̅)തݑ = ܶ,ݒ̅ = ஶܶ  pada ݕത → ∞                      
Persamaan pembangun dimensional yang telah diperoleh, yaitu persamaan (1)-(4), kemudian 
ditransformasikan kedalam persamaan non-dimensional dengan menggunakan variabel non-
dimensional.Variabel-variabel non-dimensional selanjutnya didefinisikan sebagai berikut (Widodo dkk, 
2016). 

ݔ = ௫̅

ݕ ;  = ܴ݁ଵ/ଶ ௬ത


ݐ ;  = ಮ௧̅


ݑ ;  = ௨ഥ

ಮ
ݒ ;  = ܴ݁ଵ/ଶ ௩ത

ಮ
; ܶ =

ത்ି்	ಮ	
்	ೢି்	ಮ

  ;  = ̅
ఘಮమ ; (ݔ)ݎ = ̅(௫̅)


  

Dengan menggunakan pendekatan lapisan batas, maka bilangan Reynolds mendekati tak hingga (ܴ݁ → ∞) 
maka  ଵ

ோ
→ 0 sehingga diperoleh. 

Persamaan Momentum 
డ௨
డ௧

+ ݑ డ௨
డ௫

+ ݒ డ௨
డ௬

= − డ
డ௫

+
௩
௩

பమ௨
ப௬మ

ݑܯ+ +  (5) ݔ	݊݅ݏܶߣ

Persamaan Energi 
ቀడ்
డ௧

+ ݑ డ்
డ௫

+ ݒ డ்
డ௬
ቁ = ଵ



ఈ
ఈ
	డ

మ்
డ௬మ

 (6) 

 
Persamaan (5) dan (6) selnjutnya dibawa kedalam bentuk fluida nano dengan substitusi variabel-

variabel yang berhubungan antara fluida nano dengan fluida dasar diberikan sebagai berikut (Rabeti, 2014). 
 

Densitas Fluida Nano  
ߩ = (1− ߩ(߯ +  ௦ߩ߯

 
Viskositas  

ߤ = ߤ
1

(1− ߯)ଶ.ହ 

 
Kalor spesifik Fluida Nano  

(ܥߩ) = (1 − (ܥߩ)(߯ +  ௦(ܥߩ)߯
 

Konduktivitas termal 

݇ =
݇௦ + 2݇ − 2߯(݇௦ − ݇)
݇௦ + 2݇ + ߯(݇௦ − ݇) ݇ 

dengan substitusi variabel-variabel diatas maka persamaan pembangun dengan pendekatan lapisan batas 
diperoleh:  
 

i. Persamaan Momentum    

డ௨
డ௧

+ ݑ డ௨
డ௫

+ ݒ డ௨
డ௬

= − డ
డ௫

+ ቌ ଵ
(ଵିఞ)మ.ఱ

ଵ

(ଵିఞ)ାఞቆഐೞഐ
ቇ
ቍ பమ௨
ப௬మ

+ ݑܯ +  (7) ݔ	݊݅ݏܶߣ

ii. Persamaan Energi 
ቀడ்
డ௧

+ ݑ డ்
డ௫

+ ݒ డ்
డ௬
ቁ = ଵ



ೞାଶିଶఞ(ೞି)

ೞାଶାఞ(ೞି)
ଵ

(ଵିఞ)ାఞቆ
(ഐ)ೞ
(ഐ)

ቇ
	డ

మ்
డ௬మ

 (8)  

Fungsi alir selanjutnya dinyatakan sebagai berikut (White, 2011): 
ݑ                           = ଵ


డట
డ௬
ݒ	; 	 = − ଵ


డట
డ௫

 
dan variabel similaritas dinyatakan sebagai berikut: 

ߖ = ݐ
భ
మݑ(ݔ)ߟ,ݔ)݂(ݔ)ݎ, ߟ;(ݐ =

ݕ
ଵ/ଶݐ ;ܶ = ,ݔ)ݏ ,ߟ  (ݐ

Selanjutnya, dengan menggunakan fungsi alir dan ditransformasikan kedalam variabel non-similaritas maka 
persamaan (7) dan (8) masing-masing dapat dinyatakan sebagai berikut. 

 ଵ

(ଵିఞ)మ.ఱቈ(ଵିఞ)ାቆഐೞഐ
ቇ
 డ

మ௨
డఎమ

+ ఎడ௨
ଶడఎ	

+ ଷ
ଶ
ݐ ቀ1− ଶ(ݑ) + 2݂ డ௨

డఎ	
ቁ = ݐ	 డ௨

డ௧
1)ݐܯ+ − (ݑ − ଶ

ଷ
(9) ݐݏߣ
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Pr 	ݐ డ௦
డ௧

=  ൫ೞାଶ൯ିଶఞ(ିೞ)

(൫ೞାଶ൯ାఞ൫ିೞ൯)((ଵିఞ)ାቆഖ	ഐ()ೞ
ഐ()

ቇ
 డ

మ௦
డఎమ

+ ݎܲ ఎ
ଶ
డ௦
డఎ	

+ 3 Pr 	݂		ݐ డ௦
డఎ	

 (10) 

 
Selanjutnya, pada makalah ini disimulasikan secara numerik partikel nano ݑܥ dan fluida dasar air. 

Inputan yang digunakan dalam simulasi numerik ini adalah nilai parameter magnetic (M), konveksi campuran 
 Pr=1, dan ,1= ߣ ,bilangan Prandtl (Pr) dan fraksi volume (߯), yaitu masing-masing sebesar M=1.3 ,(ߣ)
߯ = 0.1. Pada hasil simulasi numerik diperoleh bahwa kecepatan mengalami peningkatan mulai dari ݂ᇱ = 0 
sampai ݂ᇱ ≈ 1. Sedangkan penurunan pada temperatur fluida nano mulai dari ݏ = 1 sampai ݏ ≈ 0. Jika 
diamati dengan variasi parameter magnetik pada Gambar 2 dan Gambar 3, maka kecepatan dan temperatur 
fluida mengalami penurunan seiring dengan bertambahnya parameter magnetik. Hal ini terjadi karena adanya 
pengaruh gaya Lorentz pada bola bermagnet. 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2 Kurva Kecepatan Variasi Magnetik. 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

 
 
 
 

Gambar 3 Kurva Temperatur Variasi Magnetik. 
 

Jika diamati dengan variasi parameter konveksi campuran pada Gambar 4 dan Gambar 5, maka kecepatan 
dan temperatur fluida mengalami peningkatan seiring dengan bertambahnya parameter konveksi campuran. 
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Gambar 4 Kurva Kecepatan Variasi Konveksi Campuran. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 5 Kurva Temperatur Variasi Konveksi Campuran. 
 

Pada Gambar 6 menunjukkan kecepatan mengalami peningkatan mulai dari ݂ᇱ = 0 sampai ݂ᇱ ≈ 1. 

Jika diamati dengan variasi bilangan Prandtl, profil kecepatan dengan partikel nano ݑܥ mengalami 

penurunan ketika bilangan Prandtl diperbesar. Semakin besar bilangan Prandtl mengakibatkan viskositas 

kinematik pada fluida menjadi semakin besar, sehingga kekentalan fluida semakin meningkat. Akibat dari 

peningkatan kekentalan fluida ini maka kecepatan aliran fluida semakin menurun. Dengan variasi bilangan 

Prandtl pada Gambar 7, temperatur fluida juga mengalami penurunan seiring dengan bertambahnya bilangan 

Prandtl.  
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Gambar 6 Kurva Kecepatan Variasi Prandtl. 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 7 Kurva Temperatur Variasi Prandtl. 
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Dengan melakukan variasi fraksi volume pada Gambar 8 dan Gambar 9, maka kecepatan fluida mengalami 
penurunan sedangkan temperatur fluida mengalami peningkatan seiring dengan bertambahnya bilangan 
Prandtl. Dengan melakukan variasi fraksi volume, maka kecepatan fluida mengalami penurunan sedangkan 
temperatur fluida mengalami peningkatan seiring dengan bertambahnya fraksi volume. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Gambar 8 Kurva Kecepatan Variasi fraksi volume. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Gambar 9 Kurva Temperatur Variasi fraksi volume. 
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4. Simpulan  
• Semakin meningkatnya parameter magnetik dan bilangan Prandl maka kecepatan dan temperatur fluida 
mengalami penurunan. 
• Semakin meningkatnya parameter konveksi campuran dan fraksi volume maka temperatur fluida 
mengalami peningkatan. Sedangkan semakin meningkatnya parameter konveksi campuran maka kecepatan 
fluida mengalami penurunan. Sedangkan semakin meningkatnya parameter fraksi volume maka temperatur 
fluida mengalami peningkatan. 
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Abstrak 

 
Paper ini akan membahas inferensi berkaitan dengan mean Y yaitu θ dalam model regresi 
semiparametrik dengan respon hilang menggunakan metode likelihood empiris. Suatu kelas 
estimator didefinisikan yang memuat kasus-kasus khusus yaitu estimator imputasi regresi 
semiparametrik, estimator rata-rata marginal dan estimator berbobot skor kecenderungan. 
Kelas estimator tersebut adalah normal secara asimtotik. Tiga estimator khusus kita 
mempunyai variansi asimtotik sama. Ketiga estimator ini mencapai batas efisiensi dalam kasus 
normal homoskedastik. Diperlihatkan bahwa metode jackknife dapat digunakan untuk 
mengestimasi variansi asimtotik secara konsisten. Metode likelihood empiris dikembangkan 
dalam penelitian ini memperlihatkan bahwa bila respons-respons yang hilang diimputasi 
menggunakan metode regresi semiparametrik maka log-likelihood empiris asimtotik merupakan 
suatu variabel chi-kuadrat. Menggunakan log-likelihood empiris diestimasi diperoleh suatu 
rasio log-likelihood empiris yang disesuaikan yang berdistribusi chi-kuadrat standar secara 
asimtotik. Selanjutnya dari rasio log-likelihood empiris yang disesuaikan digunakan untuk 
mengaproksimasi daerah kepercayaan dan pengujian hipotesis untuk θ . Suatu simulasi 
dilakukan untuk memilih model regresi semiparametrik terbaik dengan menggunakan 
bandwidth 0.1, 1 dan 10. 
 
Kata kunci : Likelihood empiris  dan regresi semiparametrik. 

 
 
1. Pendahuluan 

Model regresi semiparametrik merupakan model pendekatan barudalam regresi diantara dua model 
regresi sudah populer yaitu regresi parametrik dan regresi nonparametrik. Model regresi semiparametrik 
merupakan model gabungan yang memuat keduanya yaitu komponen parametrik dan komponen 
nonparametrik. Pendekatan model regresi semiparametrik ini menarik karena hanya ada sebagian informasi 
tentang hubungan antara variabel bebas (X) dengan variabel respon (Y) yang diketahui, sehingga 
penggunaan model regresi nonparametrik lengkap tidak lagi efisien dan penggunaan model regresi 
parametrik lengkap juga mungkin keliru. Setidaknya, ini merupakan motivasi penulis untuk membahas 
model regresi semiparametrik. Adapun model regresi semiparametrik adalah  : 

ܻ = ܺ
ߚ் + ݃( ܶ) +  ,                                      (1)ߝ

dengan ܻ adalah variabel-variabel respon skalar yang independent and identically distributed (i.i.d), ܺ 
adalah vektor-vektor kovariat random d-variabel i.i.d, ܶ adalah vektor-vektor kovariat random d*-variabel 
i.i.d, β adalah vektor dari parameter yang tidak diketahui, fungsi g(.) tidak diketahui, dan error-error model  
 ଶ.(Wang et al. 2004)ߪ   adalah independen dengan mean 0  dan variansi tetapߝ

Dalam praktek keseharian, sering kita berhadapan dengan tidak semuanya variabel respon tersedia 
karena berbagai alasan seperti kehilangan informasi yang disebabkan oleh faktor-faktor yang luar kontrol, 
kegagalan pada pihak investigator untuk menghimpun informasi yang benar, ketidakinginan beberapa unit 
yang disampel untuk menyediakan informasi yang diinginkan dan seterusnya. Dalam kasus ini, prosedur-
prosedur inferensi dalam hal ini estimasi dan uji hipotesis tidak dapat diterapkan secara langsung. Suatu 
metode umum untuk menangani data yang hilang dalam suatu data set besar adalah mengimputasi 
(memasukkan)  suatu nilai layak untuk setiap data  yang hilang dan kemudian menganalisis hasil itu seolah-

mailto:nursalam2011@gmail.com
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olah mereka lengkap. Jika diandaikan X adalah suatu  vektor dimensi-d dari faktor-faktor dan Y  adalah 
suatu variabel respons yang dipengaruhi oleh X.  
Diperoleh suatu sampel random data yang tidak lengkap : 

( ܺ , ܻ 	݅       ,(݅ߜ, = 	1, 2, . . . . . .݊, 
dengan  Xi  adalah semua  data yang terobservasi dan 0 = ݅ߜ jika Yi hilang dan  kalau   tidak   δi = 1. Secara 
spesifik, pada penelitian ini akan dibahas suatu  kasus dimana beberapa nilai Y dalam suatu  sampel 
berukuran n mungkin hilang, namun X dan T terobservasi secara lengkap. Yakni,  diperoleh observasi tidak 
lengkap berikut :  

(Yi, ݅ߜ, ܺ, Ti),           i = 1, 2, ......, n, 
dari model (1), dimana semua ܺ  dan Ti  terobservasi secara lengkap dan 0 = ݅ߜ jika Yi hilang dan kalau 
tidak 1 = ݅ߜ. Dalam paper ini kita tertarik dalam inferensi terhadap mean Y, katakanlah θ, bila ada respon 
yang hilang dalam model regresi semiparametrik (1). 

Inferensi terhadap suatu model regresi semiparametrik tidak hanya berkaitan dengan persoalan 
estimasi dengan berbagai metode yang ada misalnya metode penalized loglikelihood, metode MSE (mean 
square error) dan lain-lain, tetapi juga berkaitan dengan pengujian hipotesis yang pada penelitian ini akan 
diturunkan uji hipotesis untuk data hilang dengan menggunakan metode likelihood empiris. Selain daripada 
itu untuk keperluan penjelasan dan penerangan konsep-konsep teoritis berkaitan dengan model regresi 
semiparametrik yang relativ sulit untuk dipahami secara langsung dilakukan metode simulasi. Oleh karena 
itu pada kesempatan penelitian ini, peneliti tertarik untuk membahas bagaimana inferensi modelregresi 
semiparametrik untuk data hilang dengan menggunakan metode likelihood empiris dan simulasinya 
menggunakan R. 

Sebelum membahas konsep estimasi dan normal asimtotik terlebih dahulu dibicarakan beberapa 
pengertiandasar  yang merupakan  konsep  awal yang  harus dipahami agar  mudah  mengikuti pembahasan 
yang dibicarakan. 
 
Definisi 1.2.1 Data Hilang (Rubin,1987) 
Data hilang (missing data) merupakan sebuah nilai yang mengindikasikan bahwa tidak ada data apapun yang 
tersimpan pada variabel pengamatan saat ini. Kasus Data hilang ini akan mengakibatkan ketidaklengkapan 
data (incomplete data) dalam suatu model, sehingga akan menghambat analisis statistik yang akan 
dilakukan.  
 
Definisi 1.2.2. Inferensi Statistika (Walpole 1995) 
Inferensi statistika adalah mencakup semua metode yang berhubungan dengan analisis sebagian data untuk 
kemudian sampai pada peramalan atau penarikan kesimpulan mengenai keseluruhan gugusan data induknya. 
 
Definisi 1.2.3.  Estimasi (Bain, J.L & Engeilhardt, M, 1992) 
Suatu statistik, T = l (X1, X2,…,Xn)  yang digunakan untuk mengestimasi nilai )θ(  disebut estimator dari 

)θ(  dan suatu nilai observasi dari suatu statistik, l(X1, X2,…,Xn)  disebut hasil estimasi.  
Definisi 1.2.4.Konvergen dalam probabilitas (Casela & Berger, 1990) 
Barisan  variabel random  X1, X2, X3, ... konvergen dalam probabilitas ke suatu variabel random X  jika 
untuk setiap ߝ > 0, lim→ஶ ܲ(|ܺ − ܺ| ≥ (ߝ = 0 atau  lim→ஶ ܲ(|ܺ −ܺ| < (ߝ = 1 atau bisa juga ditulis 

X P
nX .  

 
Definisi 1.2.Konvergen dalam distribusi (Casella &Berger, 1990) 
Barisan variabel random X1, X2, X3, ... konvergen dalam distribusi ke suatu variabel random X, jika 
lim→ஶ (ݔ)ܨ = kontinu atau bisa ditulis XX (ݔ)ܨ pada setiap titik X, dimana (ݔ)ܨ d

n  . 
 
2. Metodologi  Penelitian 
Adapun prosedur-prosedur yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut : 
1. Mengumpulkan bahan-bahan penelitian yang berhubungan dengan model regresi semiparametrik, cara 

estiamasi model regresi semiparametrik serta metode likelihood empiris. 
2. Mempelajari bahan-bahan yang telah dikumpulkan pada point (1) di atas. 
3. Menjelaskan model regresi parametrik dan bentuk modelnya dalam bentuk matriks. 
4. Menjelaskan model regresi nonparametrik dan bentuk modelnya dalam bentuk matriks. 
5. Mengkonstruksi model regresi semiparametrik untuk data hilang dan bentuk modelnya dalam bentuk 

matriks. 
6. Menentukan metode estimasi model regresi semiparametrik untuk data hilang yang tepat. 
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7. Mengestimasi model regresi semiparametrik untuk data hilang dengan menggunakan metode likelihood 
empiris. 

8. Menjelaskan uji hipotesis pada model linear parsial untuk data hilang dengan menggunakan metode 
likelihood empiris. 

9. Membuat simulasi model regresi semiparametrik untuk data hilang dengan cara mengestimasi model 
regresi semiparametrik menggunakan metode likelihood empiris. 

10. Menarik kesimpulan dari hasil pembahasan. 
 

3. Hasil dan Pembahasan  
Terlebih dahulu dideskripsikan bagaimana mengestimasi fungsi regresi. Melalui pramultiplikasi (1) 

dengan indikator observasi diperoleh : 

	ܻ݅݅ߜ = 	݅ߜ	 ܺ
்	+ (݅ܶ)݃	݅ߜ	 	+  ,ߝ	݅ߜ	

dan dengan mengambil ekspektasi bersyarat yang diberikan T,  didapat : 

ߜ]ܧ ܻ| ܶ = [ݐ = ߜ]ܧ ܺ
்| ܶ = ߚ[ݐ + |ߜ]ܧ ܶ =      (ݐ)݃[ݐ

dari hal di atas diperoleh : 
(ݐ)݃   = ݃ଶ(ݐ)− ݃ଵ(ݐ)்                                                                                                                  (2) 
dengan : 

 ݃ଵ(ݐ) = ா[ఋ|்ୀ௧]
ா[ఋ|்ୀ௧]

   dan   ݃ଵ(ݐ) = ா[ఋ|்ୀ௧]
ா[ఋ|்ୀ௧]

  
Sehingga dihasilkan: 

 i[Yi-g2(Ti)] = i[Xi-g1(Ti)]T+ ii,                                                                          (3)                                               

yang  mengisyaratkan bahwa suatu estimator  dapat didasarkan pada suatu regresi kuadrat terkecil dengan 
menggunakan  observasi i = 1 dan estimasi  gj(.),  j =1,2. 
Andaikan  K(.)  adalah  suatu  fungsi kernel dan  andaikan  hn adalah suatu sekuens bandwidth yang 
cenderung ke 0 bila n , dan didefinisikan bobot-bobot : 
 

             Wnj(t) =   
  nj

n

1j j

nj

/hTt-K  δ

/hTt-K

 

  kemudian  (t)g~1n  

n

1j jnjj X (t)  Wδ  dan (t)g~ 2n
=

 

n

1j j njj Y (t) W  adalah estimator-estimator konsisten dari g1(t) dan g2(t), secara berturut-turut. Dari (3), 

estimator  kemudian didefinisikan sebagai estimator yang memenuhi : 

     2
n

1i
i1nii2niiβ

.β)(Tg~-X)(Tg~-Y δ min 


                                                     (4)
 

Dari (4), dapat diperoleh bahwa estimator  diberikan oleh : 

nβ̂ =      












1n

1i

T
in1iin1ii )(T g~-X )(T g~-X δ     



n

1i
in2iin1ii )(T g~-Y )(T g~ -X δ  

berdasarkan pada tripel yang diobservasi (Xi,Ti,Yi) untuk itu i  {i:i =1}. Persamaan (2) mengisyaratkan 
bahwa suatu estimator g(t) dapat didefinisikan sebagai : 

 n
T
n12nn  β̂ (t) g~ - (t) g~  (t)ĝ   

dengan mengganti , g1(t) dan g2(t) dalam (2) dengan  (t) g~   ,β̂ 1nn  dan (t)g~ 2n
. 

Di dalam membahas mengenai estimasi ,  ditentukan kelas umum  estimator-estimator   yaitu : 

 
 








 





n

1i

n

1i iin

i

iin

ii

)T,(X *P
-1

n
1

)T,(X *P
Y  

n
1  θ̂  )(T ĝ  β̂ X inn

T
i   

dengan Pn*(x,t) adalah suatu sekuens kuantitas dengan limit-limit probabilitas P*(x,t).  
Kita khususnya berkepentingan dalam beberapa hal khusus. Pertama, bila Pn*(x,t) = 1, diperoleh  estimator 
imputasi regresi  : 
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n

1i
inn

T
iiiiI ))(Tĝˆ(X )-(1  Y 

n
1 ˆ  

Bila Pn*(x,t) =  , diperoleh  estimator rata-rata marginal : 
  




n

1i
inn

T
iMA )(T ĝ  ˆ X

n
1 ˆ  

yang hanya rata-rata atas fungsi regresi yang diestimasi. Didefinisikan skore kecenderungan marginal  
P1(t) = P(=1T=t). Bila : 

Pn*(x,t) = 




















n

1j n

j
n

1j n

j
j1 h

T-t
K 

h
T-t

K  (t)P̂   

Diperoleh  estimator berbobot skor kecenderungan (marginal) : 

 
 



















 





n

1i
inni

i1

i

i1

ii
p1 .)(T ĝ  ˆ T̂X 

)(TP̂
1
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Estimator P1̂  berbeda dari metode pemberi bobot skor kecenderungan biasa yang menggunakan suatu 
estimator skore kecenderungan penuh. Andaikan *̂  menunjukkan MAI

ˆ ,ˆ   atau P1̂ . Estimator-estimator 
ini hanya berlandaskan pada operasi-operasi smoothing satu  dimensi dan didefinisikan secara explisit. Dua 
sifat ini penting dari suatu sudut pandang komputasional dan statistika.  

 
Selanjutnya diberikan beberapa sifat estimator ̂ dan estimator-estimator variansi konsistennya. 

Andaikan   t),T1p(    (t)P1     t),Tx,X1p(δ   t)P(x,  g(t)βxt)m(x, T  dan
2T2 g(T))βXE[(Yt)(x,σ  X = x,T = t]. Kemudian didefinisikan u(x,t) = x - g1(t),    = E [P(X,T) 

u (X,T) u (X,T)T]. g1r(.) menunjukkan komponen ke-r dari  g1(.). Diberikan .  adalah  norm  Euclidean. 
Asumsi-asumsi berikut diperlukan untuk normal asimtotik dari ̂ , yakni :  

1. Supt E   tTX .  

2. Fungsi densitas T, katakanlah r(t), ada dan memenuhi  


  r(t) sup  r(t) inf 0
[0,1]t[0,1]t

. 

3. Supx,t E[Y2X = x,T = t]  . 
4. g(.), g1r(.) dan g2(.) memenuhi syarat Lipschitz order 1. 
5. (a) P1(t) memiliki derivatif-derivatif parsial terbatas hingga order 2 hampir pasti(almost surely). 

(b) inf x,t P(x,t) > 0. 
6.     = E[P(X,T) u(X,T)  u(X,T)T] adalah suatu matrik definit positif. 
7.    (a)  Ada konstanta M1 > 0, M2 > 0 dan P > 0 sedemikian rupa  sehingga :  

        uIMK(u)uIM 21
. 

              (b)  K(.) adalah suatu fungsi kernel order 2. 
 (c)  K(.) mempunyai derivatif-derivatif parsial terbatas hingga order 2 hampir pasti (almostsurely). 

8.   (a)  Fungsi kernel W(.) adalah suatu fungsi kernel terbatas dengan dukungan   (support) terbatas dan  
            variasi terbatas. 
 (b)  W(.) adalah suatu kernel order k (> d+1). 

 
Teorema 3.1 
Berdasarkan semua asumsi tersebut kecuali untuk 7 (c) diperoleh : 

  V)N(0,ˆn d  
dengan : 
V = E [(0(X1T)+1(X,T))2P(X,T) σ 2(X,T)] + Var[(X,T)]   dengan 0(x,t) = 1/P1(t) dan 1(x,t) = E[u (X,T)T] 
-1 u(x,t) bila Pn*(x,t)   {1, , (t)P̂1 } dan 0(x,t) = 1/P(x,t) dan 1(x,t) = 0  bila Pn*(x,t) diambil sebagai 

(x,t)P̂ . 
Untuk mendefinisikan suatu estimator konsisten dari V, mungkin lebih dahulu didefinisikan estimator-
estimator dari  P(x,t),  P1(t),  2(x,t) dan  g1(t) oleh metode regresi kernel dan kemudian mendefinisikan 
suatu estimator konsisten dari V dengan suatu metode plug in. Namun demikian, metode ini mungkin tidak 
mengestimasi V dengan baik bila dimensi x tinggi. Ini bisa dihindari karena baik P(x,t) dan 2(x,t) hanya 
masuk dalam pembilang dan bisa diganti dengan residu-residu kuadrat atau fungsi indikator bila tepat. 
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Suatu alternatif adalah estimator variansi jackknife. Andaikan )(θ̂  menjadi θ̂  didasarkan pada 
{(Yj,j,Xj,Tj)} ij  untuk i = 1,2,...,n. Andaikan ini adalah nilai-nilai  pseudo jackknife. Yakni 

i)(
ni θ̂1)-(nθ̂nJ   , i = 1,2,…,n. 

Maka  estimator  variansi  jackknife  bisa  didefinisikan  sebagai :  
 




n

1i

2
nninj )J-(J

n
1 V̂  

dengan  
 n

1i in
1-

n JnJ . 

 
Teorema 3.2 
Berdasarkan  asumsi-asumsi dari Teorema 3.1, diperoleh   VV̂ p

nj  . 
Dengan Teorema 3.1 dan 3.2, interval  kepercayaan berdasarkan perkiraan normal dengan level kepercayaan 
1−   adalah ߙ

2α/-1nJ u x nV̂θ̂   ,  dengan 2α/-1u  adalah kuantil  1-α/2  dari distribusi normal standar. 
  
 Di sini kita menderivasi suatu metode likelihood empiris yang diestimasi  (estimated) untuk 
mengembangkan inferensi global untuk . Andaikan )}(Tgβ){Xδ(1YδY~ i

T
iiiii   kita memiliki 

0i θY~E   dibawah asumsi hilang secara random jika 0θ merupakan nilai  yang benar. Ini mengisyaratkan 
bahwa problem  pengujian  ܪ:ߠ =    ekuivalen dengan  pengujianߠ

0i θY~E  . Jika  dan g(.) diketahui, 
maka seseorang dapat menguji 0Y~E i   dengan menggunakan likelihood empiris Owen (1990) :  

  








n

1i
ii

n

1i
in θ,ŶP)(nplogsup2θl








n

1i
ii ...n2,1,i 0,P1,P . 

Mengikuti dari Owen (1990) bahwa, dengan 
00 θθ:H  , ln() memiliki distribusi chi-kuadrat 

asimtotik dengan 1 derajatbebas. Suatu kondisi esensial untuk hasil ini berlaku yakni 
iY~ dalam kendala 

linear adalah variabel-variabelrandom i.i.d. Sayangnya,  dan g(.) tidak diketahui, dan karenanya ln() tidak 
dapat digunakan secara langsung untuk membuat inferensi atas. Untuk memecahkan problem ini, lazimnya 
menelaah suatu log-likelihood empiris yang diestimasi dengan mengganti  dan g(.) dengan estimator-
estimatormereka.Secara spesifik, diperoleh :  )}.(Tĝβ̂{X)δ(1YδŶ inn

T
iiiiin  Suatulog-likelihood 

empiris yang diestimasi dievaluasi di  kemudian didefinisikan dengan : 

  








n

1i
ini

n

1i
in θ,ŶP)(nplogsup2θl̂








n

1i
ii ...n2,1,i 0,P1,P                            (5) 

Dengan menggunakan metode penggandaan Lagrange, bila
inni1inni1 ŶmaxθŶmin    

dengan probabilitas yang cenderung ke 1, )θ(l̂ n
dapat diperlihatkan sebagai :  

 



n

1i
inn )),Ŷ(1(log2)(l̂                                                                       (6)  

dimana adalah pemecahan persamaan  

0
)Ŷ(1

)Ŷ(
n
1

in

in
n

1i







.                                                                                   (7) 

 
Tidak seperti log-likehoodempiris standar ݈(), መ݈(ߠ) didasarkan pada  inŶ  yang tidak 

independen. Konsekuensinya, መ݈(ߠ)tidak memiliki suatu distribusi chi-kuadrat yang standar asimtotik. 
Secara aktual, 	 መ݈(ߠ)berdistribusi secara asimtotik sebagai suatu variabel chi-kuadrat berskala dengan 1 
derajat  bebas. Hal ini akan dijelaskan dalam bahasan berupa teorema selanjutnya. 

 
 Sebelum membahas uji hipotesis menggunakan metode likelihood empiris yang disesuaikan 
(adjusted) akan diberikan beberapa sifat-sifat penting dari likelihood empiris yang berupa teorema-teorema 
berikut : 
 
Teorema 3.5.  
Asumsikan syarat-syarat memenuhi Teorema 3.1 kecuali untuk (8). Maka, dengan ܪ:ߠ =  ,ߠ

,
)(V~
)(V)(l̂ 2

1
d

n 
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Dengan ߯ଵଶ  adalah suatu variabel chi-kuadrat standar dengan 1 derajat bebas, ܸ() didefinisikan dalam 
Teorema 3.1, dan ෨ܸ(ߠ) = [(ܶ,ܺ)ଶߪ(ܶ,ܺ)ܲ]ܧ + ߚ்ܺ)ݎܸܽ + ݃(ܶ))    
 

Dengan Teorema 3.5, kita peroleh  ܪ:ߠ =   dan  2ߠ
1

d)(nl̂)(  ,                                          (8)  
Dimana (ߠ)ߛ = ෨ܸ(ߠ)/ܸ. Jika kita dapat mendefinisikan suatu estimator konsisten, katakanlah n() untuk 
(), maka suatu rasio log-likelihood empiris yang disesuaikan didefinisikan sebagai :  

)(l̂)(l̂ nnad,n                                                                                                        (9) 

 dengan faktor penyesuaian n(). Ini tanpa kesulitan mengikuti dari (8) dan (9) di mana  
2

1
d

ad,n )o(l̂    dengan .:H 00   

Suatu estimator konsistenn() dapat didefinisikan sebagai : 
 

,
V̂

)(V~
)(

nJ

n
n


  dimana θ)Ŷ(

n
1)(θV~ in

n

1i
n  



  dan  
n

1i-

2
nninj )J-(J

n
1 V̂ dengan  

.JnJ n

1i in
-1

n  
  

Harus ditunjukkan bahwa ini mungkin meningkatkan efisiensi bahwa  jika kita membiarkan  
dalam n()  untuk tidak diestimasi. Untuk itu perhatikan teorema berikut : 
Teorema 3.6. 
Asumsikan  syarat sesuai dengan Teorema 3.1 kecuali untuk (8). Kemudian,  diperoleh bahwa   

00 :H  ,
2

1
d

0ad,n )(l̂  . 

Dari Teorema  3.6, secara otomatis berlaku bahwa suatu perkiraan daerah kepercayaan 1 -  untuk 
 diberikan oleh })(l̂:{ ,1

2
0ad,n  , di mana 2

,1   adalah persentil ߙ dari distribusi 2
1 .Teorema 3.6  

juga dapat  digunakan untuk menguji hipotesis ܪ:ߠ =  . Kita dapat melakukan penolakan H0atauߠ
penerimaan  ܪଵ:ߠ > jika ߙ  pada tingkatߠ .)(l̂ ,1

2
0ad,n   

 
Berikut ini akan dilakukan simulasi model regresi semiparametrik untuk data hilang denganmetode 

likelihood empiris yang disesuaikan dengan menggunakan paket program open sources R version 3.5.1. 
Simulasi ini menggunakan model regresi semiparametrik  : 

 Y bX g T                                (10) 
dimana :  

  X ~ N 0 ,1  b 0, 7 5  Y[1:10] = NA  2~ N 0, 0.015  

݃(ܶ) = ܶଷ(1− ܶ)ଷ  dengan  ܶ = ,൫ܰ(0.5ݐݎݏ 0.25ଶ)൯ 
 Model  regresi semiparametrik  terbaik adalah model  yang memberikan nilai mean square error 

(MSE) terkecil. Berikut ini disajikan algoritma pemograman simulasi untuk memperoleh model regresi 
semiparametik  terbaik dengan menggunakan fungsi kernel normal dengan bandwidth  0.1, 1, dan 10.   
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Gambar 1 
 

Berdasarkan algoritma tersebut dapat disusun program dan setelah dijalankan dengan ukuran sampel (n) 120 
dan tanpa perulangan (r) atau perulangan sebanyak 1 kali, diperoeh output sebagai berikut : 

 
Tabel 1. Ringkasan output 

 
Model MSE 

Model kernel normal dengan b:0.1 1.277164 

Model kernel normal dengan b:1 1.086475 

Model kernel normal dengan b:10  0.4923487  

 
Dari tabel di atas diperoleh bahwa model regresi semiparametrik untuk data hilang dengan menggunakan 
fungsi kernel normal memiliki MSE semakin kecil jika nilai bandwidth-nya semakin besar. 
 
4. Kesimpulan 

Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa inferensi pada mean Y yaitu    dalam model regresi 
semiparametrik untuk data hilang adalah sebagai berikut : 
1. Estimasi log-likelihood empiris yang diestimasi di  diberikan oleh: 

        








n

1i
ini

n

1i
in θ,ŶP)(nplogsup2θl̂








n

1i
ii ...n2,1,i 0,P1,P  

       dengan menggunakan metode penggandaan Lagrange, bila: 

g(T) = T3(1-T)3   Y = bX + g(T) + ε 
Y[1:10] = NA 

ksmooth(x,y,”normal”, bandwidth = 0.1) 
ksmooth(x,y,”normal”, bandwidth = 1) 

ksmooth(x,y,”normal”, bandwidth = 10) 
 r 

Mulai 

Selesai 
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          ni1min
 inni1in ŶmaxθŶ  dengan probabilitas menuju 1  atau dapat juga dituliskan dalam bentuk :





n

1i
inn θ)),Ŷλ((1log2)θ(l̂ dengan  adalah pemecahan persamaan : 

       0
θ)Ŷλ(1

θ)Ŷ(
n
1

in

in
n

1i







. 

2. Estimasi rasio log-likelihood empiris yang disesuaikan di  diberikan oleh: )(θl̂γ)θ(l̂ nnadn,     

dengan faktor penyesuaian 
nJ

n
n V̂

)θ(V~)θ(γ  .                

3. Aproksimasi daerah kepercayaan 1 −  untuk  diberikan oleh: },χ)(θl̂:{ ,1
2

0adn,   dengan 2
,1 

adalah persentil   dari distribusi 2
1  . 

4. Uji hipotesis ܪ:ߠ = ߠ	:, dimana H0 ditolak atau H1 diterima padaߠ >   pada tingkatߠ
.χ)(θl̂ ,1

2
0adn,   

5. Model regresi semiparametrik untuk data hilang menggunakan metode likelihood empiris dengan 
menggunakan fungsi kernel normal memiliki nilai MSE semakin kecil jika nilai bandwidth semakin 
besar. 
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ABSTRAK 
 

Peringkat Indonesia sebagai negara penghasil kopi menurun menjadi keempat di dunia. 
Penurunan tersebut disebabkan oleh beberapa faktor, salah satunya adalah hama kutu putih 
tanaman kopi (Planacoccus citri). Pengendalian yang aman dan ramah lingkungan 
memanfaatkan insektisida nabati. Tanaman gamal (Gliricida maculata) mengandung senyawa 
flavonoid yang berpotensi sebagai insektisida nabati. Penelitian ini bertujuan untuk 
menentukan struktur dan kadar flavonoid serbuk daun gamal Kultivar Lampung Barat (KLB) 
yang efektif mematikan hama kutu putih tanaman kopi (P. citri) dengan cara pemurnian 
ekstrak polar serbuk daun gamal menggunakanMedium Pressure Liquid 
Choromatography(MPLC), bioassay dan analisis spektrokopis (FTIR dan UV-Vis). Data yang 
didapatkan dianalisis menggunakan analisis probit untuk menentukan nilai LC50, uji Anara, uji 
lanjut Tukey’s dan uji LSD serta analisispaired T test untuk efektifitas ekstrak. Hasil yang 
didapatkan adalah ekstrak murni air mengandung senyawa flavonoid golongan flavonol 
dengan struktur dasar 3 – hidroksi-2-fenil-1,4 benzopiron dan kadar flavonoid ekstrak kasar 
metanol sebesar 7,4 mg/L kuersetin sedangkan, ekstrak kasar air sebesar 3,8 mg/L kuersetin. 
Hasil uji bioassay dalam mematikan hama kutu putih tanaman kopi (P. citri) dengan ekstrak 
kasar air lebih efektif dibandingkan ekstrak murni air serbuk daun gamal KLB dengan nilai 
LC50 72 jam  lebih kecil 0,041% (0,107%:0,148%). 

 
Kata Kunci: Struktur, flavonoid, Planococcus citri, daun gamal 
 
 

1. Pendahuluan 
 Indonesia merupakan negara penghasil kopi terbesar ketiga di dunia setelah Brasil dan Vietnam. 
Pada tahun 2012, Indonesia memproduksi kopi robusta dan arabika sebanyak 748.000 ton dari produksi kopi 
dunia (Kementrian Perindustrian Republik Indonesia, 2013). 

Produksi kopi tahun 2015 menurun menjadi 637.000 ton. Penurunan ini terjadi salah satunya karena 
adanya serangan organisme penganggu tanaman (OPT) sehingga Indonesia turun menjadi peringkat ke 
empat negara penghasil kopi di dunia (Kementrian Pertanian, 2017). 

Banyak jenis hama yang menyerang tanaman kopi di Indonesia. Salah satunya adalah hama kutu 
putih (Planococcus citri) (Rahardjo, 2012). Hama kutu putih menyerang tanaman kopi dengan mengisap 
cairan tanaman kopi menggunakan mulut yang berbentuk jarum dan hama ini mensekresikan embun madu 
yang merupakan media pertumbuhan jamur pada daun kopi yang juga dapat menganggu pertumbuhan kopi 
(Direktorat Perlindungan Perkebunan, 2002). 

Penggunaan insektisida kimia yang tidak benar dapat menimbulkan dampak yang tidak diinginkan 
seperti terjadinya resistensi dan resurjensi pada hama (Dadang dan Prijono, 2011). Penggunaan pestisida 
kimia di Indonesia telah memusnahkan 55% jenis hama dan 72% agen pengendali hayati. Oleh karena itu, 
diperlukan pengganti pestisida yang ramah lingkungan. Salah satu alternatif pilihannya adalah penggunaan 
pestisida nabati. Pestisida nabati adalah salah satu pestisida yang bahan dasarnya berasal dari tumbuhan. 
(Dinas Kehutanan, 2009). 

mailto:nnukmal@yahoo.com
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Salah satu tumbuhan yang dapat digunakan sebagai insektisida nabati ialah Tanaman gamal. 
Menurut hasil uji fitokimia ekstrak serbuk daun gamal kering yang dilakukan oleh Nukmal, dkk (2009) 
dengan maserasi bertingkat daun gamal diketahui banyak mengandung golongan senyawa flavonoid. 

Beberapa penelitian mengenai daya insektisida serbuk daun gamal sudah dilakukan. Menurut 
Apriliyani (2016), ekstrak metanol dan air daun gamal kultivar Lampung Utara yang mengandung senyawa 
flavonoid bersifat sebagai insektisida nabati pada kutu putih tanaman kopi (Planacoccus citri) dengan nilai 
LC5072 jam ekstrak metanol 0,039% dan nilai LC50 72 jam ekstrak air 0,033%. Penelitian lainnya menunjukkan 
bahwa ekstrak metanol dan air daun gamal kultivar Lampung Barat berpotensi sebagai insektisida nabati 
untuk mengendalikan kutu putih sirsak (Pseudococcus cryptus) dengan nilai LC50 0,061% pada ekstrak 
metanol dan nilai LC50 72 jam ekstrak air 0,096% (Aksah, 2016). 

Walaupun beberapa penelitian telah dilakukan guna pemanfaatan senyawa flavonoid ekstrak daun 
gamal sebagai insektisida nabati, namun struktur dan kadar flavonoid ekstrak polar daun gamal Kultivar 
Lampung Barat (KLB) sebagai insektisida nabati belum diketahui, untuk itu dilakukan penelitian ini. 
 
2. Metode Penelitian 

Penelitian ini menggunakan alat sepktrofotometer FTIR dan UV – Vis dalam menentukan struktur 
dan kadar flavonoid ekstrak polar serbuk daun gamal, yang dibagi menjadi 7 tahapan kerja. 

Pembuatan ekstrak kasar metanol dan air serbuk daun gamal KLB. Sebanyak 1.000 g serbuk daun 
gamal dimaserasi bertingkat menggunakan pelarut hekasana, DCM, Metanol dihasilkan ekstrak metanol dan 
tambahan akuabides untuk menghasilkan ekstrak air. Maserasi dilakukan selama 3x24 jam, kemudian 
dipisahkan antara filtrat dan endapan. Filtrat metanol dan air selanjutnya di evaporasi. Kemudian, dipekatkan 
dengan metode rekristalisasi menggunakan freeze dryer  
18 jam hingga berbentuk pasta. Kemudian di KLT mengunakan plat KLT flourensensi dengan eluen etanol : 
heksana (3:7) dan (1:1)  larutan identifikasi AlCl3 10%. 

Pemurnian menggunakan Medium Pressure Liquid Chormatography (MPLC). Ekstrak kasar 
metanol dan air dimurnikan dengan MPLC. Fraksi – fraksi yang didapatkan dari kromatogram 
dikelompokkan berdasarkan puncak tertinggi, selanjutnya hasil fraksi dievaporasi dan dipantau kembali 
dengan KLT hingga didapatkan fraksi aktif yang kaya flavonoid yang digunakan untuk bioassay lanjut. 
Pelarut yang digunakan untuk pemurnian ekstrak kasar metanol dengan MPLC adalah etanol: heksana dan 
aquapure untuk ekstrak kasar air. 

Pemurnian menggunakan Kolom C-18. Fraksi yang didapatkan dari pemurnian menggunakan 
MPLC dimurnikan kembali menggunakan kromatografi kolom C-18. Pelarut yang digunakan yaitu 
aquapure, metanol 10% dan metanol 20%. Hasil fraksi – fraksi yang didapatkan kemudian di KLT untuk 
mendapatkan fraksi yang aktif. 

Identifikasi struktur senyawa aktif flavonoid. Analisis dilakukan menggunakan fraksi aktif hasil 
pemurniaan kolom C-18. Sebanyak 6 mg fraksi aktif ditetesi dengan aquapure. Kemudian diukur puncak – 
puncak serapannya dengan metode spektrofotometri FTIR. Selanjutnya, 6 mg fraksi aktif tersebut diencerkan 
hingga 100 x pengenceran dan diukur panjang gelombang maksimum dengan metode spektrofotometri UV-
Vis. 

Penentuan kadar fenolik dan flavonoid ekstrak metanol dan air. Analisis kadar fenolik dan 
flavonoid ekstrak metanol dan air menggunakan spektrofotometer UV- Vis.Larutan standar yang digunakan 
adalah asam galat. Konsentrasi larutan standar yang digunakan ialah 0, 2, 5, 8, 10, 12 dan 15 mg/L. Larutan 
standar diukur dengan panjang gelombang 747 nm. Sedangkan, sampel yang digunakan adalah ekstrak kasar 
metanol dan air yang ditimbang sebanyak 5 mg kemudian dilarutkan 5 mL akuabides. Kemudian larutan 
standar dan sampel direaksikan dengan 1 mL folin dan didiamkan selama 5 menit. Selanjutnya, ditambahkan 
4 mL Na2CO3 7,5% dan didiamkan 90 menit.Larutan standar yang digunakan adalah kuersetin. Konsentrasi 
yang digunakan 0, 2, 5, 8, 10, 12 dan 15 mg/L. Larutan standar diukur pada panjang gelombang 314 nm. 
Sedangkan, sampel yang digunakan adalah ekstrak kasar metanol dan air yang ditimbang sebanyak 5 mg 
kemudian dilarutkan 5 mL akuabides. Kemudian larutan standar dan sampel direaksikan dengan 0,3 mL 
NaNO2 5% dan didiamkan 5 menit. Selanjutnya, ditambahkan 0,3 mL AlCl3 10% dan diamkan 5 menit serta 
ditambahkan kembali 2 mL  
NaOH 1 M. 

Bioassay senyawa bioaktif terhadap hama kutu putih tanaman kopi (P. citri). Setiap senyawa aktif 
yang ditemukan pada tahapan isolasi ekstrak dilakukan bioassay terhadap hama kutu putih tanaman kopi (P. 
citri). Serangga uji yang digunakan yaitu imago P. citri betina dan kopi bebas hama yang digunakan sebagai 
media uji. Bioassay dilakukan dengan merendam media uji dengan ekstrak kasar metanol dan air selama 10 
menit dengan 5 taraf konsentrasi ekstrak kasar metanol 0%, 0,10%, 0,20%, 0,30% dan 0,40%. Sedangkan, 5 
taraf konsentrasi ekstrak kasar air 0%, 0,06%, 0,12%, 0,18% dan 0,24%. Kemudian diletakkan 10 ekor 
serangga uji pada media uji yang sudah dikering anginkan. Pengamatan mortalitas serangga uji dilakukan 
pada 24, 48 dan 72 jam setelah perlakuan. Percobaan ini dilakukan masing – masing 3 ulangan. Bioassay 
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ekstrak murni dilakukan dengan cara yang sama seperti pada bioassay ekstrak kasar. Namun, menggunakan 
ekstrak yang sudah dimurnikan dan 5 taraf konsentrasi yang berbeda yaitu 0%, 0,053%, 0,107%, 0,160% 
dan 0,213%. 

Analisis data. Data yang diperoleh dianalisis menggunakan analisis probit untuk menentukan nilai 
LC50, uji Anara, uji lanjut Tukey’s dan uji LSD seta Paired t Test untuk menentukan ekstrak yang efektif 
sebagai insektisida nabati. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Hasil maserasi bertingkat dari 1.000 g serbuk daun gamal Kultivar Lampung Barat (KLB), 
didapatkan sebanyak 4.165 mL filtrat metanol kemudian dievaporasi dan didapatkan ekstrak pekat metanol 
sebanyak 75 g, selanjutnya dilakukan freeze dryer didapatkan 17,6 g ekstrak kasar metanol berupa pasta. 

Hasil analisis KLT ekstrak kasar metanol KLB dengan larutan identifikasi AlCl3 10 % dengan eluen 
etanol: heksana perbandingan 3:7 menunjukan adanya noda yang berwarna hijau dan kuning dibawah sinar 
UV λ 245 nm dan noda yang berpendar berwarna oranye dan kuning dibawah sinar UVλ 366 nm  
(Gambar 1). 

Menurut Siregar (2010), adanya noda berwarna oranye yang berpendar dibawah sinar UV λ 366 nm 
menunjukkan keberadaan senyawa flavonoid pada ekstrak kasar serbuk daun gamal KLB. Keberadaan noda 
yang masih banyak dan panjang menandakan bahwa ekstrak kasar metanol serbuk daun gamal KLB masih 
belum terpisah secara sempurna (Aksah, 2016).Sedangkan, hasil filtrat air sebanyak 6.180 mL kemudian 
dievaporasi dan didapatkan 178 g ekstrak pekat, selanjutnya dilakukan freezdrayer didapatkan 66,1 g ekstrak 
kasar air berupa pasta. Sedangkan, hasil analisis KLT pada ekstrak kasar air serbuk daun gamal KLB dengan 
yang telah diamati dibawah sinar UV λ 366 nm dihasilkan noda berwarna biru muda dengan nilai Rf nya 
adalah 0,95 (Gambar 1). 

 

      Ekstrak Metanol   Ekstrak Air 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

(a)                      (b)                             (a)                 (b) 
 

Gambar 1. Kromatogram hasil KLT dari ekstrak kasar metanol dan ekstrak air serbuk daun  
                   gamal KLB dibawah sinar UV (a) λ245 nm (b) λ366 nm 

 
Menurut Mabry dkk (1970), adanya noda biru muda yang berpendar dibawah sinar UV 

menunjukkan ekstrak kasar air serbuk daun gamal KLB (Gambar 1) mengandung senyawa flavonoid. Noda 
yang berpendar berwarna biru muda dibawah sinar UV menunjukkan flavonoid tersebut diduga golongan 
flavon dan flavonol (Markham, 1998).Hasil partisi 10 g ekstrak kasar metanol didapatkan fraksi etil asetat 
sebanyak 3,7 g dan fraksi air sebanyak 3,5 g. Hasil pemurnian fraksi etil asetat dengan MPLC menggunakan 
kolom silika 40 µm dikelompokkan berdasarkan puncak tertinggi hasil serapan sinar UV yang dilihat dari 
kromatogram berikut ini. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Gambar 2. Kromatgram MPLC ekstrak metanol serbuk daun gamal KLB 

F1 

F2 

F3 
F4 
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Hasil pengelompokkan berdasarkan puncak tertinggi yang dilihat dari kromatogram didapatkan 
sebanyak 5 fraksi. Hasil pemilihan fraksi aktif berdasarkan absorbansi tertinggi dari puncak pada 
kromatogram, terpilih fraksi 3 (F3) sebagai fraksi yang aktif (Gambar 2). 

Menurut Saifudin (2014), pemurniaan ekstrak menggunakan MPLC jarang dihasilkan senyawa 
tunggal sehingga perlu pemurniaan lanjutan pada fraksi 3. Pada penelitian Siregar (2010), ekstrak metanol 
yang digunakan untuk permurnian lanjutan sebesar 3 g sedangkan, berat fraksi 3 setelah dievaporasi sebesar 
0,5 g sehingga fraksi ini tidak cukup untuk dilakukan pemurniaan lanjutan. 

Hasil pemurnian ekstrak kasar air serbuk daun gamal KLB sebanyak 5,2 g menggunakan MPLC 
dengan kolom Sephadex LH - 20 didapatkan 4 fraksi, yang dibedakan berdasarkan puncak tertinggi yang 
dihasilkan pada panjang gelombang 310 nm (berwarna oranye) yang terlihat pada kromatogram  
(Gambar 3). 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 Gambar 3. Kromatgram ekstrak air serbuk daun gamal KLB 
 

Fraksi yang memiliki puncak tertinggi adalah fraksi 2 (F2). Berat fraksi 2 yang dihasilkan  
sebesar 1 g. Hasil pemurnian kembali ekstrak air serbuk daun gamal KLB sebanyak 0,1 gram dengan 
kromatografi kolom menggunakan kolom C18 didapatkan sebanyak 28 fraksi. 

Hasil analisis KLT pada masing – masing fraksi, didapatkan 5 fraksi memiliki noda tunggal dan 
nilai Rf yang sama yaitu 0,5. Menurut Khopkar (1990), nilai Rf yang sama besar dan noda yang sama dari 
hasil analisis KLT dapat disimpulkan bahwa senyawa yang teridentifikasi memiliki karakteristik yang sama. 
Berdasarkan hal tersebut 5 fraksi tersebut digabungkan (Gambar 4) karena dianggap memiliki karakteristik 
yang sama dan digunakan untuk analisis spektrofotometri FTIR dan UV – Vis. Gabungan fraksi ini diberi 
nama F2RM air serbuk daun gamal KLB (Gambar 4). 

 
 
 
 
 
 
 
Gambar 4. F2RM air serbuk daun gamal KLB. 
 
Sampel yang digunakan pada analisis ini adalah F2RM air serbuk daun gamal KLB. Hasil yang 

didapatkan dari analisis ini berupa spektrum (Gambar 5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a)                                                                       (b) 
 
             Gambar 5. Spektrum spektrofotometer (a) FTIR dan (b) UV-Vis dari isolat F2RM air  
                                 serbuk daun gamal KLB 
 

F1 F2 
F3 F4 
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Dari data spektrum FTIR pada (Gambar 5) menunjukan senyawa hasil isolat F2RM ekstrak air 
serbuk daun gamal KLB dapat diketahui adanya pita yang melebar pada daerah bilangan gelombang 3339,7 
cm-1, hal ini menunjukan vibrasi uluran untuk gugus hidroksil (OH). Pada serapan bilangan gelombang 
2929,7 cm-1 menunjukan adanya serapan C-H alifatik karena ada disebalah kanan 3000 cm-1 (Sukadana, 
2010). 

Adanya serapan pada bilangan gelombang 1595,3 cm-1 dan 1401,1 cm-1 menunjukan adanya 
gugus C=C aromatik. Serapan pada bilangan gelombang 1267,3 cm-1 dan 1073, 5 cm-1 diperikarakan 
adanya gugus C-O alkohol (Arisandy, 2010). 

Hasil serapan pada F2RM ekstrak air serbuk daun gamal KLB memberikan serapan maksimum 
pada panjang gelombang 265 nm (pita II) dan 368 nm (pita I) (Gambar 5).Berdasarkan interpretasi spektrum 
UV –Vis mendukung hasil KLT dan FTIR bahwa ekstrak air serbuk daun gamal KLB adalah flavonoid. 
Golongan flavonoid yang memiliki panjang gelombang 250 – 280 nm (pita II) dan 330-385 nm (pita I) 
termasuk kedalam golongan senyawa flavonoid jenis flavonol (Neldawati dkk., 2013). 

Menurut Tazzini (2014) flavonol sering ditemukan di daun tanaman sebagai glikosida, biasanya 3-
glikosida dan aglikon flavonol. Susunan stuktur dasar dari flavonol adalah 3- hidroksi-2 fenil-1,4 
benzopiron. 

Hasil analisis terhadap kurva kalibrasi asam galat menghasilkan persamaan regresi linear y = 
0,040x + 0,002 dengan koefisien korelasi (R2) 0,9993 dan hasil analisis kurva kalibrasi kuersetin didapatkan 
hasil persamaan regresi y = 0,071x + 0,002 dengan koefisien relasi (R2) 0,99563. Nilai R2 yang mendekati 1 
menunjukan persamaan regresi tersebut linear dan dihasilkan pengukuran dengan ketetapan yang tinggi 
(Andayani dkk., 2008). 

Hasil perhitungan nilai absorbansi sampel yang dimasukan ke dalam kurva kalibrasi asam galat dan 
kurva kalibrasi kuersetin dapat dilihat pada Tabel 1. 

 
Tabel 1. Kadar fenolik dan flavonoid ekstrak metanol dan air serbuk daun gamal KLB 
 

Jenis Ekstrak Rata – rata Kadar Fenolik 
(mg/L Asam Galat ± SD) 

Rata – rata Kadar Flavonoid 
(mg/L Kuersetin ±SD) 

Metanol 
 

3,6 ± 0,0000 7,4 ± 0,0500 

Air 
 

1,5 ± 0,0578 3,8 ± 0,3000 

 
Berdasarkan perhitungan kadar fenolik dan flavonoid menggunakan spektrofotometri UV -Vis 

menunjukkan kadar fenolik dan flavonoid ekstrak metanol lebih tinggi dibandingkan dengan ekstrak air. Hal 
ini terjadi mungkin disebabkan karena sifat pelarut yang digunakan dalam ekstraksi.  

Menurut Suryani dkk. (2015), sifat pelarut mempengaruhi perbedaan senyawa yang diperolah pada 
suatu ekstrak, sesuai dengan prinsip likedissolves like, suatu pelarut akan cenderung melarutkan senyawa 
yang mempunyai tingkat kepolaran yang sama. 

Hasil bioassay dilakukan dengan ekstrak kasar metanol dan air serbuk daun gamal KLB didapatkan 
nilai LC50 sebesar 0,171 % dan ekstrak kasar air KLB sebesar 0,107%. Nilai LC50 ini digunakan sebagai 
penentuan rentang konsentrasi pengujian lanjut menggunakan ekstrak metanol dan ekstrak air KLB terhadap 
kematian hama kutu putih. 

Hasil bioassay ekstrak kasar air dan ekstrak murni air daun gamal KLB dapat memberikan efek 
kematian terhadap kutu putih tanaman kopi (P. citri). Rata – rata kematian tersebut dapat dilihat pada 
Gambar7. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 7. Rata – rata persentase kematian dengan (a) ekstrak kasar air dan ekstrak murni air 
serbuk daun gamal KLB. 

 

a b 
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Rata- rata persentase kematian kutu putih pada ekstrak kasar air dan ekstrak murni air mengalami 
peningkatan seiring lamanya waktu perlakuan dan konsentrasi ekstrak yang digunakan (Gambar7). Semakin 
lama waktu perlakuan dan pemberian konsentrasi yang meningkat, maka rata –rata persentase kematian kutu 
putih semakin tinggi. 

Menurut Raini (2017), semakin lama waktu perlakuan akan membuat zat toksik menumpuk dalam 
tubuh organisme sehingga menyebabkan keracunan kronik hingga menimbulkan kematian dan semakin 
tinggi pemberian konsentrasi ekstrak juga akan mempengaruhi kecepatan dalam mematikan serangga 
(Ningsih dkk., 2017). 

Rata – rata kematian hama kutu putih yang diperlakukan dengan ekstrak kasar air dan ekstrak murni 
air serbuk daun gamal KLB setelah dilakukan uji lanjut Tukey’s pada taraf α 5% pada konsentrasi dapat 
dilihat pada Tabel 2 dan uji LSD pada waktu pengamatan dapat dilihat pada Tabel 3. 

 
Tabel 2. Rata – rata kematian kutu putih dengan ekstrak kasar dan ekstrak murni air serbuk daun  
               gamal KLB setelah perlakuan 72 jam dan pada konsentrasi yang berbeda 
 

Ekstrak Kasar Air Ekstrak Murni Air 
Konsentrasi Rata-rata ±SD Konsentrasi Rata–rata ±SD 

0,000 0,333±0,57a 0,000 0,333 ± 0,577 a 
0,060 4,667±0,57b 0,053 3,000± 1,000 ab 
0,120 6,667±1,15bc 0,107 4,000±1,732 bc 
0,180 7,000±1,73c 0,160 5,333±0,577 bc 
0,240 8,333±1,53c 0,213 6,667±1,155 c 

 
Keterangan : Nilai rata – rata yang diikuti huruf kecil sama pada kolom yang sama tidak berbeda  
                      nyata pada taraf α = 5% dengan uji lanjut Tukey’s 
 
Tabel 3. Rata – rata kematian kutu putih dengan ekstrak kasar dan ekstrak murni air serbuk daun  
               gamal KLB pada pengamatan waktu yang berbeda 
 

Waktu setelah 
perlakuan (Jam) 

Rata – rata Kematian Kutu Putih (Ekor±SD) 
Ekstrak Kasar Air Ekstrak Murni Air 

24 1,000±1,000 a 0,867±0,256 a 
48 2,600±1,957 a 2,267±0,463 b 
72 5,400±3,066 b 3,867±0,624 c 

 
Keterangan : Nilai rata –rata yang diikuti huruf kecil yang sama pada kolom yang sama tidak  
                      berbeda nyata pada taraf α = 5% dengan uji LSD 
 
Secara statistik ekstrak kasar air dan ekstrak murni air serbuk daun gamal KLB tidak menunjukkan 

perbedaan nyata, tetapi jika dilihat dari keefektifan kedua ekstrak dengan analisis probit LC50 menunjukkan 
perbedaan nyata setelah 72 jam perlakuan (Tabel 4). 
 

Tabel 4. Nilai LC50 hasil analisis probit dan paired T test ekstrak kasar dan ekstrak murni air serbuk  
             daun gamal KLB pada 24 -72 jam setelah perlakuan 
 
Waktu 
(Jam) 

Nilai LC 50 % Selisih (%) Sig (2 –tailed) 
Ekstrak Kasar Air Ekstrak Murni 

Air 
24 - - - 0,164 
48 - - - 0,417 
72 0,107 0,148 0,041 0,003* 

Keterangan - : Tidak dapat terdeteksi karena kematian kutu putih kurang dari 50%. 
* : Signifikan paired T test (α = 0,05) 

  
 Nilai LC50 ekstrak kasar air daun gamal KLB lebih kecil 0,041% dibandingkan ekstrak murni air 
serbuk daun gamal KLB (Tabel 4). Hal ini menunjukkan ekstrak kasar air serbuk daun gamal KLB lebih 
efektif dari ekstrak murni air serbuk daun gamal KLB. Diduga senyawa flavonoid yang terkandung di dalam 
ekstrak kasar air bekerja secara sinergis dengan senyawa – senyawa lain dalam mematikan hama kutu putih 
tanaman kopi (P. citri). Menurut Tunjung (2013), senyawa metabolit sekunder pada tumbuhan ada yang 
bekerja secara sinergis (saling menguatkan) dalam menghasilkan aktivitasnya. 
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4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil penelitian ini diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 
a. Ekstrak murni air serbuk daun gamal KLB mengandung senyawa flavonoid golongan flavonol dan 

struktur jenisnya terdiri dari susunan stuktur dasar 3-hidroksi-2-fenil-1,4 benzopiron. 
b. Ekstrak kasar metanol serbuk daun gamal KLB memiliki kadar flavonoid sebesar 7,4 mg/L kuersetin. 

Sedangkan, ekstrak kasar air serbuk daun gamal KLB memiliki kadar flavonoid sebesar 3,8 mg/L 
kuersetin. 

c. Ekstrak kasar air lebih efektif dibandingkan ekstrak murni air serbuk daun gamal KLB dengan nilai 
LC50 72 jam lebih kecil 0,041% (0,107%:0,148%). 
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ABSTRAK 

 
Matematika merupakan ilmu yang memiliki peranan penting dalam pengembangan ilmu 
pengetahuan dan teknologi.Persamaan Laplace banyak digunakan pada ilmu kimia, biologi 
dan fisika. Diantaranya digunakan dalam suatu cakram (disk) berbentuk lingkaran piring 
dengan titik pusat (0,0).Penelitian ini bertujuan untuk menentukan solusi analitik persamaan 
Laplace dua dimensi pada suatu cakram dengan menggunakan koordinat polar. Untuk 
memperlihatkan solusi dari persamaan Laplce dengan koordinat polar digunakan metode 
pemisahan peubah.  
 
Kata kunci;Persamaan Laplace,Koordinat Polar, Cakram, Pemisahan Peubah, Solusi  
Analitik.  

 
 
1. Pendahuluan 

Matematika merupakan ratu ilmu artinya matematika merupakan sumber dari ilmu lain. Banyak 
cabang ilmu pengetahuan yang pengembangan teori-teorinya didasarkan pada pengembangan konsep 
matematika, seperti teori-teori dalam cabang fisika, biologi dan kimia yang ditemukan dan dikembangkan 
melalui konsep kalkulus khusunya tentang diferensial, contoh lain dalam bidang ekonomi seperti permintaan 
dan penawaran yang dikembangkan melalui konsep fungsi dan kalkulus tentang diferensial dan 
integral.Persamaan Laplace merupakan persamaan dasar dari teori potensial dan memegang peranan penting 
dalam ilmu fisika maupun teknik. Persamaan Laplace digunakan pada potensial listrik, potensial gravitasi, 
potensial fluida, maupun suatu aliran suhu yang tidak bergantung pada waktu. Pemodelan persamaan 
Laplace serta penentuan penyelesaian permasalahan syarat batas dengan metode pemisahan peubah. Syarat 
batas yang digunakan adalah syarat batas Dirichlet. Bentuk umum persamaan Laplace:    ߲²ݑ

2ݔ߲ + ݑ²߲

²ݕ߲
=0.  

Terdapat dua sistem koordinat yang bersesuaian dengan persamaan diferensial yang berdimensi dua yaitu 
sistem persamaan kartesius dan koordinat polar. Dalam hal ini untuk cakram dengan menggunakan 
persamaan koordinat polar. Deret Fourier diperkenalkan oleh Joseph Fourier (1768-1830) untuk 
memecahkan masalah persamaan panas dilempeng logam. Gagasan Fourier merupakan model sumber panas 
sebagai kombinasi linear dari gelombang sinus dan kosinus sederhana dan menulis pemecahan sebagai solusi 
eigen. Deret Fourier saat ini banyak memiliki penerapan dalam bidang teknik elektro, analisis vibrasi, 
akustika, optika, mekanika kuantum dan lain-lain. 

Menurut Hartanto (2008) bahwapersamaan Laplace merupakan satu jenis persamaan diferesnial 
parsial yang banyak digunakan untuk memodelkan permasalahan dalam bidang sains. Persamaan ini 
merupakan persamaan eliptik dan merupakan jenis persamaan diferensial parsial linier orde dua dengan dua 
peubah.  Persamaan Laplace bentuk umumnya ∆ݒ = 0 sering ditemukan pada perpindahan panas, mekanika 
fluida, elastisitas, masalah mekanika dan fisika lainnya. Masalah penyelesaian persamaan ∆2ݒ = 0 didalam 
daerah ܦ sering disebut Dirichlet problem dengan ݒ sebagai fungsi yg diketahui di ܦ. Persamaan Laplace 
dapat dituliskan dalam beberapa bentuk bergantung pada sistem koordinat yang digunakan yaitu : 
Menurut Purcell (2010) bahwa persamaan Laplace dalam dua dimensi  

ݒ2߲

2ݔ߲ + 	߲
ݒ2

2ݕ߲ = 0   pada sistem koordinat kartesius dan 
1

ݎ

߲

ݎ߲
ቀݎ	 ݒ߲

ݎ߲
ቁ + 	 1

2ݎ
ݒ2߲

 pada sistem koordinat polar 0=2ݔ߲

Dengan 	ݔ = ݎ cosߠ ݕ	 = ݎ sinߠ r=ඥ²ݔ + ߠ	²ݕ = tan−1(
ݕ

ݔ
) 

mailto:yulianovita976@gmail.com


  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

26 
 

Persamaan diferensial linear homogen dengan variabel bebas ݔ dan ݐ, serta variabel tak bebas ݑ yang 
dilengkapi dengan syarat batas tertentu.  Diasumsikan penyelesaian dari persamaan diferensial tersebut 
adalah ݔ)ݑ, (ݐ =  dikali, fungsi ݔ Bila fungsi penyelesaian dapat difaktorkan menjadi suatu fungsi .(ݐ)ܶ(ݔ)ܺ
nilai 

,ݔ)ݑ (ݐ =  ܶ dan ݔ adalah independent variabel ܺ hanya fungsi dari (ݐ)ܶ dan (ݔ)ܺ Dimana .(ݐ)ܶ(ݔ)ܺ
hanya fungsi dari ݐ (Miller ,1992). 

Ketika mencari penyelesaian terhadap persamaan diferensial, seringkali menjumpai penyelesain yang 
masih dalam bentuk umum. Namun, jika akan mencari suatu penyelesaian khusus, maka diperlukan suatu 
kondisi tertentu.  Pada persamaan diferesial biasa yang hanya mengandung satu variabel bebas, satu bentuk 
kondisi tertentu saja sudah cukup mendapatkan penyelesaian khusus. Berbeda dengan persamaan diferensial 
parsial.  Khusus persamaan ini diperlukana dua bentuk kondisi tertentu karena terdapat lebih dari satu 
variabel bebas.  Kondisi yang diperlukan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial adalah kondisi 
awal dan kondisi batas (Strauss, 1992). Nilai awal pada persamaan diferensial parsial berhubungan dengan 
waktu awal 0ݐ.  Contohnya, suatu persamaan gelombang mempunyai nilai awal ݔ)ݑ, (ݐ = ,ݔ)ݑ 0) =
,ݔ)ݐݑdan(ݔ)݂ 0) = 0.  Nilai awal ݔ)ݑ, (ݐ = 0ݐ menyatakan bahwa pada saat (ݔ)݂ = 0  bentuk 
gelombangnya ݂(ݔ), sedangkan ݔ)ݐݑ, 0) = 0 menyatakan bahwa kecepatan awal yang diberikan pada 
gelombang adalah 0 (Miller, 1992). 
 
2. Bahan dan Metode 

Metode yang digunakan dalam menyelesaikan permasalahan persamaan Laplace pada suatu cakram 
dengan menggunakan koordinat polar dan mendapatkan solusi analitiknya adalah sebagai berikut: 
1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi pustaka seperti buku dan jurnal dari perpustakaan dan 

internet. 
2. Merumuskan masalah dalam bentuk persamaan Laplace pada koordinat polar. 

 
Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan permasalahan solusi analitik persamaan Laplace pada 

suatu cakram dengan menggunakan koordinat polar 
a. Menulis persamaan Laplace pada wilayah lingkaran dengan mempertimbangkan radius cakram. 
b. Menulis persamaan Laplace menggunakan koordinat polar. 
c. Mencari nilai turunan parsial pertama dan kedua pada koordinat polar. 
d. Mencari persamaan diferensial homogen menggunakan koordinat polar. 
e. Mencari solusi persamaan diferensial homogen menggunakan metode pemisahan peubah. 
f. Mencari solusi Masalah Syarat Batas menggunakan deret Fourier. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Langkah-langkah penyelesaikan persamaan Lapalce pada suatu cakram (solusi persamaan Laplace 
dua dimensi pada koordinat polar) dengan menggunakan metode masalah syarat batas dan deret Fourier. 
Dengan menggunakan persamaan dibawah ini akan mendapatkan hasil akhirnya  
ܦ  = 	 ௫௫ݑ + ௬௬ݑ = [ݕ,ݔ]∀ , 0 ∈  (1) ܦ

ܽ)ݑ   cosߠ, ܽ sinߠ) = ℎ(ߠ) 0 ≤ ߠ ≤  (2)   ߨ2
Maka didapat persamaan Laplace pada koordinat polar 

ܦ  = ݑ + ଵ

ݑ + ଵ

మ
ఏఏݑ = 0    (3) 

Pada persaman (3) akan dilakukan pemisahan peubah dan masalah syarat batas untuk mendapatkan solusi 
analitiknya. Dengan menggunakan pemisahan peubah didapat persamaan : 

 
2ݎ

ܴ
ܴ′′ +

′ݎ

ܴ
ܴ′ = −	

ܶ′′

ܶ
     (4) 

Didapat dua persamaan  
 	ܶ′′ = 	  (5)      2ܶߣ

′′2ܴݎ	  + ′ܴݎ =  (6)      2ܴߣ
Untuk persamaan (5) didapat hasilnya 

(ߠ)ܶ  = ܣ cosߠߣ +  (7)    ߠߣ		݊݅ݏ	ܤ
Dan persamaan (6) hasilnya  

 

    (8) 

Apabila persamaan (5) dan persamaan (6) digabungkan maka diperoleh 







)0(ln
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                  (9) 

Sehingga pada persamaan Laplace dengan koordinat polar mempunyai nilai bahwa ketika ߣ = 0 maka 
cos(ߠߣ) = 1	dan sin(ߠߣ) = 0. Untuk ߣ = ݊ ∈ ℤ ∶ 	 {0, ±1, ±2, ±3, … }, sehingga nilai ߣ tidak berlaku maka 
persamaan dari ܥ dan ܦ dibuang. Sehingga menjadi  









0

,...3,2,1)sin()cos(
),(

0nA
nrnBrnA

ru
n

n
n

n
n


                                                           (10)        

Dengan menyederhanakan persamaan (10) diperoleh   
,ݎ)݊ݑ (ߠ = 	∑ ∞݊ݎ(ߠ݊)	ݏܿ݊ܣ

݊=0 + ∑ ∞݊ݎ(ߠ݊)	݊݅ݏ݊ܤ
݊=1 ݊݊ݎ(ߠ݊)	݊݅ݏ݊ܤ = 1,2,3             (11) 

Dari teori Fourier diketahui bahwa setiap fungsi kontinu pada lingkaran mempunyai persamaan Fourier yang 
unik dengan persamaan Deret Fouriernya yaitu 

  ℎ(ߠ) = బ	
ଶ

+ ∑ ܽ cos(݊ߠ)ஶ
ୀଵ +∑ ܾ sin(݊ߠ)ஶ

ୀଵ                  (12) 
Dengan persamaan (12) akan dicari nilai ܽ0 , ܽ݊, ܾ݊ 

 ܽ0	 = 	 1

ߨ
∫ ℎ(ߠ)݀ߠ	ߨ2

0                  (13) 

  ܽ݊ = 	 1

ߨ
∫ ℎ(ߠ) cos݊ߠ ߨ2	ߠ݀

0                (14) 

 ܾ݊ = 	 1

ߨ
∫ ℎ(ߠ) sin(݊ߠ)݀ߠ	ߨ2

0                (15) 

  ℎ(ߠ) = బ
ଶ

+∑ ܽ cos(݊ߠ) + ∑ ܾ(ߠ݊)݊݅ݏஶ
ୀଵ

ஶ
ୀଵ     (16) 

Kombinasi persamaan (11) dan persamaan (16) diperoleh  
(ߠ,ݎ)ݑ = 	 ܣ + 	∑ 	ܣ cos(݊ߠ)ݎஶ

ୀଵ + 	∑ 	ܤ cos(݊ߠ)ݎஶ
ୀଵ                     (17) 

Dengan  
0ܣ = 	 ܽ0

2
= 	 1

ߨ2
∫ ℎ(ߠ)ߨ2

0  ݊ = 0 

݊ܣ = 	 1

ߨ݊ܽ
∫ ℎ(ߠ) cos(݊ߠ)݀ߨ2ߠ

0  ݊ = 1,2,3, … 

B݊ = 	 1

ߨ݊ܽ
∫ ℎ(ߠ) sin(݊ߠ)݀ߨ2ߠ

0  ݊ = 1,2,3, … 
Jadi persamaan Laplace pada suatu cakram dengan menggunakan koordinat polar mendapatkan solusi 
analitiknya yaitu deret Fourier. 
 
4. Kesimpulan 

Berdasarkan penguraian langkah-langkah yang telah dikerjakan dalam persamaan Laplace ini, 
diperoleh kesimpulan bahwa solusi dari persamaan Laplace ܦ = 	 ௫௫ݑ +  ௬௬ yang diperoleh berdasarkanݑ
masalah syarat batas dan deret Fourier dengan hasil 
,ݎ)ݑ		 (ߠ = 	 ܣ + 	∑ 	ܣ cos(݊ߠ)ݎஶ

ୀଵ + 	∑ 	ܤ cos(݊ߠ)ݎஶ
ୀଵ  dengan   

0ܣ = 	 ܽ0

2
= 	 1

ߨ2
∫ ℎ(ߠ)ߨ2

0  ,                 ݊ = 0 

݊ܣ = 	 1

ߨ݊ܽ
∫ ℎ(ߠ) cos(݊ߠ)݀ߨ2ߠ

0 ,     ݊ = 1,2,3, … 

B݊ = 	 1

ߨ݊ܽ
∫ ℎ(ߠ) sin(݊ߠ)݀ߨ2ߠ

0 ,     ݊ = 1,2,3, … 
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Abstrak 
 

Kejadian hujan ekstrim, sebagai salah satu dari kejadian cuaca ekstrim dalam 
hidrometeorologi yang paling sering terjadi, sehingga mendapatkan perhatian yang lebih 
karena dampaknya yang besar pada perekonimian dan kehidupan manusia. Kajian distribusi 
probabilitas menjadi penting dalam menentukan model yang paling sesuai dalam 
mengantisipasi kejadian ekstrim dari fenomena alam, seperti hujan ekstrim dan banjir. Tujuan 
dari penelitian ini adalah untuk menentukan best-fit distribusi probabilitas pada kasus hujan 
harian maximum selama 5 tahun dari tahun 2013-2017 di Sumatera dengan menggunakan 
data curah hujan harian yang didapatkan dari 8 stasiun pengamatan cuaca. Distribusi yang 
digunakan adalah distribusi normal, gamma, weibull, generalized extreme value, dan 
generalized pareto. Pendugaan parameter dilakukan dengan metode maximum likelihood dan 
distribusi terbaik ditentukan dengan menggunakan tes Kolmogrov-Smirnof dan Andersen-
Darling. Distribusi terbaik berdasarkan tes statistik tersebut adalah distribusi generalized 
pareto, yang menunjukkan kecocokan yang baik dalam memodelkan curah hujan di Pulau 
Sumatera. Aplikasi penggunakan distribusi Pareto menunjukkan potensi hujan ekstrim di 
Pesisir Barat Lampung 1.1%, Bengkulu 1.1%, Padang 1.5%, Sibolga 1.7%, Kerinci 0.3%, 
Medan 0.5%, Palembang 0.7%, dan Bandar Lampung 0.4%.  

 
Kata kunci: Distribusi Probabilitas, Best-Fit, Maximum Likelihood Estimation, Hujan 
Ekstrim 

 
 
1. Pendahuluan 

Hujan total tahunan dan variabilitas hujan tahunan merupakan variabel iklim yang penting untuk 
kajian keseimbangan air, pengembangan klimatologi regional, perencanaan dan managemen sumber air 
(Meier, 2016). Varibalitias tahunan hujan disebabkan oleh beberapa factor seperti anomali atmosfer jangka 
panjang (Higgins dkk., 1999)(Barlow dkk., 2001), ketahanan musim (Fatichi dan Ivanov, 2014), serta cuaca 
dan pembentukan hujan yang acak. Variasi tahunan hujan merupakan sebuah gambaran penting dari iklim 
lingkungan yang berdampak langsung pada kekeringan (Dai dkk, 2004), produktivitas tanaman dalam 
ekosistem dengan air yang terbatas (Knapp dan Smith, 2001), serta distribusi hujan ekstrim. 

Kejadian hujan ekstrim, sebagai salah satu dari kejadian cuaca ekstrim dalam hidrometeorologi yang 
paling sering terjadi, sehingga mendapatkan perhatian yang lebih karena dampaknya yang besar pada 
perekonomian dan kehidupan manusia. Kajian distribusi probabilitas menjadi penting dalam menentukan 
model yang paling sesuai dalam mengantisipasi kejadian ekstrim dari fenomena alam, seperti hujan ekstrim 
dan banjir. Membangun sebuah distribusi probabilitas yang memenuhi kecocokan yang baik untuk intensitas 
curah hujan harian telah lama menjadi topik penelitian dalam bidang hidrologi dan meteorologi. Model 
probabilitas telah diaplikasikan dalam banyak fenomena alam seperti kecepatan angin, debit sungai, dan 
kualitas udara (Oguntunde dkk., 2014). 

Untuk menentukan distribusi probabilitas yang paling cocok untuk lokasi tertentu, penentuan model 
distribusi probabilitas menjadi penting. Alam dkk (2018) menyatakan bahwa distribusi probabilitas yang 
sering digunakan dalam hidormeteorologi adalah ditribusi normal, weibull, eksponensial, pearson-6, 
generalized extreme value, dan generalized pareto.  

Distribusi Normal atau yang sering disebut gaussian sering digunakan untuk menggambarkan curah 
hujan. Penggunaan distribusi normal untuk mengevaluasi jumlah curah hujan harian di Australia telah 
dilakukan oleh Fu dkk (2009). Fungsi kepekatan peluang (Probability Density Function), f(x) dan fungsi 
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distribusi kumulatif (Cumulative Distribution Function), F(X) untuk variabel x acak normal dijelaskan 
dengan, 

(ݔ)݂ =
1

ߨ2√ߪ
ݔ݁ −

1
ଶߪ2

ݔ) −  (1)																																																																										ଶ൨(ߤ

(ݔ)ܨ =
1

ߨ2√ߪ
න ݔ݁) −

1
ଶߪ2

ݔ) − ݔ݀(ଶ൨(ߤ
ஶ

ିஶ
																																																										(2) 

dengan x adalah −∞ < ݔ < ∞. 
 Distribusi Weibull atau distribusi nilai ekstrim tipe 3 digunakan oleh Zhan dkk (2018) untuk 

menggambarkan curah hujan harian dan perubahan iklim di China selama 1961-2011. PDF dan CDF 
dijelaskan sebagai berikut, 

(ݔ)݂ = ൬
݇
ߙ
൰ቀ
ݔ
ߙ
ቁ
ିଵ

ݔ݁ −൬
ݔ
ߙ


൰൨																																																																															(3) 

(ݔ)ܨ = 1 − ݔ݁ −൬
ݔ
ߙ


൰൨																																																																																														(4) 

dengan rentang dari ݔ > ,ߙ;0 ݇ > 0. 
 Salah satu distribusi yang sering digunakan dalam hidrologi adalah distribusi pearson tipe 5 (P5) 

yang merupakan distribusi gamma 2 parameter dengan parameter ketiga adalah lokasi. PDF dan CDF dari P5 
adalah, 

(ݔ)݂ =
exp ቀ− ఉ

௫ିఊ
ቁ

(ߙ)Γߚ ቀ௫ିఊ
ఉ
ቁ
ఈାଵ 																																																																																																	(5) 

(ݔ)ܨ = 1 −
Γఉ/(௫ିఊ)(ߙ)

Γ(ߙ) 																																																																																																		(6) 

Distribusi GEV dan GP adalah distribusi nilai ekstrim yang belakangan ini sering digunakan dalam 
klimatologi (Mudelsee, 2014). Distribusi GEV menggunakan block maxima dalam menentukan nilai ekstrim 
dari suatu distribusi. Ashoori dkk (2017) menggunakan distribusi GEV untuk memodelkan curah hujan 
maksimum di IranPDF dan CDF dijelaskan sebagai berikut: 

(ݔ)݂ =
1
ߪ exp൭−ቀ1 + ߦ

ݔ − ߤ
ߪ

ቁ
ିభ൱ቀ1 + ߦ

ݔ − ߤ
ߪ

ቁ
ିଵିభ 																																																						(7) 

(ݔ)ܨ = exp൭−ቀ1 + ߦ
ݔ − ߤ
ߪ

ቁ
ିభ൱																																																																																													(8) 

Distribusi GP menggunakan peaks-over-threshold dalam menentukan nilai ekstrim. Pendekatan POT 
digunakan karena efektif dalam menjelaskan informasi kejadian ekstrim (Acero dkk., 2010). PDF dan CDF 
dijelaskan sebagai berikut: 

(ݔ)݂ =
1
ߪ
ቀ1 + ߦ

ݔ − ߤ
ߪ

ቁ
ିଵିభ 																																																																																																					(9) 

(ݔ)ܨ = 1− ቀ1 + ߦ
ݔ − ߤ
ߪ

ቁ
ିభ 																																																																																																			(10) 

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan distribusi terbaik dalam menggambarkan curah hujan 
harian di Pulau Sumatera. Penentuian distribusi terbaik akan dilakukan dengan menggunakan tes statistic, 
yaitu tes Kolmogrov-Smirnof (KS) dan Andersen-Darling (AD). Distribusi terbaik akan diaplikasikan untuk 
menentukan probabilitas terjadinya hujan ekstrim harian di Pulau Sumatera. 

 
2. Bahan dan Metode 

Data yang digunakan adalah data intensitas curah hujan harian selama 6 tahun dari tahun 2012-2017 
(2192 data/lokasi). Lokasi penelitian dilakukan di Pulau Sumatera dengan menggunakan data dari 8 lokasi di 
Pulau Sumatera yaitu Pesisir Barat Lampung, Bandar Lampung, Bengkulu, Kerinci, Padang, Sibolga, 
Medan, dan Palembang. Data hujan tersebut didapatkan dari Pos Hujan Krui, Stasiun Meteorologi Maritim 
Lampung, Stasiun Meteorologi Bengkulu, Stasiun Meteorologi Kerinci, Stasiun Meteorologi Padang, 
Stasiun Meteorologi Sibolga, Stasiun Meteorologi Kualanamu Medan, dan Stasiun Meteorologi Palembang.  

Data hujan dari 8 stasiun di Pulau Sumatera akan digunakan untu best-fit (kecocokan terbaik) dengan 
distribusi probabilitas. Proses pencocokan data menggunakan teknik statistik tertentu, sehingga dapat 
menentukan parameter terbaik berdasarkan sampel data. Salah satu keuntungan menggunakan perangkat 
lunak untuk pencocokan data dan interpretasi probabilitas, bahwa dapat secara otomasi mencocokkan data 
dengan berbagai distribusi secara terus-menerus. Metode ini digunakan pada kasus dimana terdapat sangat 
sedikit atau tidak adanya informasi terkait pola distribusi data dan ingin mendapatkan tipe distribusi terbaik 
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(Mehrannia, 2014). Salah satu perangkat lunak yang digunakan dalam proses pencocokan data adalah 
EasyFit. 

EasyFit adalah perangkat lunak penganalisis data dan simulasi yang memungkinkan untuk 
pencocokan pada distribusi probabilitas dari data sampel yang ada dan disimulasikan. EasyFit dapat juga 
digunakan untuk mengidentifikasikan parameter pada fungsi model eksplisit, sistem keadaan tetap, 
transformasi Laplace, sistem persamaan differensial biasa, persamaan differensial aljabar, atau sistem 
persamaan diferensial parsial bergantung waktu dengan atau tanpa persamaan aljabar (Schittkowski, 2002). 

Proses penyocokan data (best-fit) dilakukan dengan menggambarkan grafik probability density 
function (PDF) dan cumulative distribution function (CDF) dari masing-masing distribusi probabilitas, serta 
melakukan tes goodness of fit. Tes goodness of fit yang digunakan adalah tes KS dan AD, dengan nilai tes 
yang paling kecil menunjukkan kecocokan distribusi paling baik dengan data. 

Tes statistik untuk KS tes adalah, 

ܦ ≡ max
ଵஸஸஸ

)ܨ) ܺ)−
݅ − 1
ܰ ,

݅
ܰ − )ܨ ܺ)) 																																																																		(14) 

Tes statistik untuk Anderson-Darling adalah, 

ଶܣ = −ܰ − ܵ																																																																																																																			(15) 

dimana, 

ܵ = 
(2݅ − 1)

ܰ
)ܨ݈݊ൣ ܺ) + ln൫1− (16)																																														൯ൟ(ேାଵିܺ)ܨ



ୀଵ

 

 
3. Hasil dan Pembahasan 

Pada Gambar 1 menunjukkan sebaran data intensitas curah hujan dalam milimeter selama 5 tahun di 
enam lokasi di Pulau Sumatera. Berdasarkan Perka BMKG No.9 Tahun 2010, hujan lebat adalah hujan 
dengan intensitas hujan lebih dari 50 mm dalam satu hari, sedangkan hujan sangat lebat adalah hujan dengan 
intensitas lebih dari 100 mm. Pada gambar 1, garis kuning menunjukkan intensitas hujan lebat (>50 mm) dan 
garis merah menunjukkan intensitas hujan sangat lebat (>100 mm).  

Berdasarkan Gambar 1, frekuensi intensitas hujan sangat lebat yang tinggi terjadi di wilayah Pesisir 
Barat Lampung, Bengkulu, Padang, dan Sibolga (gambar 1. a,b,c, dan d) dengan frekuensi kejadian lebih 
dari 10 kali kejadian selama 6 tahun. Frekuensi intensitas hujan sangat lebat yang rendah terjadi di Medan, 
Palembang, dan Bandar Lampung (Gambar 1. f, g, dan h) dengan frekuensi kejadian hujan lebat kurang dari 
10 kali kejadian. Wilayah Kerinci merupakan satu-satunya wilayah di Pulau Sumatera yang tidak ada 
kejadian hujan sangat lebat dalam 6 tahun terakhir. 

Pada Gambar 2, data intensitas curah hujan di Pulau Sumatera adalah positively skewed (miring ke 
arah positif) dan memiliki modus dengan nilai 0 mm. Berdasarkan Gambar 2, penulis mendapatkan alasan 
dalam menggunakan model distribusi miring ke arah positif (positively skewed) pada tulisan ini. Kemiringan 
grafik ke arah positif menunjukkan bahwa frekuensi tertinggi terjadi pada curah hujan 0-20 mm, sedangkan 
curah hujan di atas 50 mm memiliki frekuensi yang sangat rendah dan semakin ke kanan frekuensi semakin 
mendekati 0. 

Berdasarkan Gambar 2, fungsi kepekatan peluang (FKP) digambarkan dengan baik oleh distribusi-
distribusi nilai ekstrim seperti distribusi weibull, pearson 6, GEV, dan GP, sedangkan distribusi normal tidak 
dapat menggambarkan dengan baik. Pada Gambar 2.a-h, distribusi GEV dan GP merupakan distribusi 
terbaik dalam menggambarkan hujan. Pada Gambar 2.a, b, c, e, g,dan h, distribusi Weibull dan Pearson 6 
menunjukkan grafik fkp yang lebih condong ke arah kanan. Hal ini dapat berdampak pada penentuan yang 
lebih besar (overstmate) terhadap kejadian ekstrim. Pada Gambar 2.e dan f, distribusi Pearson tetap 
menujukkan grafik FKP yang condong ke kanan, sedangkan distribusi Weibull lebih condong ke arah kiri. 
Grafik yang lebih condong ke kiri dibandingkan datanya akan berdampak pada penentuan yang lebih rendah 
(understimate) terhadap kejadian ekstrim. 
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Pada Gambar 3, grafik fungsi distribusi kumulatif (FDK) curah hujan dengan menggunakan distribusi 
pearson 6, normal, weibull, GEV, dan GP dapat dilihat distribusi mana yang paling cocok dalam 
menggambarkan distribusi curah hujan. Berdasarkan Gambar 3, distribusi GEV dan GP merupakan distribusi 
terbaik yang dapat menggambarkan distrubusi kumulatif dari hujan, sedangkan distribusi normal, weibull, 
dan pearson 6, memiliki kecocokan yang rendah. 

a b 

c d 

e f 

g h 

Gambar 1. Sebaran data (scatter plot) curah hujan di a) Perairan Barat Lampung, b) Bengkulu, 
 c) Padang, d) Sibolga, e) Kerinci, f) Medan, g) Palembang, dan h) Bandar Lampung 
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Grafik FDK dari distribusi pearson 6 dan normal memiliki grafik yang lebih condong ke kanan. Hal 
ini akan berdampak pada prediksi terjadinya kejadian hujan ekstrim yang lebih tinggi dibandingkan dengan 
kejadian sebenarnya. Grafik FDK dari distribusi weibull memiliki grafik yang condong ke kanan di Pesisir 
Barat Lampung, Padang, Bengkulu, Kerinci, Palembang, dan Bandar Lampung, sedangkan untuk wilayah 
Sibolga dan Medan, grafik FDK lebih condong ke kiri.  
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Gambar 2. Grafik fungsi kepekatan peluang  di a) Perairan Barat Lampung, b) Bengkulu, 
 c) Padang, d) Sibolga, e) Kerinci, f) Medan, g) Palembang, dan h) Bandar Lampung 
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Selain menggunakan grafik, pencocokan distribusi dengan data sampel dilakukan melalui tes 
goodness of fit.Berdasarkan tabel 1, tipe distribusi terbaik yang dites menggunakan kolmogrov-smirnov (KS) 
dan anderson-darling (AD) adalah tipe distribusi GP, karena memiliki hasil nilai tes terendah. Pada tes 
menggunakan KS, tipe distribusi GP memiliki nilai terendah di Pesisir Barat Lampung (0.29313), Bengkulu 
(0.22245), Padang (0.22355), Kerinci (0.24343), Kualanamu (0.26626), Palembang (0.24896), dan Bandar 
Lampung (0.28915). Tes KS di wilayah Sibolga dari distribusi GEV memiliki nilai terendah yaitu 0.18505 
dan distribusi GP di peringkat kedua yaitu 0.20093.  

Curah Hujan
250200150100500

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Curah Hujan
250200150100500

Fr
ek

ue
ns

i
1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Curah Hujan
36032028024020016012080400

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Curah Hujan
200150100500

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Curah Hujan
1101009080706050403020100

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

 
Gambar 2. Grafik fungsi distribusi kumulatif di a) Perairan Barat Lampung, b) Bengkulu, c) Padang,  

d) Sibolga, e) Kerinci, f) Medan, g) Palembang, dan h) Bandar Lampung 

Curah Hujan
9080706050403020100

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Curah Hujan
200180160140120100806040200

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Curah Hujan
200150100500

Fr
ek

ue
ns

i

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

a b 

c d 

e f 

g h 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

35 
 

Pada tes menggunakan AD, tipe distribusi GP memiliki nilai terendah di Pesisir Barat Lampung 
(186.28), Padang (135.37), Sibolga (87.815),Kerinci (157.31), Kualanamu (200.93), Palembang (151.6), dan 
Bandar Lampung (202.25), sedangkan di Bengkulu nilai tes AD distribusi weibull memiliki nilai terendah 
yaitu 51.197.Berdasarkan tabel 1, dapat ditunjukkan bahwa distribusi terbaik dalam menggambarkan data 
observasi curah hujan yaitu distribusi GP. 

Pada tabel 2 ditunjukkan estimasi parameter dari distribusi GP dengan parameter sebagai berikut, ߦ 
adalah parameter bentuk kontinu, ߪ adalah parameter skala kontinu, dan ߤ adalah parameter lokasi kontinu. 
Dengan menggunakan persamaan 9 maka didapatkan fkp dari masing-masing wilayah, 

(ݔ)݂ =
1

4.9723
ቆ1 + 0.55763

ݔ) + 1.4246)
4.9723

ቇ
ିଵି భ

బ.ఱఱళలయ

 

untuk wilayah Pesisir Barat Lampung, 

(ݔ)݂ =
1

5.5584
ቆ1 + 0.53383

ݔ) + 1.4968)
5.5584

ቇ
ିଵି భ

బ.ఱయయఴయ

 

Tabel 1. Tes goodness of fit dengan tes Kolmogrof-Smirnov (KS) dan Anderson Darling(AD) 

Wilayah Distribusi
Kolmogorov-

Smirnov
Anderson-

Darling Wilayah Distribusi
Kolmogorov-

Smirnov
Anderso
n-Darling

Gen Extreme 
Value

0.31862 213.27 Gen Extreme 
Value

0.2684 180.19

Weibull 0.52653 -351.88 Weibull 0.47548 -178.4
Gen Pareto 0.29313 186.28 Gen Pareto 0.24343 157.31

Normal 0.32048 343.95 Normal 0.31843 342.72
Pearson 6 0.52653 1794.1 Pearson 6 0.47548 1456.9

Gen Extreme 
Value

0.22697 136.64 Gen Extreme 
Value

0.29367 227.44

Weibull 0.41724 51.197 Weibull 0.51729 -182.67
Gen Pareto 0.22245 118.21 Gen Pareto 0.26626 200.93

Normal 0.30974 285.22 Normal 0.32765 371.88
Pearson 6 0.41724 1109.8 Pearson 6 0.51729 1607.5

Gen Extreme 
Value

0.23553 157.42 Gen Extreme 
Value

0.27439 174

Weibull 0.43443 -13.723 Weibull 0.4815 -235.4
Gen Pareto 0.22355 135.37 Gen Pareto 0.24896 151.6

Normal 0.31675 310.68 Normal 0.31461 310.83
Pearson 6 0.43443 1288.8 Pearson 6 0.4815 1411

Gen Extreme 
Value

0.18505 104.87 Gen Extreme 
Value

0.31444 226.81

Weibull 0.35082 328.18 Weibull 0.53994 -176.58
Gen Pareto 0.20093 87.815 Gen Pareto 0.28915 202.25

Normal 0.29596 272.18 Normal 0.34426 407.38
Pearson 6 0.35252 986.78 Pearson 6 0.53994 1778.4

Palembang

Bandar 
Lampung

Peisir Barat 
Lampung

Bengkulu

Padang

Sibolga

Kerinci

Kualanamu
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untuk wilayah Bengkulu, 

(ݔ)݂ =
1

6.6518
ቆ1 + 0.52625

ݔ) + 1.8003)
6.6518

ቇ
ିଵି భ

బ.ఱమలమఱ

 

untuk wilayah Padang, 

(ݔ)݂ =
1

8.2153
ቆ1 + 0.46875

ݔ) + 1.9431)
8.2153

ቇ
ିଵି భ

బ.రలఴళఱ

 

untuk wilayah Sibolga, 

(ݔ)݂ =
1

2.3984
ቆ1 + 0.5711

ݔ) + 0.68348)
2.3984

ቇ
ିଵି భ

బ.ఱళభభ

 

untuk wilayah Kerinci, 

(ݔ)݂ =
1

2.5042
ቆ1 + 0.63058

ݔ) + 0.79402)
2.5042

ቇ
ିଵି భ

బ.లయబఱఴ

 

untuk wilayah Kualanamu, 

(ݔ)݂ =
1

3.9579
ቆ1 + 0.55465

ݔ) + 1.1283)
3.9579

ቇ
ିଵି భ

బ.ఱఱరలఱ

 

untuk wilayah Palembang, dan 

(ݔ)݂ =
1

2.0095
ቆ1 + 0.66151

ݔ) + 0.63931)
2.0095

ቇ
ିଵି భ

బ.లలభఱభ

 

untuk wilayah Bandar Lampung. 
Maka dengan persamaan tersebut di atas akan didapatkan probabilitas dengan x pada Tabel 3. Pada 

Tabel 3, probabilitas hujan dengan kategori sangat lebat (ekstrim) atau curah hujan dengan intensitas hingga 
melebihi 100 mm relatif rendah. Probabilitas hujanlebat di wilayah Pulau Sumatera berturut-turut yaitu 
Pesisir Barat Lampung (3.2%), Padang (4.5%), Sibolga (5.3%), Kerinci (1.1%), Kualanamu (1.6%), 
Palembang (2.3%),dan Bandar Lampung (1.3%). Probabilitas hujan sangat lebat (ekstrim) di 8 wilayah di 
Pulau Sumatera berturut-turut Pesisir Barat Lampung (1.1%), Bengkulu (1.2%), Padang (1.5%), Sibolga 
(1.7%), Kerinci (0.4%), Kualanamu (0.6%), Palembang (0.7%), dan Bandar Lampung (0.5%). Berdasarkan 
tabel 3, potensi terjadinya hujan ekstrim tertinggi di Sibolga dan terendah di Kerinci. 

 
 
 

 
 

Wilayah
k σ µ Wilayah P(X≤10) P(X>10) P(X>50) P(X>100)

Pesisir Barat 
Lampung 0.55763 4.9723 -1.4246

Pesisir Barat 
Lampung

77.2 22.8 3.2 1.1

Bengkulu 0.53383 5.5584 -1.4968 Bengkulu 75.2 24.8 3.5 1.2
Padang 0.52625 6.6518 -1.8003 Padang 71.4 28.6 4.5 1.5
Sibolga 0.46875 8.2153 -1.9431 Sibolga 67 33 5.3 1.7
Kerinci 0.5711 2.3984 -0.6835 Kerinci 89 11 1.1 0.4

Kualanamu 0.63058 2.5042 -0.794 Kualanamu 87.5 12.5 1.6 0.6
Palembang 0.55465 3.9579 -1.1283 Palembang 81.6 18.4 2.3 0.7

Bandar 
Lampung

0.66151 2.0095 -0.6393
Bandar 

Lampung
89.7 10.3 1.3 0.5

Tabel 2. Estimasi Parameter dari model 
distribusi Generalized Pareto 

Tabel 3. Fungsi distribusi kumulatif (FDK) dari 
distribusi GP 
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4. Kesimpulan dan Saran 
Berdasarkan observasi data hujan di 8 wilayah di Pulau Sumatera bahwa data hujan positively skewed 

(miring ke arah positif). Distribusi generalized pareto (GP) adalah distribusi terbaik dalam menggambarkan 
curah hujan dengan nilai terendah pada tes KS dan AD. Distribusi terbaik setelah distribusi GP adalah 
distribusi GEV dan distribusi paling buruk dalam menggambarkan curah hujan adalah distribusi normal. 
Probabilitas hujan ekstrim di 8 wilayah di Pulau Sumatera berturut-turut Pesisir Barat Lampung (1.1%), 
Bengkulu (1.2%), Padang (1.5%), Sibolga (1.7%), Kerinci (0.4%), Kualnamu (0.6%), Palembang (0.7%), 
dan Bandar Lampung (0.5%). 

Perlu adanya kajian mengenai pendugaan parameter dari distribusi GP yang berkaitan dengan 
ketakbiasan, varians minimum, dan konsistensi. Distribusi GP dapat digunakan untuk pengaplikasian curah 
hujan ekstrim. 
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Abstrak 

 
Produksi buah sirsak mengalami penurunan akhir-akhir ini, salah satu penyebabnya adalah 
serangan hama kutu putih (Pseudococcus cryptus). Penggunaan insektisida sintetik yang tidak 
tepat akan berdampak buruk. Oleh sebab itu, perlu dicarikan alternatif pengganti. Tanaman 
gamal (Gliricidia maculata) merupakan salah satu tanaman yang dapat dijadikan insektisida 
nabati karena mengandung senyawa kimia flavonoid. Penelitian ini bertujuan untuk 
mengkuantifikasi dan menentukan struktur senyawa flavonoid ekstrak polar daun gamal serta 
uji toksisitas terhadap mortalitas P. cryptus. Ekstraksi serbuk daun gamal dilakukan dengan 
cara maserasi bertingkat. Analisis penentuan struktur dan kuantifikasi senyawa flavonoid 
menggunakan Spektrofotometri UV-Vis dan FTIR dilakukan di Laboratorium Terpadu Sentra 
Inovasi Teknologi. Bioassay dilakukan di Laboratorium Zoloogi Unila. Analisis LC50 
ditentukan dengan analisis probit dan efektivitas ekstrak dengan Paired sampel Test. Hasil 
yang didapat yaitu ekstrak metanol serbuk daun gamal kultivar Pringsewu memiliki kadar 
flavonoid sebesar 4,5 mg/L kuersetin dan kadar fenolik sebesar 3,2 mg/L asam galat. 
Sedangkan ekstrak air memiliki kadar flavonoid sebesar 3,6 mg/L kuersetin dan kadar fenolik 
sebesar 1,7 mg/L asam galat. Senyawa flavonoid yang terkandung dalam serbuk daun gamal 
kultivar Pringsewu termasuk dalam golongan flavonol dengan struktur 3-hidroksi-2-fenil-1,4-
benzopiron. Ekstrak kasar air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu lebih efektif 
dibandingkan ekstrak murni air dengan nilai (0,106% : 0,164%). 

 
Kata kunci: Flavonoid;kuantifikasi;kutu putih; penentuan struktur. 

 
 
1. Pendahuluan 

Sirsak (Annona muricata L.) merupakan tanaman buah yang berasal dari Karibia, Amerika Tengah 
dan Amerika Selatan.Tanaman ini hidup pada daerah yang cukup berair. Di Indonesia penyebaran tanaman 
sirsak terdapat di daerah Jawa Barat, terutama Bandung Barat dan Bandung Selatan serta Jawa Tengah 
(Muizuddin dan Zubaidah, 2015).  

Produksi buah sirsak di Indonesia mengalami penurunan hingga 17% pada tahun 2011 (Statistik 
Pertanian, 2014).  Faktor penyebabnya adalah serangan hama dan penyakit pada tanaman buah sirsak 
sehingga kualitas dan kuantitas buah menurun.  Salah satu hama yang menyebabkan turunnya produksi 
sirsak adalah kutu putih (Pseudococcus cryptus).Kutu putih dapat menurunkan produksi buah sirsak hingga 
58% (Ivakdalam, 2010). Pengendalian hama kutu putih saat ini umumnya dilakukan petani dengan 
menggunakan insektisida sintetis karena lebih efektif, cepat diketahui hasilnya dan penerapannya relatif 
mudah.  Namun penggunaan insektisida sintetis dapat menimbulkan kerusakan, seperti timbulnya resistensi 
dan resurgensi pada hama sasaran dan terjadi pencemaran lingkungan (Oka, 1995). 

Guna mengurangi pemakaian insektisida sintetik perlu pemanfaatan intektisida nabati dari tanaman 
sebagai pengendalian hama kutu putih yang ramah lingkungan dan aman untuk kesehatan.  Insektisida nabati 
memiliki fungsi untuk mematikan serangga penganggu.  Salah satu tanaman yang dapat digunakan sebagai 
insektisida nabati adalah daun gamal (Gliricidia maculata). Daun gamal mengandung senyawa kimia antara 
lain flavonoid, saponin dan steroid (Lebang, dkk., 2016). 

mailto:nnukmal@yahoo.com
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Analisis kuantifikasi dan struktur senyawa yang berpotensi sebagai insektisida nabati pada tanaman 
gamal (G. maculata) dapat dilakukan dengan menggunakan spektrofotometri UV-Vis.Spektrum serapan 
ultra violet dan serapan tampak merupakan cara tunggal yang paling bermanfaat untuk mengindentifikasi 
struktur flavonoid. 
 
2. Metode Penelitian 

Alat yang akan digunakan dalam penelitian ini ialah, Rotavapor merk Buchi R-220 SE Rotavapor 
merk Buchi R-210 SE, lampu UV 254 nm dan 366 nm, MPLC, Spektrofotometri UV- Vis, FTIR. 

Bahan yang digunakan yaitu serbuk daun gamal, pelarut heksana dan diklorometana (DCM), metanol 
dan akuades, plat KLT fluorensensi, pelarut visualisasi CeSO4(10%), AICI3 (15%), dan NaOH, etanol, etil 
asetat, isopropanol dan aquapure, asam galat, folin, NA2CO3aquabidest, kolom C-19, kolom sphadex, dan 
kolom silika. Kutu putih sirsak (P. cryptus) betina dewasa beserta buah sirsak, dan buah sirsak muda. 
 Maserasi bertingkat ekstrak metanol dan air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu. Serbanyak 500 
gram serbuk daun gamal dimaserasi secara bertingkat menggunakan pelarut heksana, diklorometana, 
metanol dan air untuk memisahkan senyawa-senyawa polar dan non polar yang terkandung didalamnya.  
Maserasi dilakukan selama 1x24 jam dengan 4 kali pengulangan pada masing-masing pelarut. Filtrat 
metanol dan filtrat air selanjutnyadievaporasi hinggatidak adalagi kandungan pelarutnya.  Hasilevaporasi 
maserat metanol dan air kemudian dipekatkan dengan metoderekristalisasi menggunakanfreezedryer 
hinggamembentuk ekstrak kasar dalam bentuk pasta. Kromatografi Lapis Tipis dilakukan menggunakan 
eluen kombinasi, eluen digolongkan menurut ukuran kekuatan teradsorpsinya pelarut atau campuran pelarut 
tersebut pada adsorben.  Hasil evaporasi ekstrak kasar metanol dan air diKLT menggunakan plat KLT silika 
fluoresensi (5x2 cm), dengan larutan identifikasi CeSO4 10% dan AlCl315% dengan perbandingan 1:1.  
Eluen yang digunakan yaitu heksana dan etanol dengan perbandingan 7:3, 1:1, dan 3:7. 

MediumPressureLiquid Chromatography (MPLC). Untuk pemurnian ekstrak metanol dan air 
dilakukan dengan cara fraksinasi menggunakan Medium Pressure Liquid Chromatography (MPLC).  Fraksi- 
fraksi yang sudah didapat kemudian dikelompokkan berdasarkan warna dan hasil MPLC yang didapat lalu 
dievaporasi.  Hasil evaporasi dianalisis KLT kembali hingga didapatkan fraksi aktif kaya flavonoid yang 
dapat digunakan untuk Bioassay.  MPLC ekstrak kasar metanol menggunakan pelarut etanol dan heksana 
sedangkan untuk ekstrak kasar air menggunakan pelarut aquapure. 

Kromafotografi Kolom Grafitasi (KKG). Fraksi yang didapat dari pemurnian menggunakan MPLC 
dimurnikan kembali menggunakan kromatografi kolom grafitasi.  Proses KKG diawali dengan kolom C-18 
dilarutkan menggunakan air terlebih dahulu, kemudian dimasukkan kedalam wadah untuk pemisahan.  
Pelarut yang digunakan yaitu aquapure dan metanol 10%.  Hasil yang didapatkan dari pemisahan kemudian 
di KLT dan dilihat senyawa yang mempunyai nilai Rf yang sama. 

Spektrofotometri UV-Vis dan Spektrofotometri Inframerah Transformasi Fourier (FTIR). Analisis 
dilakukan dengan tahapan pembuatan larutan standar dan persiapan analisis ekstrak.  Sampel ditimbang 
sebanyak 0,4 gram kemudian diencerkan hingga 500x.  Kemudian sampel dianalisis dan ditentukan panjang 
gelombang maksimum dengan melihat nilai absorbansi pada ekstrak. Selanjutnyasenyawa flavonoid yang 
analisis menggunakan FTIR, di ambil sebanyak 0,1 g.  Sampel dipekatkan dan diteteskan pada alat kemudian 
diukur puncak serapannya untuk mendeteksi gugus-gugus fungsional yang terdapat dalam struktur senyawa 
isolat. 

Penentuan kadar fenolik dan flavonoid ekstrak metanol dan air. Analisis kadar fenolik dan 
flavonoid ekstrak metanol dan air menggunakan spektrofotometer UV- Vis. Kadar fenolik, larutan standar 
yang digunakan adalah asam galat. Konsentrasi larutan standar yang digunakan ialah 0, 2, 5, 8, 10, 12 dan 15 
mg/L. Larutan standar diukur dengan panjang gelombang 747 nm. Sedangkan, sampel yang digunakan 
adalah ekstrak kasar metanol dan air yang ditimbang sebanyak 5 mg kemudian dilarutkan 5 mL akuabides. 
Kemudian larutan standar dan sampel direaksikan dengan 1 mL folin dan didiamkan selama 5 menit. 
Selanjutnya, ditambahkan 4 mL Na2CO3 7,5% dan didiamkan 90 menit.  

Kadar flavonoid, larutan standar yang digunakan adalah kuersetin. Konsentrasi yang digunakan 0, 
2, 5, 8, 10, 12 dan 15 mg/L. Larutan standar diukur pada panjang gelombang 314 nm. Sedangkan sampel 
yang digunakan adalah ekstrak kasar metanol dan air yang ditimbang sebanyak 5 mg kemudian dilarutkan 5 
mL akuabides. Kemudian larutan standar dan sampel direaksikan dengan 0,3 mL NaNO2 5% dan didiamkan 
5 menit. Selanjutnya, ditambahkan 0,3 mL AlCl3 10% dan diamkan 5 menit serta ditambahkan kembali 2 
mL NaOH 1 M. 

Bioassay Fraksi Yang Didapat Terhadap Hama Kutu Putih Sirsak (Pseudococcus cryptus). Bioassay 
yang dilakukan adalah uji mortalitas terhadap hama kutu putih dengan pengaruh residu (residual effect). 
Setiap senyawa yang ditemukan pada tahapan fraksinasi dilakukan bioassay terhadap hama kutu putih betina 
stadium dewasa dengan media uji yang digunakan adalah buah sirsak tempat hama P. cryptus hidup.  Hal ini 
dilakukan untuk mengetahui senyawa aktif insektisida.Uji residu dilakukan dengan merendam buah sirsak 
dengan 5 taraf konsentrasi ekstrak metanol dan ekstrak air dengan konsentrasi (0%, 0,05%, 0,10%, 0,15% 
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dan 0,20%) (Aksah, 2016) selama 10 menit, 10 ekor (P. cryptus) betina dewasa yang sudah diaklimatisasi 
selama 1 hari sebelum perlakuan diletakkan pada buah sirsak yang sudah direndam dengan ekstrak daun 
gamal dan dipelihara pada wadah uji.Pengamatan mortalitas serangga uji dilakukan pada 24, 48 dan 72 jam 
setelah perlakuan.  Percobaan ini dilakukan masing-masing 3 kali ulangan. 

Larutan uji dikatakan efektif bila larutan tersebut memberikan nilai LC50 ≤ 5% (Prijono, 2005).  
Bioassay ekstrak kasar dan ekstrak murni menggunakan cara kerja yang sama tetapi, bioassay ekstrak murni 
menggunakan konsentrasi dari nilai LC50 hasil bioassay ekstrak kasar sebagai nilai tengah dengan range dua 
tingkatr keatas dan dua tingkat kebawah. 

Analisis data, data yang diperoleh selanjutnya dianalisis menggunakan analisis probit untuk 
menentukan nilai LC50 dan uji paired sampel test digunakan untuk menentukan larutan yang efektif sebagai 
insektisida nabati. 

 
3. Hasil dan Pembahasan 

Hasil maserasi bertingkat 500 gram serbuk daun gamal kultivar Pringsewu berupa filtrat metanol 
sebanyak 1.560 mL. Hasil evaporasi filtrat metanol dievaporasi dan didapat sebanyak 10,5 gram ekstrak 
pekat dalam bentuk pasta yang berwarna hijau pekat.  Ekstrak kasar tersebut sudah tidak mengandung 
pelarut yang digunakan pada saat maserasi sehingga sudah dapat diujikan pada serangga uji. 

Kromatogram hasil analisis KLT ekstrak kasar metanol dengan larutan identifikasi AlCl3, dan eluen 
etanol banding heksana (3:7) pada cahaya lampu UV dengan panjang gelombang 254 nm menunjukkan noda 
warna hijau kehitaman (Gambar 1a) dan pada panjang gelombang 366 nm berwarna jingga (Gambar 1b).  
Noda warna jingga menunjukkan bahwa ekstrak kasar metanol mengandung senyawa flavonoid (Aksah, 
2017).  Nilai Rf ekstrak kasar metanol yaitu 0,67.  
 

    
                               (a)                     (b)     (c) 
Gambar 1. Kromatogram KLT ekstrakkasar metanol kutivar Pringsewudengan menggunakan cahayaUV  

 (a) λ 254 nm (b) λ 366 nm (c) Kromatogram MPLC ekstrak kasar metanol kultivar Pringsewu 
 

Hasil partisi 5 gram, ekstrak kasar metanol kultivar Pringsewu menggunakan pelarut etil asetat dan 
air menghasilkan 3 gram fraksi etil asetat. Kromatogram hasil MPLC ekstrak kasar metanol kultivar 
Pringsewu dikelompokkan berdasarkan puncak tertinggi dari kromatogram yang dapat dilihat pada Gambar 
1c.  Hasil pengelompokan fraksi berdasarkan puncak pada kromatogram MPLC diperoleh 2 fraksi yaitu (F1) 
dan (F2).  Dari 2 fraksi yang didapatkan hanya terdapat 1 fraksi yang menunjukkan puncak tertinggi yaitu 
(F1).  
 

Hasil maserasi bertingkat 500 g serbuk daun gamal kultivar Pringsewu berupa filtrat air sebanyak 
2.900 mL.  Filtrat air dievaporasi dan di freeze dryer menghasilkan 59,5 g ekstrak kasar air dalam bentuk 
pasta yang berwarna coklat.  Ekstrak kasar tersebut dapat langsung diujikan pada serangga uji. 

Hasil analisis KLT ekstrak kasar air dengan larutan identifikasi AlCl3 dan eluen etanol dan heksana 
(1:1) pada cahaya lampu UV dengan panjang gelombang 254 nm menunjukkan noda berwarna hijau 
kehitaman dan pada gelombang 366 nm menunjukkan noda warna biru pada kromatogram (Gambar 2a dan 
2b). Noda warna biru pada panjang gelombang 366 nm menunjukkan bahwa ekstrak mengandung senyawa 
flavonoid (Nuari dkk., 2017).  Nilai Rf dari kromatogram menunjukkan nilai 0,88. 
 

F2 

F1 
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(a)   (b)             (c) 

 
Gambar 2. Kromatogram KLT ekstrakkasar air dengan menggunakan cahaya UV (a) λ 254 nm 

(b) λ 366 nm (c) Kromatogram MPLC ekstrak kasar air kultivar Pringsewu 
 
Hasil fraksinasi 6 gram ekstrak kasar air menggunakan MPLC diperoleh 3 fraksi (Gambar 2c). 

Diantara ketiga fraksi tersebut, fraksi 2 (F2) memiliki titik puncak paling tinggi, hasil evaporasinya diperoleh 
berat fraksi 2 sebesar 1,5 g. Hasil analisis KLT fraksi 2 hasil MPLC dengan eluen etanol: heksana (1:1) 
dapat dilihat pada kromatogram Gambar 3.  Nilai Rf dari Fraksi 2 yaitu 0,57. 

 

       
   

  (a)                                   (b)              (c) 
 

Gambar 3. Kromatogram KLT dari fraksi2 hasil MPLC ekstrak air (a) panjang gelombang 254 nm 
(b) panjang gelombang 366 nm (c) AlCl3 

 
Hasil permurnian menggunakan kolom C-18, sebanyak 0,1 gram F2 yang dilarutkan dengan 1 mL 

aquapure didapatkan berupa 19 fraksi. Sampel didalam botol yang memiliki warna kuning pekat kemudian 
dianalisis menggunakan KLT untuk melihat senyawa yang mempunyai karakter dominan yang ada didalam 
ekstrak.  Fraksi 2 nomor 10 atau disebut (F2-10) merupakan fraksi 2 yang memilki warna kuning paling 
pekat (Gambar 4a). 

 

      
(a)      (b)    (c) 

 
Gambar 4. (a) F2-10 hasil kromatografigravitasiKromatogram KLT F2-10 hasil kromatografigravitasi 

 (b) λ 254 nm AlCl3(c) λ 366 nm AlCl3 
 

Hasil analisis KLT (F2-10) mempunyai warna biru saat diamati menggunakan lampu panjang 
gelombang 366nm dan pelarut visualisasi AICI3.  Nilai Rf dari kromatogram yaitu 0,63 (Gambar 4c). 
Fluoresensi pada kromatogram hasil KLT menunjukkan adanya senyawa flavonoid pada ekstrak 
(Afryorawan, 2013).  F2-10 dievaporasi hingga ekstrak tidak mengandung pelarut. 

Hasil analisis spektrum FTIR fraksi F2-10 yang sudah dipekatkan dan sudah murni pada rentang 
gelombang 200-800 nm disajikan dan hasil Spektrum UV-Vis fraksi senyawa flavonoid ekstrak murni air 
F2-10 kultivar Pringsewu dalam pelarut air disajikan pada (Gambar 5a) dan (Gambar 5b) 

 

F3 
F1 

F2 
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                (a)      (b) 
 
Gambar 5. (a) Spektrum FTIR fraksi F2-10ekstrak air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu 

 (b) Hasil spektrofotometer UV-Vis ekstrak murni air F2-10 kultivar Pringsewu 
 

Spektrum FTIR (Gambar 5a) memberikan informasi pita melebar pada daerah 3235,3 cm-1 yang 
menunjukan adanya vibrasi ulur untuk gugus hidroksil (OH) dapat membentuk ikatan hidrogen dalam 
molekul.  Pada serapan gelombang 2929,7 cm-1 menunjukan adanya C-H alifatik karena berada disebelah 
kanan 3000 cm-1 (Ghafur dkk., 2013). Pada serapan bilangan gelombang 1565,5 cm-1 dan 1401,5 cm-1 

menunjukan adanya serapan C=C aromatik.  Tetapi, puncak serapan C=O pada bilangan rendah disebabkan 
oleh terbentuknya ikatan hidrogen internal dan molekul, dibandingkan karbonil pada keton (Afriyorawan, 
2013).  

Menurut Afriyorawan (2013), adanya serapan bilangan gelombang 1230,0 cm-1 dan 1028,7 cm-1 

menunjukkan serapan dari C-O alkohol, sedangkan pada serapan gelombang 745,5 adalah serapan dari C-H 
aromatik. Hasil spektro UV-Vis ekstrak air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu pada Gambar 5b, diduga 
termasuk senyawa flavonoid golongan flavonol. Karena memiliki panjang gelombang puncak (pita II) adalah 
263 nm dan puncak pada (pita I) 386 nm.  Neldawati dkk (2013) mengungkapkan bahwa panjang gelombang 
dengan puncak (pita II) 250 - 280 nm dan pada (pita I) 330 - 385 merupakan senyawa flavonoid golongan 
flavonol. Berdasarkan hasil analisis dari spektrum FTIR dan UV-Vis diketahui senyawa flavonoid ekstrak 
murni air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu adalah golongan flavonol.  Senyawa dari golongan flavonol 
memiliki struktur 3-Hydroxy-2-phenyl-chromen-4-one. 

Pada umunya senyawa flavonol akan mengalami pergeseran puncak absorbsi kearah panjang 
gelombang yang lebih besar (batokromik) karena memiliki gugus hidroksil (Darmawati dkk., 2015). 
 

Nilai LC50 ekstrak kasar metanol yang didapatkan sebesar 0,213% (Gambar 6a) dan ekstrak kasar air 
sebesar 0,106% (Gambar 6b).  Nilai LC50 ini digunakan sebagai penentuan rentang konsentrasi pada 
pengujian ekstrak metanol dan ekstrak air daun gamal kultivar Pringsewu terhadap mortalitas hama kutu 
putih serta untuk bioassay pada ekstrak murni metanol dan air. 
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(a)  (b) 

 
Gambar 6. (a) Hasil analisis probit ekstrakkasar metanol kultivar Pringsewu terhadap mortalitashama kutu 
putih (P. cryptus) (b)Hasil analisis probit ekstrakkasar air kultivar Pringsewu terhadap mortalitas hamakutu 

putih (P. cryptus) 
 

Hasil analisis kurva kalibrasi kuersetin didapatkan kurva baku dengan persamaan regresi linear y = 
0,071x + 0,002 dengan harga koefisien korelasi (R2) 0,995 (Gambar 7a) dan hasil analisis terhadap larutan 
asam galat didapatkan kurva kalibrasi dengan persamaan regresi linear y = 0,040x + 0,002 dengan harga 
koefisien korelasi (R2) 0,999 (Gambar 7b). Nilai R2 yang mendekati satu menunjukkan persamaan regresi 
linear (Kusuma, 2012) 
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(a)      (b) 

 
Gambar 7. (a) Kurva kalibrasi kuersetin (b)Kurva kalibrasi asam galat 
 

Hasil analisis kadar flavonoid ekstrak kasar metanol dan air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu 
yang diperoleh dapat dilihat pada Tabel 1. 
 

Tabel 1. Kadar Flavonoid Ekstrak Kasar Metanol dan Air Daun Gamal Kultivar Pringsewu 
 

Ekstrak Absorbansi Kadar flavonoid (mg/L 
kuersetin) 

Kadar rata-rata flavonoid 
(mg/L kuersetin) ± SD 

Metanol 
0,3788 
0,2937 
0,2965 

5,3 
4,1 
4,1 

4,5 ± 0,6928 
 

Air 
0,2569 
0,2598 
0,2672 

3,6 
3,6 
3,7 

3,6 ± 0,0577 
 

 
Hasil perhitungan kadar flavonoid ekstrak serbuk daun gamal dapat dilihat ekstrak metanol miliki 

kadar flavonoid lebih tinggi dibandingkan dengan ekstrak air (Tabel 1).  Perbedaan kadar flavonoid yang 
dihasilkan dapat disebabkan karena perbedaan pelarut yang digunakan pada waktu ekstraksi.  Tingginya 
kadar flavonoid pada ekstrak metanol menjelaskan bahwa karakteristik senyawa flavonoid pada ekstrak 
serbuk daun gamal kultivar Pringsewu mempunyai kepolaran yang sama dengan metanol, sehingga ekstrak 
dengan pelarut metanol menghasilkan kandungan senyawa flavonoid yang tinggi (Suryani, 2016). 

Hasil perhitungan yang diperoleh dari nilai absorbansi sampel ke dalam persamaan kurva baku asam 
galat dapat dilihat pada Tabel 2. 

 
Tabel 2. Kadar Fenolik Ekstrak Kasar Metanol dan Air Serbuk Daun GamalKultivar Pringsewu 

 

Ekstrak Absorbansi Kadar fenolik (mg/L 
asam galat) 

Kadar rata-rata fenolik 
(mg/L asam galat) ± SD 

Metanol 
0,1353 
0,1331 
0,1388 

3,2 
3,2 
3,3 

3,2 ± 0,6557 

Air 
0,0737 
0,0736 
0,0739 

1,7 
1,7 
1,7 

1,7 ± 0 

 
Hasil perhitungan kadar fenolik ekstrak kasar metanol serbuk daun gamal lebih tinggi dibandingkan 

dengan ekstrak kasar air.  Adanya perbedaan tersebut dikarenakan perbedaan pelarut yang digunakan sangat 
mempengaruhi jumlah kadar fenolik dan senyawa fenol yang larut dipengaruhi oleh kepolaran pelarut.  Jika 
tingginya kadar fenolik pada ekstrak metanol serbuk daun gamal kultivar Pringsewu mempunyai kepolaran 
yang sama dengan senyawa fenolik.  Suryani dkk. (2016) menyatakan bahwa senyawa polar akan larut pada 
pelarut polar dan senyawa non-polar akan larut dengan pelarut non-polar. 

 
 Persentase mortalitas hama kutu putih pada buah sirsak dengan perlakuan ekstrak kasar air dan 
ekstrak murni air daun gamal dapat dilihat pada Gambar 8a dan Gambar 8b. 
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(a) (b) 

 
Gambar 8. (a) Persentase kematian hama kutu putih (P. cyptus) pada buah sirsak dengan perlakuan ekstrak  

kasar air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu padakonsentrasidan waktu yangberbeda. (b) Persentase 
kematian hama kutu putih (P. cryptus) pada airserbuk daun gamal kultivar Pringsewu pada konsentrasi dan 

waktu yang berbeda. 
 

Hasil bioassay ekstrak kasar dan ekstrak murni air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu 
memberikan efek kematian terhadap kutu putih sirsak.  Kematian kutu putih sirsak dengan persentase 
tertinggi menggunakan perlakuan ekstrak kasar air pada konsentrasi 0,05% dengan kematian mencapai 
66,6% pada 72 jam setelah perlakuan.  Sedangkan pada perlakuan menggunakan ekstrak murni air 
persentase kematian tertinggi pada konsentrasi 0,212% dengan kematian mencapai 60%. 

Hasil uji paired T test pada taraf (sig < 0,05) rata-rata kematian hama kutu putih yang diperlakukan 
dengan ekstrak kasar dan ekstrak murni air serbuk daun gamal pada konsentrasi ekstrak yang berbeda dapat 
dilihat pada Tabel 3. 
 

Tabel 3. Hasil analisis paired T testkematian kutu putih (ekor ± sd) setelah diperlakukan denganekstrak 
kasar dan ekstrak murni airserbuk daungamal kultivar Pringsewu 72 jam setelah perlakuan 

 
Ekstrak kasar air Ekstrak murni air Sig.(2-tailed) 

Konsentrasi Rata-rata ± 
SD 

Konsentrasi Rata-rata ± 
SD 

0,00 0,11 ± 0,33 0,00 0,44± 0,88 0,34 
0,05 6,00 ± 1,11 0,05 3,33 ± 2,00 0,00 
0,10 3,00 ± 1,65 0,11 2,33 ± 2,50 0,28 
0,15 4,88 ± 1,45 0,16 1,55 ± 2,18 0,00 
0,20 4,44 ± 2,35 0,21 2,22 ± 2,90 0,23 

 
Rata-rata kematian hama kutu putih yang diperlakukan dengan ekstrak kasar air serbuk daun gamal 

kultivar Pringsewu konsentrasi 0,05% dan 0,15% berbeda nyata dengan ekstrak murni air (p < 0,05).  Rata-
rata kematian hama kutu putih yang diperlakukan dengan ekstrak kasar air lebih banyak dibandingkan 
ekstrak murni air untuk semua tingkatan konsentrasi (Tabel 3), mungkin hal ini disebabkan karena adanya 
kerja sinergisme berbagai komponen senyawa bioaktif pada ekstrak kasar air.  

Menurut Safirah (2016) senyawa metabolit sekunder memiliki berbagai mekanisme kerja yang 
bekerja secara sinergis. Kombinasi antara kandungan senyawa seperti tanin, flavonoid, saponin, dan alkaloid 
menyebabkan efek sinergisme dalam mematikan serangga. 

Hasil uji paired T test (sig < 0,05) rata-rata kematian hama kutu putih yang diperlakukan dengan 
ekstrak kasar dan ekstrak murni air serbuk daun gamal kutlivar Pringsewu pada waktu pengamatan yang 
berbeda dapat dilihat pada  
Tabel 4. 
 

Tabel 4. Hasil analisis paired T testrata-rata kematian kutu putihsetelah diberi perlakuan dengan ekstrak 
kasar dan ekstrak murni air serbuk daungamal kultivarPringsewu pada waktu pengamatanberbeda 

Waktu setelah 
perlakuan 

(Jam) 

Rata-rata kematian kutu putih (ekor ± sd) Sig. (2-tailed) 
Ekstrak kasar air Ekstrak murni air 

24 3,33 ± 1,77 0,50 ± 1,00 0,00 
48 4,41 ± 1,78 1,75 ± 1,21 0,00 
72 6,00 ± 1,41 4,83 ± 2,24 1,47 
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Rata-rata kematian hama kutu putih yang diperlakukan dengan ekstrak kasar air serbuk daun gamal 
kultivar Pringsewu pada 24 jam dan 48 jam setelah perlakuan berbeda nyata dengan ekstrak murni air (p < 
0,05), tetapi tidak berbeda nyata pada 72 jam setelah perlakuan (Tabel 4), meskipun ekstrak kasar air dan 
ekstrak murni serbuk daun gamal kultivar Pringsewu pada perlakuan 72 jam memiliki waktu yang lebih lama 
dibandingkan dengan ekstrak kasar air dan ekstrak murni air pada perlakuan 24 jam dan 48 jam.  Hal ini 
mungkin dikarenakan rentang waktu yang lebih lama dapat menyebabkan mortalitas kutu putih meningkat.  
Apabila zat toksik yang terakumulasi dalam waktu yang lama dapat menyebabkan kematian serangga (Raini, 
2007). 

Wirasuta dan Niruri (2006), mengungkapkan bahwa konsentrasi yang rendah tetapi dengan waktu 
kontak lama dapat menimbulkan efek tosik yang sama dengan zat yang terpapar pada konsentrasi tinggi 
dengan waktu kontak yang singkat, hal ini bergatung kepada konsentrasi dan lamanya ekposisi zat racun. 

Keefektifan dari ekstrak kasar dan murni air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu juga dapat dilihat 
dari hasil analisis probit kedua ekstrak pada 24 - 72 jam setelah perlakuan dan pada konsentrasi berbeda 
(Tabel 5). 
 
Tabel 5. Nilai LC50 hasil analisis probit ekstrak kasar dan murni air serbukdaun gamal   
 kultivar Pringsewupada 24 - 72 jam setelah perlakuan 

Waktu (Jam) Nilai LC50 (%) Selisih (%) 
Ekstrak Kasar Air Ekstrak Murni Air 

24 0,290 - - 
48 0,478 - - 
72 0,106 0,164 0,058 

 
Pada 24 jam dan 48 jam setelah perlakuan nilai LC50 ekstrak murni air tidak bisa ditentukan, karena 

kematian serangga uji belum mencapai 50%.  Nilai LC50 ekstrak kasar air serbuk daun gamal kultivar 
Pringsewu lebih rendah 0,058% dibandingkan dengan ekstrak murni air pada waktu perlakuan yang sama.  
Hal ini menunjukkan bahwa ekstrak kasar air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu lebih efektif 
dibandingkan dengan ekstrak murni air, karena untuk mematikan 50% serangga uji dibutuhkan konsentrasi 
ekstrak kasar air yang lebih kecil dibandingkan dengan ekstrak murni air. 

Rimijuna dkk (2017) menyatakan bahwa, setiap senyawa metabolit sekunder memiliki kemampuan 
yang berbeda dalam mengendalikan hama.  Flavonoid merupakan senyawa pertahanan tumbuhan yang 
bersifat menghambat nafsu makan serangga, tanin dapat menurunkan kemampuan mencerna makanan pada 
serangga dengan cara menurunkan aktifitas enzim pencernaan (Dinata, 2008). Saponin dapat menghambat 
kerja enzim proteolitik yang menyebabkan penurunan aktifitas enzim pencernaan dan penggunaan protein 
(Suparjo, 2008). 

Sinaga (2009) berpendapat bahwa kandungan metabolit sekunder seperti glikosida flavonoid pada 
tanaman bersifat racun perut. Kasumbogo (2006) menambahkan, hama kutu putih mendapatkan makanan 
dengan menghisap cairan yang ada pada tanaman inangnya, sehingga senyawa masuk melalui saluran 
pencernaan oleh karena itu kutu putih akan mati akibat racun perut yang terhisap saat kutu putih menghisap 
tanaman inang.  Senyawa toksik menembus dinding usus selanjutkan akan mengganggu metabolisme 
serangga sehingga menyebabkan kematian pada serangga tersebut. 

 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan didapat kesimpulan sebagai berikut : 
1. Ekstrak metanol serbuk daun gamal kultivar Pringsewu memiliki kadar flavonoid sebesar 4,5 mg/L 

kuersetin dan kadar fenolik sebesar 3,2 mg/L asam galat. Sedangkan ekstrak air memiliki kadar flavonoid 
sebesar 3,6 mg/L kuersetin dan kadar fenolik sebesar 1,7 mg/L asam galat. 

2. Ekstrak murni air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu mengandung senyawa flavonoid dari golongan 
flavonol dan struktur senyawanya terdiri dari kerangka struktural 3-hidroksi-2-fenil-1,4-benzopiro 

3. Ekstrak kasar air serbuk daun gamal kultivar Pringsewu lebih efektif terhadap mortalitas hama kutu putih 
pada tanaman sirsak berdasarkan nilai LC50 ekstrak kasar air sebesar 0,106% dibandingkan ekstrak murni 
air daun gamal LC50 sebesar 0,164%. 
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Abstrak  

 
Penelitian ini menjelaskan barisan yang dalam banyak hal mirip dengan barisan Fibonacci: 
diberikan n, jumlahkan dua suku sebelumnya dan bagi dengan pangkat dari n. Pada abad ke-
13, Leonardo da Pisa (yang juga dikenal dengan nama Fibonacci) menuliskan suatu problem 
dibukunya Liber Abaci. Problemnya adalah menghitung populasi pasangan kelinci pada 
bulan tertentu dimana sepasang kelinci yang melahirkan pasangan kelinci muda. Kemudian 
pasangan kelinci yang sudah beranak ini beranak lagi dan seterusnya. Barisan bilangan 
Fibonacci n-bebas dimulai dengan dua bilangan bulat, didefinisikan oleh relasi rekurensi 
khusus dimana setelah menambahkan dua suku sebelumnya, pangkat n yang mungkin dapat 
segera dihapus dari suku terbaru dalam barisan. Hasil dari pembuktian barisan bilangan 
Fibonacci n-bebas untuk n: 2, 3, 4 dan 5 memiliki sifat yang berbeda-beda, hal ini 
berdasarkan karakteristik masing-masing n yang dituliskan berdasarkan teorema dan lemma. 

 
Kata kunci:bilangan Fibonacci; keterbagian; modulo; bilangan bulat positif. 
 
 

1. Pendahuluan  
Didalam matematika terdapat banyak cabang pembagian ilmu matematika salah satunya adalah 

teori bilangan. Teori bilangan merupakan salah satu cabang ilmu matematika murni yang mempelajari sifat-
sifat bilangan bulat dan mempunyai berbagai masalah terbuka yang dapat dengan mudah dimengerti. 

Awal kebangkitan teori bilangan modern dipelopori oleh Pierre de Fermat (1601-1665), Leonhard 
Euler (1707-1783), J.L Lagrange (1736-1813), A.M. Legendre (1752-1833), Dirichlet (1805-1859), 
Dedekind (1831-1916), Riemann (1826-1866), Giussepe Peano (1858-1932), Poisson (1866-1962), dan 
Hadamard (1865-1963). Sebagai seorang pangeran matematika, Gauss begitu terpesona terhadap keindahan 
dan kecantikan teori bilangan, dan untuk melukiskannya, ia menyebut teori bilangan sebagai The Queen of 
Mathematics. Pada masa ini, teori bilangan 
tidak hanya berkembang sebatas konsep, tapi juga banyak diaplikasikan dalam berbagai bidang ilmu 
pengetahuan dan teknologi. Hal ini dapat dilihat pada pemanfaatan konsep bilangan dalam metode kode 
baris, kriptografi, komputer,dan lain sebagainya (Burton, 1980).  

Pada abad ke-13, Leonardo da Pisa (yang juga dikenal dengan nama Fibonacci) menuliskan suatu 
problem dibukunya Liber Abaci. Problemnya adalah menghitung populasi pasangan kelinci pada bulan 
tertentu dimana sepasang kelinci yang melahirkan pasangan kelinci muda. Kemudian pasangan kelinci yang 
sudah beranak ini beranak lagi dan seterusnya. Dengan asumsi tidak ada kelinci yang mati, pada bulan 
pertama dan kedua terdapat satu pasang kelinci. Pada akhir bulan ketiga bertambah satu menjadi dua pasang 
kelinci, pada bulan keempat, sepasang pasangan kelinci dilahirkan sehingga menjadi tiga pasang kelinci, 
pada akhir bulan kelima dua pasang kelinci melahirkan sehingga menjadi lima pasang kelinci, dan 
seterusnya. Banyaknya pasangan kelinci setiap awal bulan berturut-turut terlihat pada barisan di bawah ini: 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... 
yang dikenal dengan barisan Fibonacci, dan suku-sukunya disebut bilangan Fibonacci. 

Barisan bilangan Fibonacci n-bebas dimulai dengan dua bilangan bulat, namun didefinisikan oleh 
relasi rekurensi khusus dimana setelah menambahkan dua suku sebelumnya, pangkat maksimum n dapat 
segera dihapus dari suku terbaru dalam barisan. Dalam penelitian ini, akan dikaji dan dibuktikan barisan 
bilangan Fibonacci n-bebas, yaitu untuk n kecil: 2, 3, 4, dan 5 berdasarkan lemma-lemma yang telah 
dituliskan.  
 
2. Bahan dan Metode Penelitian 

Metode-metode yang digunakan untuk membuktikan barisan bilangan Fibonacci n-bebas ini yaitu 
mengumpulkan bahan literature seperti buku dan jurnal: 

mailto:irmawati0337@gmail.com
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1. Keterbagian atau divisibility artinya, sudut pandang matematika yang mempelajari suatu bilangan yang 
habis dibagi    oleh bilangan lain. Misalkan suatu bilangan bulat b dikatakan terbagi oleh bilangan bulat 
a 0 jika terdapat bilangan    bulat c sehingga b = ac, dapat ditulis a│b. Notasi ∤digunakan untuk 
menyatakan tidak habis terbagi oleh a(Sukirman, 1997). 

2. Modulo adalah suatu metode dalam ilmu matematika yang menyatakan suatu sisa  bilangan bulat jika 
dibagi dengan  bilangan bulat yang lain. Misalkan didefinisikan a adalah bilangan bulat dan m adalah 
bilangan bulat > 0. Operasi a mod m (dibaca “a modulo m”) memberikan sisa jika a dibagi dengan m. 
Notasi: a mod m = r sedemikian sehingga        a = mq + r, dengan 0 ≤  i<m (Grillet, 2007). 

3. Relasi Kongruensi, misalkan a dan b adalah bilangan bulat dan m bilangan bulat m> 0, a kongruen 
dengan b mod m, dituliskan dengan a ≡ b (mod m) jika m habis membagi a – b (Grillet, 2007). 

4. Faktor Persekutuan Terbesar, misalkan a dan b dua bilangan bulat dimana minimal salah satunya tidak 
nol.Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) atau Greatest Common Divisor (GCD) dari a danb adalah 
bilangan bulat d yang      memenuhi: 
1) d│a dan d│b 
2) Jika c│a dan c│b maka c ≤ d (Sukirman,1997). 

5. Barisan Fibonacci didefinisikan sebagai berikut: 
 ଵ= 1ܨ
 ଶ= 2ܨ

 ିଶ; n ≥ 3ܨ + ିଵܨ = ܨ
Simbol ܨ untuk menyatakan jumlah n suku pertama barisan Fibonacci. 

 .ଷ dan seterusnyaܨ + ଶܨ = ସܨ ; ଶܨ + ଵܨ = ଷܨ  ,ܨ
      Penjelasan: barisan ini berawal dari 0 dan 1, kemudian angka berikutnya didapat dengan cara 

menambahkan kedua  
     bilangan yang berurutan sebelumnya. Dengan aturan ini, maka barisan Fibonacci yang pertama 

adalah:  
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, dan seterusnya. 

Lucas mengembangkan barisan yang mempunyai sifat seperti barisan Fibonacci, yang selanjutnya 
disebut barisan Lucas. Sifat dasar barisan Lucas sama dengan barisan Fibonacci, yang berbeda adalah 
suku keduanya. Barisan Fibonacci kedua yang paling terkenal adalah barisan bilangan Lucas ܮ yang 
dimulai dengan ܮ = 2 dan L1 = 1. Barisan Lucas yaitu 2, 1, 3, 4, 7, 11, . . . dst (Avila, 2014). 

6. Barisan Fibonacci n-bebas dimulai dengan dua bilangan bulat, ܽଵ dan ܽଶ, dan didefinisikan oleh 
pengulangan   rekurensi ܽ = ( ܽିଵ + ܽିଶ)/݊ dimana k adalah pangkat dari n. Untuk dilanjutkan, 
dikatakan bilangan dalam barisan yang dimulai dengan ܽ = 0 dan ܽଵ = 1 merupakan bilangan 
Fibonacci n-bebas. Selanjutnya, akan dibahas barisan yang dimulai dengan dua bilangan bulat non-
negatif. Ini tidak berarti bahwa tidak mengabaikan tentang pasangan awal lainnya, tetapi barisan positif 
mencakup semua kasus penting. Memang, jika dimulai dengan dua bilangan negatif, barisan bisa kalikan 
oleh -1 dan didapatkan semua barisan positif.Jika dimulai dengan dua angka nol, didapatkan semua 
barisan nol. Jadi hanya akan dibahas barisan yang tidak memiliki dua angka nol di awal. Perhatikan 
bahwa barisan non-negatif dapat memiliki nol hanya dalam salah satu dari dua posisi awal, tidak 
selanjutnya (Avila, 2014). 

 
Berikut adalah langkah-langkah penelitian yang dilakukan: 
1. Mengkajibarisan bilangan Fibonacci n-bebas yang dituliskan dalam bentuk, teorema dan lemma. 
2. Membuktikanbarisan bilangan Fibonacci n-bebas untuk n: 2, 3, 4, dan 5 berdasarkan teorema dan 

lemma. 
3. Membandingkanbarisan bilangan Fibonacci n-bebas yang didapat pada langkah nomor (2). 
4. Menarik kesimpulan terhadap barisan bilangan Fibonacci yang telah dibuktikan. 

 
3. Hasil dan Pembahasan 
 
Lemma 3.1.1Setiap barisan Fibonacci 2-bebas akhirnya berubah menjadi siklus panjang 1: x, x, x, . . ., 
untuk x ganjil. 
Bukti: 
Mengikuti dari bukti ini bahwa untuk berurutan dimulai dengan	ܽଵ, ܽଶ, jumlah langkah sampai siklus 
tercapai tidak lebih dari maks (ܽଵ, ܽଶ). Di sisi lain, bagian barisan sebelum siklus dapat berubah-ubah 
panjangnya. Ini diikuti dari lemma berikut. 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

51 
 

Lemma 3.1.2Untuk setiap dua angka ganjil ܽଵ, ܽଶ, sebelumnya angka ganjil ܽ	dapat ditemukan sehingga 
ܽ	, ܽଵ, dan ܽଶ membentuk barisan Fibonacci 2-bebas. 
Bukti:  
Dipilih bilangan bulat positif k sehingga 2ܽଶ>ܽଵ dan atur ܽuntuk menjadi sama dengan 2ܽଶ – ܽଵ. 
Ada banyak cara untuk membuat awalan untuk barisan Fibonacci 2-bebas. Barisan tersebut minimal dibuat 
ketika memilih pangkat dari 2 yang masih memungkinkan untuk memiliki anggota yang positif dalam 
barisan. Secara eksplisit dibuat seperti contoh dimulai dengan ܽଵ = 3, dan ܽଶ = 1.  
Contoh: 
Didapatkan barisan 2-bebas (A233526):  
1, 3, 1, 5, 3, 7, 5, 9, 1, 17, 15, 19, 11, 27, 17, 37, 31, 43, 19, 67, 9, 125, 19, 231, 73, 389, 195, 583, 197, 969, 
607, 1331, 1097, 1565, 629, 2501, …, dst. 
Berdasarkan contoh barisan diatas, barisan bisa dibuat mundur. 
 
Lemma 3.2.1Setiap siklus panjang 3 di barisan Fibonacci-3 bebas adalah dalam bentuk k, k, 2k. 
Bukti.  
Pertimbangkan panjang 3 siklus a, b, c. Dari definisi barisan Fibonacci 3-bebas, diketahui hubungan berikut: 

a + b = 3௫c      (1) 
b + c = 3௬a      (2) 
c + a = 3௭b      (3) 

Tanpa kehilangan bentuk umum, ambil a ≡ b (mod 3). Kemudian a + b 0 (mod 3), sehingga kita memiliki x 
= 0 dan     a + b = c. Substitusikan c dan tambahkan persamaan (2) dan (3) untuk mendapatkan a + b = 
3௬ିଵa + 3௭ିଵb. Sejak             3 ∤a + b, antara y = 1 atau z = 1. Jika y = 1, maka b = 3௭ିଵb, karenanya z = 1. 
Demikian pula, z = 1 menyatakan y = 1. Dalam kedua kasus, y = z = 1. Kemudian dapat dipecahkan untuk 
variabel awal ditunjukkan bahwa a = b dan c = a + b. Dituliskan kembali, a = k, b = k, dan c = 2k. 
 
Akibat 3.2.1Bilangan k dalam siklus Lemma 3.2.1 adalah pembagi umum terbesar dari barisan. 
Bukti:  
Karena Fibonacci sifat tambahan, jika sejumlah bilangan membagi dua atau lebih elemen dari barisan (tidak 
termasuk dua bilangan awal, yang mungkin dibagi 3), harus membagi semua bilangan dalam barisan. 
Demikian, k harus membagi setiap elemen. Yang paling sedikit dari elemen ini, maka, hanya k itu sendiri, 
sehingga menjadikannya pembagi umum terbesar. 
 
Lemma 3.2.2Setiap siklus dalam barisan Fibonacci 3-bebas adalah panjang 3n untuk suatu bilangan bulat 
n positif. 
Bukti:  
Mulailah dengan barisan Fibonacci 3-bebas, dan dibagi pangkat FPB dari semua elemen. Barisan yang 
dihasilkan adalah barisan Fibonacci-3 bebas dengan setidaknya satu elemen ganjil. Jelas bahwa membagi 
atau mengalikan jumlah apapun oleh 3 tidak mengubah paritasnya. Dengan demikian, setiap barisan, terlepas 
dari berapa banyak faktor dari 3 dibagi dari setiap suku, akan memiliki struktur dasar yang sama dalam 
paritasnya. 
 
Lemma 3.2.3Dalam barisan Fibonacci 3-bebas, pembagian terjadi untuk setiap suku atau untuk setiap suku 
lainnya. Dengan kata lain, tidak bisa memiliki bagian barisan panjang 3 sehingga setiap suku adalah jumlah 
dari dua suku sebelumnya.  
 
Lemma 3.2.4Ada bagian barisan pembagi yang sangat panjang. 
Bukti.  
Buktinya dilakukan dengan konstruksi eksplisit. Pertimbangkan definisi dari pembagi-bagian barisan besar. 
Dalam hal ini, dibagi oleh pangkat 3 setelah setiap langkah tambahan, selain itu sehingga 3k · an = an-1 + an-2 
untuk k> 0. Ekuivalen, an-2 = 3k · an - an-1. Dengan demikian, dengan dipilih an dan an-1, dan dipilih barisan 
yang terpenuhi pada hubungan ini, barisan dapat dengan mudah dibuat mundur. Hanya satu persyaratan yaitu 
bahwa setiap suku barisan positif, dan setiap langkah memuat pembagi, maka akan cukup untuk memberi 
barisan seperti 3k ∙ an – an-1 > 0 dan k > 0 untuk semua n. 
Contoh: 
Didapatkan barisan 3-bebas A233525): 
1, 1, 2, 1, 5, 4, 11, 1, 32, 49, 47, 100, 41, 259, 110, 667, 323, …, dst. 
 
Lemma 3.3.1Barisan Fibonacci 4-bebas memuat bilangan ganjil. 
Bukti.  
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Misalkan ada barisan Fibonacci 4-bebas yang hanya memuat angka genap. Kemudian abaikan persyaratan 
awal, semua elemen dari barisan yang kongruen modulo 4. Oleh karena itu, dibagi oleh pangkat 4 setiap 
waktu. Hal ini tidak bisa berlangsung selamanya. 
 
Lemma 3.3.2Setelah kejadian pertama bilangan ganjil, barisan Fibonacci 4-bebas tidak dapat memiliki dua 
bilangan genap berturut-turut. 
Bukti.  
Mulailah dengan jumlah ganjil pertama. Langkah-langkah yang tidak termasuk pembagian menghasilkan 
pola paritas: ganjil, ganjil, genap, ganjil, ganjil, genap dan seterusnya. Jadi tidak ada dua bilangan genap 
berturut-turut. Itu berarti bisa didapatkan perkalian 4 setelah menjumlahkan dua bilangan ganjil. Mungkin 
didapatkan angka genap setelah pembagian, tapi bilangan berikutnya harus ganjil lagi. 
Contoh: 
Didapatkan barisan (A224382): 
 0, 1, 1, 2, 3, 5, 2, 7, 9, 1, 10, 11, 21, 2, 23, 25, 3, 7, 10, 17, 27, 11, 38, 49, 87, 34, 121, 155, 69, …, dst. 
 
3.4 Barisan Bilangan Fibonacci 5-bebas 
Lihat barisan Lucas modulo 5: 2, 1, 3, 4, 2, 1,. . . dan lihat bahwa tidak ada suku habis dibagi 5. Jelas, ada 
suku dalam barisan Lucas akan mengharuskan faktor luar pangkat dari 5, dan persyaratan akan tumbuh tanpa 
batas. Dengan demikian, barisan Lucas sendiri merupakan barisan Fibonacci 5-bebas. Ini adalah sesuatu 
yang baru. Tidak perlu argumen kemungkinan untuk menunjukkan bahwa ada barisan Fibonacci 5-bebas 
yang tidak siklus. 
Contoh: 
Didapatkan barisan (A214684):  
0, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 1, 1, 2, 3, 1, 4, 
…, dst. 
 
4. Kesimpulan 

Barisan bilangan Fibonacci n-bebas dimulai dengan dua bilangan bulat, didefinisikan oleh relasi 
rekurensi khusus dimana setelah menambahkan dua suku sebelumnya, pangkat n yang mungkin dapat segera 
dihapus dari suku terbaru dalam barisan. Hasil dari pembuktian barisan bilangan Fibonacci n-bebas untuk n: 
2, 3, 4 dan 5 memiliki sifat yang berbeda-beda, hal ini berdasarkan karakteristik masing-masing n yang 
dituliskan berdasarkan teorema dan lemma. 
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Abstrak  

 
Uji kecocokan dalam model persamaan struktural merupakan tahap untuk melihat 
sejauhmana model yang digunakan sesuai dengan data. Penelitian ini bertujuan untuk 
menentukan ukuran sampel minimum dengan menggunakan metode estimasi Diagonal 
Weighted Least Square (DWLS) dan menentukan pengaruh antar variabel laten eksogen dan 
variabel laten endogen. Data yang digunakan berupa data primer dari hasil survei kuisioner 
tentang kualitas pelayanan diperpustakaan. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bahwa 
ukuran sampel dengan model terbaik dengan metode DWLS adalah 171, dengan ukuran 
sampel diperbesar maka menghasilkan nilai kecocokan model yang semakin baik. Kompetensi 
pegawai mempengaruhi kualitas pelayanan secara tidak langsung melalui variabel perantara 
fasilitas di perpustakaan dengan pengaruh total sebesar 0,822. 

 
Kata kunci: Uji Kecocokan Model, DWLS, Model Persamaan Struktural 

 
 
1. Pendahuluan  

Dalam ilmu sosial, ekonomi, pendidikan dan kehidupan sehari-hari sering kali kita dihadapkan 
sebuah masalah pengukuran data. Data dapat diklasifikasikan berdasarkan beberapa tingkatan pengukuran. 
Ada empat jenis tingkatan berdasarkan tipe skala pengukuran yaitu data nominal, data ordinal, data interval 
dan data rasio. Data nominal yaitu pengelompokan objek ke dalam kategori tertentu, sedangkan data ordinal 
tidak hanya menyatakan kategori tetapi juga menyatakan peringkat dan digunakan untuk mengetahui suatu 
variabel yang tidak dapat diukur secara langsung. Data interval merupakan data yang diurutkan menurut 
jumlah karakteristik yang dimilikinya. Data rasio merupakan data yang memiliki angka yang terwakili 
karakteristiknya. 

Penelitiandi bidangsosial sering kali dihadapkan pada masalah pengukuran data. Jenis data yang 
dijumpai berupa data kualitatif, karena biasanya data dikumpulkan melalui kuesioner dengan skala ordinal. 
Variabel yang nilainya diperoleh dari responden melalui pengumpulan data ini biasanya disebut variabel 
indikator.  Variabel indicator merupakan faktor dari variable yang dapat diukur secara langsung (observable 
factor). Variabel laten merupakan faktor dari variabel yang tidak dapat diukur secara langsung 
(unobservable factor). Variabel laten dapat diukur melalui variabel indikator dan variabel indikator memiliki 
pengaruh terhadap variabel laten untuk mengindikasi variabel laten tersebut. 

Structural Equation Modeling (SEM) atau model persamaan struktural merupakan analisis 
multivariat yang digunakan untuk menganalisis hubungan antar variabel secara kompleks. Analisis data 
dengan menggunakan SEM berfungsi untuk menjelaskan secara menyeluruh hubungan antar variabel yang 
ada dalam penelitihan (Hair, et.al, 2007). Model Persamaan Struktural merupakan metode yang digunakan 
untuk  menggambarkan keterkaitan hubungan linear secara simultan antara variabel indikator dan variabel 
laten.  

Dalam model persamaan structural ada beberapa metode estimasi,metode yang umum digunakan 
adalah metode Maximum Likelihood (ML) atau metode kemungkinan maksimum. ML merupakan metode 
yang memiliki sifat penduga tak bias dan ragam minimum. 

Dalam penelitian ini metode estimasi yang dikaji adalah metode Diagonally Weighted Least 
Squares (DWLS). Metode pendugaan ini memiliki kelebihan yaitu tidak bergantung pada distribusi data dan 
mempunyai sifat penduga yang tak bias dan konsisten.  

Pada penelitian ini akan melakukan uji kecocokan terhadap model dan membandingkan Fit Indeks 
pada uji kecocokan dengan menggunakan Lisrel 9.3 dan melihat pengaruh total antar beberapa variabel. 
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Penelitian ini melibatkan 12 indikator teramati dengan ukuran sampel sebanyak 78 dan 171 dengan metode 
Diagonally Weighted Least Squares (DWLS). 

 
Model persamaan struktural atau Structure Equation Model (SEM) memainkan berbagai peranan 

penting, antara lain sebagai sistem persamaan simultan, analisis kausal linear, analisis lintasan (path 
analysis), analysis covariance structure, dan model persamaan struktural. Meskipun demikian ada beberapa 
hal yang membedakan SEM dengan analisis regresi biasa maupun teknik multivariat yang lain, karena SEM 
membutuhkan lebih dari sekedar perangkat statistik yang didasarkan atas regresi biasa dan analisis varian. 
SEM terdiri dari 2 bagian yaitu model variabel laten dan model variabel pengukuran(Wijanto, 2008). 

Penggunaan variabel – variabel laten pada regresi berganda menimbulkan kesalahan-kesalahan 
pengukuran (measurement errors) yang berpengaruh pada estimasi parameter dari sudut biased-unbiased 
dan besar kecilnya varian. Masalah kesalahan pengukuran ini diatasi oleh SEM melalui persamaan – 
persamaan yang ada pada model pengukuran. Parameter – parameter dari persamaan pada model pengukuran 
SEM merupakan “muatan faktor” atau factor loadings dari variabel yang laten terhadap indikator – indikator 
atau variabel-variabel teramati yang tekait(Gujarati, 1995). SEM merupakan gabungan dari dua metode 
statistik yang terpisah yaitu analisis faktor (factor analysis) yang dikembangkan di ilmu psikologi dan 
psikometri dan model persamaan simultan (simultaneous equation modeling) yang dikembangkan di 
ekonometrika. Perbedaan paling jelas antara SEM dengan teknik multivariat lainnya adalah hubungan yang 
terpisah penggunaan untuk masing-masing set variabel dependen. Dalam istilah sederhana, SEM 
memperkirakan serangkaian terpisah, namun saling tergantung, persamaan regresi secara bersamaan dengan 
menetapkan model struktur yang digunakan oleh program statistik. 

Dalam bentuk umum persamaan struktural didefinisikan sebagai berikut : 
Misalkan vektor acak ࢀࣁ = ,ࣁ,ࣁ) … … ࢀࣈ dan (ࣁ, = ,ࣈ) ,ࣈ … … . ,  berturut-turut adalah(ࣈ
variabel laten endogen dan variabel laten eksogen membentuk persamaan simultan dengan sistem hubungan 
persamaan linear  

િܒ=ઠܑܒિܑ + ડ܊ܒ܊ + ા(2.1) ܒ 
dengan ; 
ઠܑܒ = matriks koefisien peubah laten endogen berukuran m x m 
ડ܊ܒ = matriks koefisien peubah laten eksogen berukuran m x n 
િܒ  = vektor peubah laten endogen berukuran m x 1 
િܑ  = vektor peubah laten endogen berukuran m x 1 
܊ = vektor peubah laten eksogen berukuran n x 1 
ાܒ  = vektor sisaan acak hubungan antara િ	dan  berukuran m x 1, diasumsikan bahwa tidak berkorelasi 

dengan ા dan I –  .adalah non singular ߚ	
Bentuk persamaan 2.1 dapat diuraikan sebagai berikut : 

             િ = ઠ	િ + ડ	 + ા  
િ − ઠ	િ			 = ડ	 + ા  
(ધ − ઠ)	િ	 = ડ	 + ા  

િ = (ધ − ઠ)ି(ડ	 + ા)                                                                   (2.2) 
Vektor acak ࣁdan ࣈ	tidak diukur secara langsung tetapi melalui indikatornya yaitu variabel Yࢀ =
(y, y, … … . , y) dan વࢀ = (x , x , … … . , x)yang diukur, dengan model pengukuran dinyatakan 
sebagai berikut : 
 
Model persamaan pengukuran untuk y : 

࢟ = ܡ 	િ+ ઽ                         (2.3) 
Model persamaan pengukuran untuk x : 

࢞ = ࢞	ࣈ +  (2.4)                             ࢾ
dengan : 
y : vektor penjelas peubah tidak bebas yang berukuran p x 1 
x : vektor penjelas peubah bebas yang berukuran q x 1 
࢞ : matriks koefisien regresi antara y dan િyang berukuran p x m 
ܡ : matriks koefisien regresi antara x dan ࣈyang berukuran q x n 
ઽ : vektor sisaan pengukuran terhadap y yang berukuran p x 1 
 vektor sisaan pengukuran terhadap x yang berukuran q x 1 : ࢾ
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Dimana ઽ tidak berkorelasi dengan િ, ࢾ tidak berkorelasi dengan ࣈ, dan ࣀ, ઽ, ࢾ tidak saling berkorelasi dan 
mempunyai nilai tengah nol. Sedangkan ܡ dan ࢞ adalah matrik koefisien yang merupakan pengaruh 
variabel િ	dan ࣈ	terhadap variable indikator y dan x. 

Metode Diagonally Weighted Least Square (DWLS) atau metode kuadrat terkecil terboboti 
diagonal diperoleh dengan mengimplementasikan atau menggunakan diagonal bobot matrik W dari penduga 
WLS dengan meminimumkan fungsi : 

 
                                         FDWLS = (s – σ)T diag (W)-1(s – σ)                                              (2.5) 

 
Secara umum metode DWLS dapat dirubah rancangan yang salah satu dari bobot matriks W dengan 

menggunakan INWGT = data set, karena elemen diagonal Wii,kkpada bobot matriks W adalah interpretasi 
varian asimtotik pada kovarian dan korelasi dan elemen diagonalnya postif. Dimana sT adalah vektor yang 
memuat unsur-unsur segitiga bawah serta diagonal matriks kovarian S sebagai penduga parameter. 
Sedangkan σT adalah vektor yang memuat unsur-unsur segitiga bawah serta diagonal matriks koragam ∑ 
model yang diduga. Matriks S dan σ merupakan matriks simetris dan definit positif. W-1 adalah invers dari 
matriks pembobot W bagi matriks galat yang merupakan matriks varian asimtotik yang emplemenya 
dituliskan Wii,kk(Joreskog, 1996). 
 

Metode DWLS adalah penduga yang konsisten. Menurut Joreskog dan Sorbom (1998) DWLS 
dapat menjadi kurang stabil apabila dipakai untuk model yang besar dan sampel yang kecil. Kelemahan 
metode ini adalah jumlah variabel dalam model harus sedikit (kurang dari 20 variabel). Bahkan beberapa 
penelitian simulasi menganjurkan penggunaan ukuran sampel sebesar 5000 agar metode DWLS ini dapat 
menghasilkan estimasi menggunakan DWLS lebih besar dibandingkan dengan metode ML.  
 

Dalam hal asumsi ragam galat homogen tidak dipenuhi, salah satu metode alternative yang dapat 
dicoba adalah metode kuadrat terkecil terboboti diagonal (Diagonally Weighted Least Square, DWLS).  
Untuk memperoleh penduga kuadrat terkecil terboboti dari β, mula-mula model regresi dalam bentuk 
matriks sebagai berikut: 

Y = Xβ + ε       (2.4) 
Dimana 

E(ε) = 0, Var(ε) = Vσ2 dan ε ~	ࡺ	(,܄ો) 
Misalkan Bahwa 

ࢌ = ࢂ
ି

ε , sehingga E(ࢌ) = 0 
Akan ditunjukkan bahwa E(ࢌࢌ′) = Var (ࢌ) = I σ2 

Bukti : 

Var(ࢌ) = (ࢌࢌ′) = E(ࢂ
ି

εࢿᇱࢂ
ି

),karena (ࢂ
ି

ࢂ = (
ି

 

ࢂ =  
ି
ࢂ(ᇱࢿࢿ)	ࡱ

ି
 

ࢂ =    
ି
ࢂ

	ࢂ


	 σ2 ࢂ

ି
 

ࢂ =    
ି
ࢂ

	ࢂ

ି
ࢂ

	 σ2 

    = I σ2          (2.5) 

Jadi, jika kita menggandakan persamaan Y = Xβ + ε dengan ࢂ
ି

 kita akan memperoleh sebuah model baru 

ࢂ
ି
ࢅ = 	 ࢂ

ି
ࢼࢄ + ࢂ	

ି
 ࢿ

atau 
Z = Qβ + ࢌ 

Dari persamaan Z = Qβ + ࢌdiperoleh bentuk persamaan  
ࢌ = ࢆ − Qβ 

Dengan jumlah kuadrat sisanya adalah 
ࢌᇱࢌ = 	   εିࢂ	ࢍࢇࢊᇱࢿ
        = (Y – Xࢼ)′ diag ି࢜ (Y – Xࢼ) 
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= Y′ିࢂY + ࢼ′X′ିࢂXࢼ  Y     (2.6)ିࢂ′′Xࢼ2 - 
Karena ߚመ′X′ܸିଵY adalah suatu skalar, bentuk itu sama dengan transposenya Y′ܸିଵXߚመUntuk memperoleh 
penduga sehingga jumlah kuadrat sisa sekecil mungkin, kita diferensialkan ࢌᇱࢌ terhadap ߚመ , maka kita 
peroleh persamaan sebagai berikut : 

(ࢌᇲࢌ)ࢾ
ࢼࢾ

 = 2X′ିࢂࢼࢄ - 2X′ିࢂY                                            (2.7) 
Dan 

ࢌᇲࢌࢾ
ᇲࢼࢾ

 = 2X′ିࢂX 

dengan mengambil  ࢾ(ࢌᇲࢌ)
ࢼࢾ

= 0 maka kita peroleh persamaan normal 

X′ିࢂࢼࢄ= X′ିࢂY 
Dengan solusi penduga 

 Y            (2.8)ିࢂ′1X-(Xିࢂ′X) =ࢼ
ࢼ  adalah penduga tak bias dari β, dengan E(ε) = 0 
Bukti : 
E(ࢼ)  = (X′ିࢂX)-1 X′ିࢂ	۳(Y) 
 = (X′ିࢂX)-1 X′ିࢂ	۳(Xβ + ࢿ) 
 = (X′ିࢂX)-1 X′ିࢂXβ + E( ࢿ) 
 = (X′ିࢂX)-1 X′ିࢂXβ 
 = β 

 
 

2. Metodologi Penelitian   
Metode penelitian yang akan digunakan adalah bagaimana menganalisis data bersifat ordinal 

melalui SEM sebagai berikut: 
1. Model Struktural 

Model Struktural bertujuan untuk memeriksa hubungan yang mendasari atau yang menyusun variabel 
laten ke dalam model pengukuran dan variabel konstruk lainnya berdasarkan teori. Parameter yang 
menunjukkanvariabellaten eksogen diberi label dengan huruf Yunaniγ (“gamma”), sedangkan untuk variabel 
laten endogen diberi label dengan huruf Yunaniβ(“beta”).Model variabel laten adalah 
         ࣀ + ࣈ = ࣁ

  ࣀ + ࣁࢼ + ࣈ = ࣁ

2. Model Pengukuran 
Model pengukuran digunakan untuk menduga hubungan antar variabel laten dengan variabel-variabel 

teramatinya. Variabel laten dimodelkan sebagai sebuah faktor yang mendasari variabel-variabel teramati 
yang terikat. Muatan-muatan faktor yang menghubungkan variabel laten dengan variabel-variabel teramati 
disimbolkan dengan huruf  Yunani λ (“lambda”). Pada model variabel laten SEM, hubungan kausal (sebab-
akibat) terjadi di antara variabel-variabel tidak teramati atau variabel-variabel laten. Parameter-parameter 
dari persamaan pada model pengukuran SEM merupakan factor loading dari variabel laten terhadap 
indikator-indikator atau tentang hubungan kausal simultan di antara variabel-variabelnya, memberikan 
informasi tentang muatan faktor dan galat-galat pengukuran model variabel teramati adalah 

 
 

ࣈࢄࣅ = ࢄ   + ࣁࢅࣅ = ࢅ   ࢾ +  ࢿ

ࣈࢄࣅ = ࢄ   + ࣁࢅࣅ = ࢅ   ࢾ +  ࢿ

ࣈࢄࣅ = ࢄ   + ࣁࢅࣅ = ࢅ   ࢾ +  ࢿ

ࣈࢄࣅ = ࢄ   + ࣁࢅࣅ = ࢅ   ࢾ +  ࢿ

ࣁࢅࣅ = ࢅ        +   ࢿ
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ࣁࢅࣅ = ࢅ        +  ࢿ

ࣁࢅࣅ = ૠࢅ        +  ૠࢿ

ࣁࢅࣅ = ૡࢅ        +  ૡࢿ

Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah : 
1. Pengujian validitas dan reliabilitas pada data kuisioner. 
2. Spesifikasi model dengan merancangmodelstruktural dan model pengukuran.  
3. Membuat diagram jalur adalah membangun hubungan- hubungan antara variable laten yaitu ξ1, η1, dan 

η2. Diagram jalur dibentuk berdasarkan hipotesis pada penelitian. 
4. Kemudian mengimport data ke program LISREL 9.3 dengan ukuran sampel 78 dan 171 yang digunakan 

untuk analisis dan membuat model persamaan struktural. 
5. Melakukan pendugaan pada model persamaan struktural menggunakan metode DWLS. 

Mengevaluasi uji kecocokan keseluruhan model pada setiap ukuran sampel. Evaluasi dilakukan dengan 
melihat nilai Goodness Of Fit (GOF) untuk ukuran sampel 78 dan 171. 

6. Menghitung pengaruh langsung dan tidak langsung pada sampel yang memiliki uji kecocokan terbaik. 
7. Menghitung pengaruh total variabel laten eksogen terhadap variabel laten endogen. 
8. Menyimpulkan hasil pengaruh total antar variabel laten. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Gambar 1.Estimasi parameter dalam model 

 
3. Hasil dan Pembahasan 

Uji validitas digunakan untuk melihat kevalidan butir-butir pertanyaan suatu kuisioner. Berikut 
adalah hasil uji validitas pada setiap ukuran sampel dengan software SPSS 
 

Tabel 1. Uji Validitas pada 78 Sampel 
Variabel Pearson Correlation (r-

hitung) 
r-tabel 

X1 0,701 0,2900 
X2 0,641 0,2900 
X3 0,762 0,2900 
X4 0,740 0,2900 
Y1 0,597 0,2900 
Y2 0,596 0,2900 
Y3 0,626 0,2900 
Y4 0,632 0,2900 
Y5 0,784 0,2900 
Y6 0,699 0,2900 
Y7 0,590 0,2900 

X1

X2

X3

X4

Kompeten

Kwalitas

Fasilita

Y1

Y2

Y3

Y4

Y5

Y6

Y7

Y8
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Berdasarkan hasil uji validitas pada Tabel 1 , menunjukan bahwa nilai Pearson Correlation merupakan nilai 
r-hitung. Suatu indikator pertanyaan dinyatakan valid jika nilai r-hitung lebih besar dari nilai r-tabel. Nilai r-
tabel dengan N=78 pada tingkat signifikansi 1% adalah 0,2900. Dari Tabel 1 dapat dilihat bahwa nilai r-
hitung pada semua indikator lebih besar dari nilai r-tabel, ini berarti semua indikator pertanyaan merupakan 
indikator yang valid. 
 

Tabel 2. Uji Validitas pada 171 Sampel 
 

 

 

 

 

 

 

Berdasarkan hasil uji validitas pada Tabel 2 , menunjukan bahwa nilai Pearson Correlation merupakan nilai 
r-hitung. Suatu indikator pertanyaan dinyatakan valid jika nilai r-hitung lebih besar dari nilai r-tabel. Nilai r-
tabel dengan N=171 pada tingkat signifikansi 1% adalah 0,1965. Dari Tabel 2 dapat dilihat bahwa nilai r-
hitung pada semua indikator lebih besar dari nilai r-tabel, ini berarti semua indikator pertanyaan merupakan 
indikator yang valid 

Uji reliabilitas digunakan untuk melihat kuisioner kualitas pelayanan perpustakaan cukup dapat 
dipercaya untuk digunakan sebagai alat pengumpulan data tersebut sudah baik. Berikut adalah hasil uji 
reliabilitas dengan software SPSS 
 

Tabel 3. Uji Reliabilitas 
Ukuran Sampel Cronbach’s Alpha N of Item 

78 0,890 12 
171 0,847 12 

 
Dari Tabel 3 di peroleh Cronbach’s Alpha pada ukuran sampel 78 dan 171 adalah 0,890 dan 0,847. Suatu 
kuisioner dikatakan reliabel jika nilai Cronbach’s Alpha lebih besar dari 0,6. Butir-butir pertanyaan pada 
kualitas pelayanan perpustakaan pada ukuran sampel 78 dan 171 memiliki nilai Cronbach’s Alpha lebih dari 
0,6. Jadi, dapat disimpulkan bahwa butir-butir pertanyaan pada kualitas pelayanan perpustakaan adalah 
reliabel atau handal. 

Estimasi parameter dengan menggunakan metode Diagonal Weighted Least Square (DWLS) untuk 
memperoleh nilai dari parameter-parameter yang ada dalam model dengan menggunakan software LISREL 
9.3 didapat nilai dugaan parameter dalammodel adalah sebagai berikut: 

Y8 0,764 0,2900 

Variabel Pearson Correlation (r-
hitung) 

r-tabel 

X1 0,605 0,1965 
X2 0,519 0,1965 
X3 0,712 0,1965 
X4 0,718 0,1965 
Y1 0,583 0,1965 
Y2 0,526 0,1965 
Y3 0,589 0,1965 
Y4 0,580 0,1965 
Y5 0,695 0,1965 
Y6 0,564 0,1965 
Y7 0,596 0,1965 
Y8 0,664 0,1965 
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Gambar 2.Estimasi parameter dalam model untuk ukuran sampel 78 

 

 
Gambar 3.Estimasi parameter dalam model untuk ukuran sampel 171 

 
Untuk mengetahui apakah data yang dikumpulkan konsisten dan cocok dengan model maka 

dilakukan uji kecocokan model. Secara keseluruhan terdapat beberapa kriteria dalam menguji suatu model 
yaitu Uji kecocokan Absolut, Uji Kecocokan Inkremental dan Uji Kecocokan Parsimoni. Dalam uji 
kecocokan absolut terdiri atas : Chi Square, RMSEA (Root Mean Square Error of Apporoximation), GFI 
(Goodness of Fit Index), dan NCP (Non Centrality Parameter). Sedangkan dalam uji kecocokan inkremental 
terdiri atas : AGFI (Adjusted Goodness of Fit Index). Serta dalam uji kecocokan parsimoni terdiri atas : PNFI 
(Parsimonius Normed Fit Index). Berikut ini adalah tabel indeks uji kecocokan pada model dengan 
menggunakan metode Diagonaly Weigthed Least Square (DWLS) pada ukuran sampel 78 dan 171 
 

Tabel 4. Hasil Uji Kecocokan Keseluruhan Model 
Ukuran 
Sampel 

Ukuran 
GOF Target Tingkat Kecocokan Hasil 

Estimasi 
Tingkat 

Kecocokan 
78 Chi-

Square 
Nilai Chi-Square semakin kecil 

semakin baik 
70,08 Good Fit 

171 64,76 Good Fit 
78 RMSEA RMSEA < 0,05 adalah close fit, 

0,05 < RMSEA ≤ 0,08 adalah good fit 
0,086 Marginal Fit 

171 0,051 Good Fit 
78 GFI GFI ≥ 0,90 adalah good fit 0,979 Good Fit 
171 0,985 Good Fit 
78 NCP Semakin Kecil Nilai NCP Semakin 

Baik 
29,051 Good Fit 

171 22,618 Good Fit 
78 AGFI AGFI ≥ 0,90 adalah good fit 0,968 Good Fit 
171 0,976 Good Fit 
78 PNFI Semakin besar nilai PNFI semakin baik 0,651 Good Fit 
171 0,689 Good Fit 

X10.21

X20.39

X30.21

X40.36

Kompeten

Kwalitas

Fasilita

Y1 0.41

Y2 0.40

Y3 0.34

Y4 0.26

Y5 0.15

Y6 0.24

Y7 0.56

Y8 0.28

Chi-Square=70.08, df=51, P-value=0.03932, RMSEA=0.085

0.49

0.50

0.48

0.41

0.58

0.52

0.47

0.67

0.46

0.52

0.63

0.68

0.30

0.60

0.78

X10.30

X20.45

X30.22

X40.31

Kompeten

Kwalitas

Fasilita

Y1 0.41

Y2 0.48

Y3 0.43

Y4 0.33

Y5 0.25

Y6 0.57

Y7 0.44

Y8 0.36

Chi-Square=64.76, df=51, P-value=0.09332, RMSEA=0.051

0.46

0.39

0.50

0.39

0.49

0.44

0.43

0.52

0.43

0.39

0.57

0.66

0.58

0.41

0.71
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Berdasarkan hasil uji kecocokan seluruh model pada Tabel 4 dapat dilihat untuk Goodness of Fit 
nilai chi-square untuk ukuran semua 78 dan 171 memiliki kecocokan yang baik karena nilai chi-square kecil 
sesuai dengan jumlah sampel yang digunakan dan nilai NCP untuk ukuran sampel 171 lebih baik, karena 
nilai NCP ini lebih kecil dari pada nilai NCP pada ukuran sampel 78. Nilai RMSEA pada ukuran sampel 171 
menunjukkan kecocokan yang baik (good fit), akan tetapi RMSEA pada ukuran sampel 78 menununjukkan 
model marginal fit. Nilai GFI pada semua ukuran sampel adalah good fit dan menunjukkan kekonsistenan 
pada ukuran sampel 78 dan 171 karena lebih dari 0,9 yaitu 0,979 dan 0,985. Nilai AGFI pada ukuran sampel 
171 lebih baik dari pada ukuran  sampel 78 karena nilai AGFI lebih besar dari 0,9. Terlihat pada Tabel 4 
bahwa semakin banyak ukuran sampel yang digunakan akan semakin baik goodness of Fit nya. Nilai PNFI 
pada ukuran sampel 80 adalah nilai PNFI yang terkecil maka ini dapat dikatakan bahwa pada ukuran sampel 
bertambah nilai PNFI juga semakin besar yang artinya pada ukuran sampel 171 nilai PNFI semakin baik. 

Dari hasil uji kecocokan keseluruhan model dengan metode DWLS untuk ukuran sampel 78 dan 
171, jika dibandingkan antara kedua ukuran sampel ini, pada ukuran sampel 78 model tidak baik pada uji 
kecocokan absolut yaitu RMSEA sedangkan pada uji kecocokan inkremental dan parsimoni model akan 
lebih baik apabila sampel yang digunakan lebih banyak. Sedangkan pada ukuran sampel 171 kecocokan 
model dan data good fit karena pada ketiga bagian dari uji kecocokan absolut, inkremental dan parsimoni 
model baik. Pada metode DWLS ini dengan ukuran sampel 171 menghasilkan model yang lebih baik 
dibandingkan ukuran sampel 78, terlihat pada Tabel 4 bahwa semakin banyak sampel yang digunakan maka 
model akan semakin baik. 

Pengaruh langsung, tidak langsung digunakan untuk melihat pengaruh antar variabel laten . Dimana 
akan di lihat pengaruh  langsung, tidak langsung dan total untuk ukuran sampel 171, menggunakan sampel 
berukuran 171 karena pada uji kecocokan didapatkan ukuran sampel yang memiliki model baik yaitu pada 
ukuran sampel 171. Pengaruh langsung merupakan Kompetensi Pegawai dapat mempengaruhi Kualitas 
Pelayanan tanpa dipengaruhi oleh Fasilitas. Pengaruh langsung ditunjukan pada gambar 4 
 
 
 
                                                                                        0,71 
 
 
 
                                                                                        0,41 
 
 

Gambar 4. Pengaruh Langsung 
Dari gambar di atas, didapatkan model dengan pengaruh langsung sebagai berikut  

 Dari Kompetensi ke Fasilitas 
 ଵߞ + ଵߦଵ = 0,71ߟ

 Dari Kompetensi ke Kualitas 
 ଶߞ + ଵߦଶ = 0,41ߟ

Nilai dari pengaruh langsung dapat dilihat melalui koefisien jalur dari satu variabel laten ke variabel laten 
lainnya. 
 

Pengaruh tidak langsung adalah dimana kompetensi (ߦଵ) mempengaruhi secara signifikan terhadap 
kualitas (ߟଶ) dengan melalui variabel perantara fasilitas (ߟଵ). Pengaruh tidak langsung dapat dilihat pada 
gambar  
 
 
                                                                   0,71                                       0,58 
 
 
 

Gambar 5. Pengaruh Tidak Langsung 
 

Dari gambar di atas, didapatkan model dengan pengaruh tidak langsung sebagai berikut : 
 ଶߞ + ଵߟଶ = 0,58ߟ

 ଶߞ + (ଵߞ + ଵߦ0,71) 0,58 =           
 ଶߞ + ଵߞ ଵ + 0,58ߦ0,4118 =           

Kompetensi 

Kualitas 

Fasilitas 

 ଶߟ ଵߟ ଵߦ
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Nilai pengaruh tidak langsung diperoleh dengan cara mengalikan koefisien jalur  
dari kompetensi (ߦଵ) ke fasilitas (ߟଵ) dan dengan melalui koefisien jalur fasilitas (ߟଵ) ke kualitas (ߟଶ). 
Berikut ini hasil perkalian dari koefisien jalur : 

 Pengaruh tidak langsung dengan perantara fasilitas 
 Pengaruh tidak langsung = ((ߦଵ ->ߟଵ) (ߟଵ ->ߟଶ)) 

                                         = (0,71) (0,58) 
                                         = (0,4118) 

Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa kompetensi (ߦଵ) mempengaruhi secara signifikan 
terhadap kualitas (ߟଶ). dengan melalui variable perantara fasilitas (ߟଵ) sebesar 0,4118. 
 

Pengaruh total didefinisikan sebagai penjumlahan antara pengaruh langsung dan pengaruh tidak 
langsung dalam hal ini terdapat nilai pengaruh total yaitu dari variabel laten eksogen pada hal ini kompetensi 
 Berikut ini .(ଵߟ) dengan perantara yaitu fasilitas (ଶߟ) terhadap variabel laten endogen yaitu kualitas (ଵߦ)
adalah model dari pengaruh total dari kompetensi (ߦଵ) terhadap kualitas (ߟଶ) dengan perantara fasilitas 
 .(ଵߟ)
 
Pengaruh Total = Pengaruh langsung + Pengaruh tidak langsung 
 ( ଶߞ + ଵߞ ଵ + 0,58ߦ0,4118) + ( ଶߞ + ଵߦ0,41 ) =                          
 ( ଶߞ ଵ + 2ߞ ଵ + 0,58ߦ0,8218) =                          
Hasil pengaruh total kompetensi (ߦଵ) terhadap kualitas (ߟଶ) adalah sebagai berikut: 
Pengaruh total dengan perantara fasilitas (ߟଵ). 
Pengaruh total = (ߦଵ ->ߟଶ) ) + ((ߦଵ->ߟଵ) (ߟଵ->ߟଶ))) 
                        = 0,41 + 0,4118 
                        = 0,8218 
Sehingga dapat disimpulkan bahwa pengaruh kompetensi terhadap kualitas melalui fasilitas yaitu sebesar 
0,8218 atau 82,18 % 
 
4. Kesimpulan 
Adapun kesimpulan pada makalah ini adalah. 
1. Ukuran sampel dengan model terbaik menggunakan metode Diagonaly Weighted Least Square(DWLS) 

yaitu pada sampel 171, karena menghasilkannilai indeks kecocokan keseluruhan model yang baik 
dalamukuran kecocokan model absolut, inkremental dan parsimoni ini berartidengan ukuran sampel 
diperbesar maka menghasilkan nilai kecocokan model akan semakin baik, sedangkan pada ukuran 
sampel 78  nilai indeks kecocokankeseluruhan model menghasilkan nilai yang baik hanya pada 
ukurankecocokan model absolut. 

2. Kompetensi pegawai(ߦଵ)mempengaruhi secara signifikan terhadap kualitas pelayanan (ߟଶ)dengan 
melalui variabel perantara fasilitas(ߟଵ)sebesar 0,4118.  
Terdapat nilai pengaruh total yaitu dari variabel laten eksogen pada hal ini kompetensi pegawai (ߦଵ) 
terhadap variabel laten endogen yaitu kualitas (ߟଶ) dengan perantara yaitu fasilitas (ߟଵ). Hasil 
pengaruh total kompetensi (ߦଵ) terhadap kualitas (ߟଶ) adalah sebesar 0,8218. 
Variabilitas pada kualitas pelayanan perpustakaan Unila (ߟଶ) yang dapat dijelaskan oleh variabilitas 
kompetensi pegawai perpustakaan Unila (ߦଵ) dan fasilitas (ߟଵ) hanya sebesar 82,2%. Sedangkan 
sisanya sebesar 17,8% dijelaskan oleh faktor lain diluar model yang diteliti. 
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Abstrak 

 
Penelitian ini bertujuan untuk melestarikan budaya Lampung dengan menggunakan sebuah 
aplikasi berbasis android yang diberi nama Singgah Pai. Budaya merupakan warisanl eluhur 
yang menunjukkan jati diri dan nilai luhur suatu daerah.  Jumlah masyarakat Lampung yang 
masih melaksanakan tata upacara adat Lampung Sai batin hanya 21 pasangan pengantin di 
Kabupaten Tanggamus pada tahun2011-2015. Jumlah tersebut menggambarkan minimnya 
kesadaran masyarakat untuk melestarikan budaya, terutama diprovins Lampung. Oleh karena 
itu, penulis berinisiatif memperkenalkan kembali budaya Lampung melalui aplikasi Android. 
Aplikasi berbasi sandroid ini memuat konten berupa tempat pariwisata,bahasa, upacara adat, 
pakaian, rumah adat dan kuliner yang ada di daerah Lampung. Metode penelitian yang 
digunakan adalah Resea hand Development (R&D). Produk divalidasi oleh ahli media dan 
ahli konten kemudian diuji cobakan pada sampel yaitu siswa kelas 8 SMP Negeri 2 Pesawaran 
sebanyak 50 siswa untuk melihat respon siswa. Metode  pengambilan sampel pada penelitian 
ini menggunakan  Purposive Random Sampling. Hasil penelitian adalah sebuah aplikasi 
android “Singgah Pai”, yang sudah layak digunakan untuk memperkenalkan dan melestarikan 
budaya  lampung. Mayoritas siswa antusi s dan merasa senang menggunakan aplikasi 
tersebut. 

 
Kata kunci:Singgah Pai, Android, Budaya, Lampung. 

 
 
1. Pendahuluan 

Indonesia merupakan negara multikultural yang memiliki beragam suku, agama, ras, serta bahasa. 
Kebudayaan Indonesia berasal dari nilai luhur serta warisan nenek moyang dari masing-masing kepercayaan 
suku atau etnik tertentu yang menghuni setiap daerahnya. Menurut Freddy H. Tulung, bangsa Indonesia 
memiliki 742 bahasa/dialek, terdiri atas tidak kurang 478 suku bangsa, kekayaan dan keanekaragaman 
budaya dan bahasa itu ketika menyatu benar-benar melahirkan keindahan (Kominfo:2013). Hal ini membuat 
Indonesia memiliki keragaman budaya yang menjadi ciri khas sekaligus daya tarik bangsa Indonesia. 

Abad 21 ini keberadaan budaya semakin menurun dan terkikis oleh adanya budaya global. Kehidupan 
sehari-hari yang diwarnai nilai-nilai budaya mulai digantikan dengan hal yang dirasa lebih sederhana dan 
praktis. Bahkan upacara pernikahan yang sakral pun sudah digantikan dengan budaya global. Seperti yang 
dikemukakan Melly Septania (2017) bahwa hanya sedikit pasangan yang melangsungkan pernikahannya 
dengan pernikahan adat lampung. Begitu pula menurut Dyah Satya Yoga Agustin (2011) bahwa telah 
menurunnya rasa cinta budaya dan nasionalisme generasi muda akibat globalisasi. Pengikisan budaya ini, 
membuat generasi muda minim pengetahuan serta minat mengenai kebudayaan daerah. Pergeseran budaya 
ini kelak akan menghilangkan jati diri negara.  

Perlu upaya untuk menumbuhkan kembali kebudayaan asli yang telah pudar seiring perkembangan 
zaman dan era globalisasi. Generasi muda serta masyarakat perlu ikut andil dalam pelestarian budaya 
setempat. Menyongsong generasi muda sebagai generasi emas pada tahun 2045 mendatang maka generasi 
ini perlu menjadi generasi yang cinta budaya bangsanya sendiri. Melestarikan budaya untuk generasi ini 
perlu menggunakan teknologi yang dekat dengannya yaitu android. Android sebagai teknologi yang sangat 
dekat dengan generasi muda saat ini.  

Penggunaan teknologi diantara remaja sangat mendominasi kehidupan mereka. Teknologi tidak hanya 
memudahkan remaja namun setiap golongan masyarakat pun merasa terbantu oleh adanya teknologi yang 
semakin berkembang. Android yang saat ini hadir dalam smartphone, tidak hanya sebatas digunakan untuk 
berkomunikasi namun sebagai pusat informasi. Android sebagai teknologi pintar dan fleksibel dalam waktu, 
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tempat dan situasi memudahkan penggunanya dalam mengakses informasi (Martono, 2014). Sehingga dalam 
melestarikan budaya perlu menggunakan media teknologi. 

Berdasarkan pemaparan di atas, budaya sebagai nilai luhur dan identitas bangsa perlu dilestarikan 
menggunakan teknologi yang dekat dengan generasi muda. Maka penulis dalam penelitian ini 
mengembangkan sebuah aplikasi android yang diberinama “Singgah Pai” untuk melestarikan budaya 
Lampung. 

 
2. Bahan dan Metode 

Teknik pengumpulan data yang dilakukan dalam penelitian ini adalah dengan menggunakan angket 
sebagai instrumen pengumpulan data. Angket berisi pernyataan untuk dinilai sampel dengan 5 pilihan 
yaitu sangat setuju sekali, sangat setuju, setuju, tidak setuju dan sangat tidak setuju. Nilai setiap pilihan 
secara berurut 5, 4, 3, 2 dan 1. Angket dibuat dalam tiga indikator untuk setiap kategori dalam aplikasi. 
Tiga indikator tersebut adalah user berpendapat bahwa aplikasi baik, user dapat mengenal budaya dan user 
tertarik melestarikan budaya. 

Analisis data yang digunakan adalah uji t satu pihak. Uji ini dilakukan untuk melihat ketercapaian 
kelayakan (kelayakan) aplikasi. Skala persentase kelayakan dapat dilihat pada Tabel 1.  

 
Tabel 1. Skala Persentase Menurut Arikunto (1996:244) 

Persentase Pencapaian Skala Nilai Interprestasi 
76% ≤ skor ≤ 100% 4 Sangat layak 
51% ≤ skor ≤ 75% 3 Layak 
26% ≤ skor ≤ 50% 2 Cukup layak 
0% ≤ skor ≤ 25% 1 Kurang layak 

 
Penelitian inimerupakan penelitian menggunakan metode R&D (Research and Development) yaitu 

suatu model prosedural yang bersifat deskriptif yang menunjukkan tahapan-tahapan yang harus diikuti 
dalam mengembangkan suatu produk. Dalam penelitian ini produk yang dihasilkan berupa software atau 
aplikasi berbasis android yang dirancang dan dibuat menggunakan program Construct 2. 

Subjek uji coba dalam penelitian ini yaitu siswa kelas 8 SMP Negeri 2 Pesawaran pada tahun ajaran 
2018/2019. Jenis data yang diperoleh bersifat kualitatif dan kuantitatif. Dalam penelitian ini analisis data 
menggunakan uji t untuk melihat ketercapaian aplikasi menurut user. Untuk mendapatkan data ini peneliti 
menggunakan intrumen pengumpulan data berupa angket yang mengukur aplikasi dalam mengenalkan dan 
melestarikan budaya menurut pengguna. 

Adapun langkah-langkah penelitian pengembangan menggunakan metode R&D (Brog, 1989). Secara 
terperinci langkah-langkah penelitian dapat dilihat pada  Gambar 1. Tahapan awal dalam penelitian adalah 
mencari informasi terkait masalah yang dihadapi kemudian mencari studi pustaka untuk mencari solusi. Data 
penelitian terdahulu dan studi pustaka dijadikan tolak ukur pengembangan aplikasi “Singgah Pai”. 

 

 
Gambar 1. Langkah-Langkah Penelitian 

 
Berdasarkan data yang diperoleh dari studi kasus, pustaka dan analisis kebutuhan. Perancangan 

aplikasi “Singgah Pai” dilakukan dengan merancang aplikasi sesuai kebutuhan, mendesain tampilan 
kemudian mengumpulkan data konten dari aplikasi tersebut. Aplikasi ini berisi informasi yang 
dikumpulkan dari berbagai sumber yang ada kemudian disatukan dalam program Construct 2. Dalam 
pengembangannya, kami dibantu oleh ahli teknologi informasi.  

Validasi ahli aplikasi dilakukan untuk memvalidasi tampilan dan menguji eror. Validasi dilakukan 
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oleh ahli pada bidang aplikasi yaitu Dosen Informatika Universitas Teknokrat Indonesia. Tahap ini 
dilakukan untuk mengetahui apakah aplikasi yang telah dibuat sudah sesuai dengan indikator aplikasi yang 
layak. Saat dilakukan uji oleh ahli aplikasi, aplikasi berjalan baik dan tidak mengalami eror running. 
Sehingga dapat dilanjutkan pada langkah selanjutnya dan tidak perlu dilakukan revisi. Validasi ahli materi 
dilakukan untuk menvalidasi isi atau konten dari aplikasi. Validasi dilakukan oleh ahli materi yaitu guru di 
SMP Negeri 2 Pesawaran. Saat dilakukan uji oleh ahli materi, diberi masukan bahwa perlu adanya 
penambahan informasi pada aplikasi sehingga informasi yang didapat beragam.  

Validasi instrumen dilakukan di SMP Negeri 2 Pesawaran saat mengikuti kegiatan Pengabdian 
Kepada Masyarakat Dosen Pendidikan Matematika Universitas Teknokrat Indonesia. Uji instrumen 
dilakukan pada 32 siswa kelas 8 SMP Negeri 2 Pesawaran. Uji yang dilakukan dalam pengujian instrumen 
adalah uji validasi dan uji reliabilitas.  Hasil uji validitas dapat dilihat pada Tabel 2. Nilai hasil uji validitas 
instrumen pernyataan 1-18 lebih dari 0,300 maka semua pernyataan dapat dinyatakan valid 
(Sugiyono:2009).  

 
Tabel 2. Hasil Uji Validasi Instrumen 

PERNYATAAN Pearson Correlation KETERANGAN 
1 0,665 Valid 
2 0,336 Valid 
3 0,788 Valid 
4 0,635 Valid 
5 0,382 Valid 
6 0,773 Valid 
7 0,740 Valid 
8 0,346 Valid 
9 0,354 Valid 

10 0,334 Valid 
11 0,443 Valid 
12 0,785 Valid 
13 0,454 Valid 
14 0,701 Valid 
15 0,402 Valid 
16 0,506 Valid 
17 0,557 Valid 
18 0,627 Valid 

 
Selanjutnya dilakukan uji reliabilitas instrumen untuk melihat keajegan instrumen dalam menguji 

kelayakan aplikasi. Hasil uji reliabilitas dapat dilihat pada Tabel 3. Hasil uji reliabilitas instrumen sebesar 
0,742 atau lebih dari 0,6 maka dapat disimpulkan bahwa instrumen reliabel. Karena instrumen valid dan 
reliable maka dapat dijadikan intrumen untuk dapat menguji aplikasi Singgah Pai.  

 
Tabel 3. Hasil Uji Reliabilitas 

N of items Cronbach’s Alpha 
18 0,742 

 
Uji coba aplikasi dilakukan pada siswa kelas 8 SMP Negeri 2 Pesawaran. Pengambilan sampel 

dilakukan dengan menggunakan metode Purposive Random Sampling. Sampel dipastikan siswa yang 
berbeda dengan siswa saat pengujian instrumen dengan memastikan siswa berasal dari kelas yang berbeda. 
Sampel dalam uji coba ini berjumlah 50 siswa. Setelah aplikasi diujicobakan, siswa diminta mengisi angket 
(instrumen pengumpulan data).  Untuk menjawab hipotesis penelitian, data yang didapat dari uji coba 
dianalisis kemudian dilakukan uji t untuk melihat ketercapaian. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Hasil penelitian dalam aplikasi ini adalah sebuah aplikasi berbasis android yang berisi 6 kategori 
budaya. Keenam kategori tersebut adalah pariwisata, bahasa, pernikahan, pakaian, kuliner dan rumah adat. 
Setiap kategori berisi foto atau video dan informasi singkat tentang foto atau video tersebut. Foto dan video 
yang dimasukan ke dalam aplikasi berasal dari berbagai sumber, baik foto langsung maupun mengutip dari 
sumber lain. Tampilan aplikasi dalam screenshoot handphone dapat dilihat pada Gambar 2 - 5.  
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Gambar 2. Tampilan aplikasi dalam desktop smartphone 

 

 
Gambar 3. Tampilan awal aplikasi Singgah Pai 

 

 
Gambar 4. Tampilan menu kategori aplikasi Singgah Pai  

 
 

 
Gambar 5. Tampilan salah satu informasi kuliner aplikasi Singgah Pai 
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Aplikasi Singgah Pai merupakan aplikasi berbasis android yang dikembangkan menggunakan 
program Construct 2, dalam pengembangannya kami dibantu dan bekerja sama dengan tim ahli. Selanjutnya 
hasil analisis data dari uji coba aplikasi menghasilkan data yang cukup menarik. Untuk mempermudah 
membaca hasil analisis dapat dilihat grafik pencapaian perkategori pada Grafik 6.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dari Grafik 6, dapat kita lihat bahwa kategori yang mencapai nilai tertingi adalah pariwisata. Kategori 

ini memang paling menarik perhatian generasi milenial karena kategori pariwisata memang sedang sangat 
dekat atau sangat kekinian dengan generasi milenial. Sedangkan kategori yang paling sedikit adalah kategori 
rumah adat. Kategori ini paling sedikit minatnya karena hanya sedikit informasi yang dapat disajikan.   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pencapaian indikator dapat dilihat pada Grafik 7, dapat kita lihat bahwa indikator tertinggi pada 

indikator ingin melestarikan budaya lampung. Sedangkan terendah pada indikator aplikasi baik. Banyak 
siswa ketika dikenalkan aplikasi ini mereka senang mengenal budaya Lampung sehingga mereka ingin 
melestarikan budaya Lampung. Namun aplikasi kami masih terbatas dalam hal informasi sehingga informasi 
yang ditampilkan belum mencakup semua budaya Lampung yang kaya. Aplikasi yang kami tampilkan 
berupa informasi, beberapa responden menyarankan untuk menambahkan konten permainan pada aplikasi 
sehingga aplikasi dapat lebih menarik. Namun dalam hal tampilan aplikasi Singgah Pai sudah menarik dan 
tidak mengalami eror running. 

Kemudian untuk melihat ukuran pemusatan dan penyebaran data dapat dilihat pada Tabel 4. 
 

Tabel 4. Ukuran Pemusatan dan Penyebaran Data 

Nama Data Banyaknya data (N) Rata-rata (ߤ) Standar deviasi 
 (ߪ)

Data kelayakan aplikasi 50 85,36% 6,209 
 
Rata-rata kelayakan aplikasi mencapai nilai 85,33%, nilai yang tinggi untuk menilai kelayakan 

sebuah aplikasi. Selanjutnya untuk melihat apakah nilai tersebut mencapai taraf kelayakan aplikasi secara 
signifikan maka akan dilakukan uji statistik. Analisis data yang dilakukan dalam penelitian ini untuk 
menguji hipotesis, “aplikasi Singgah Pai sudah layak untuk melestarikan budaya Lampung”. Analisis yang 
dilakukan adalah uji t satu pihak (one sample t-test). Perhitungan dengan menggunakan SPSS 16.0 didapat 
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hasil perhitungan seperti Tabel 5. Dari analisis data yang dilakukan diperoleh sig = 0,000 atau sig< 0,05. 
Hal ini berarti rata-rata persentasenya tidak sama dengan 76%, artinya dapat lebih dari atau kurang dari. 
Untuk menarik kesimpulan dilihat rata-rata kelayakan karena rata-ratanya 85,33% maka kelayakan aplikasi 
lebih dari 76%. Menurut persentase kelayakan (Arikunto: 1996), aplikasi sudah dikatakan sangat layak 
untuk digunakan. Sehingga dapat disimpulkan bahwa aplikasi “Singgah Pai” telah layak dalam melestarikan 
budaya lampung. 

 
Tabel 5. Hasil Uji t 

N Test value Sig 
50 76% 0,00 

 
Budaya merupakan nilai luhur serta identitas dari suatu bangsa yang sifatnya abstrak dan luas namun 

kompleks. Budaya juga menentukan karakteristik tiap masyarakat yang bernaung didalamnya. Sehingga 
budaya dapat mempengaruhi tingkah laku maupun pola pikir setiap individu. Untuk itu sudah sepantasnya 
kebudayaan yang turun-temurun ini dilestarikan. Namun seiring perkembangan zaman yang semakin hari 
semakin canggih dan dominan mengarah ke teknologi, sehingga keberadaan budaya menjadi terasingkan. 
Anak muda yang tumbuh di zaman milenial ini mayoritas memanfaatkan teknologi sebagai salah satu asupan 
pokok dalam kehidupan sehari-hari. Banyak diantaranya yang memiliki pola pikir kreatif serta inovatif 
namun tidak dikembangkan sesuai dengan fakta kebutuhan yang sebenarnya. Sudah selayaknya generasi 
emas yang inovatif memanfaatkan teknologi sebagai sumber informasi maupun pengembangan dalam 
melestarikan budaya bangsa. 

Penelitian dan pengembangan aplikasi berbasis android ini dimanfaatkan sebagai upaya dalam 
memperkenalkan dan melestarikan kebudayaan Lampung. Penggunaan android yang mudah dan fleksibel 
memungkinkan generasi muda untuk mengakses segala macam informasi maupun aplikasi melalui Play 
Store atau App Store. Untuk melihat kelayakan serta ketercapaian aplikasi Singgah Pai tersebut, maka 
peneliti melakukan pengumpulan data dengan memberikan angket kepada subjek uji coba yaitu siswa kelas 8 
SMP Negeri 2 Pesawaran. Aplikasi Singgah Pai yang berbasis android ini dikembangkan menggunakan 
program Contruct 2, yang berisi informasi dari sumber terkait yang akan menghasilkan media pembelajaran. 
Rata-rata kelayakan apikasi ini mencapai 85,33%. Hal yang paling diminati dan menarik perhatian generasi 
milenial dalam aplikasi ini adalah konten yang berisi pariwisata, terbukti hasil ketercapaiannya hingga 92%. 
Melihat fakta ini, peneliti menemukan hasil pencapaian indikator yang paling tinggi ada pada “ingin 
melestarikan” senilai 87%. Mayoritas 50 siswa/I SMP Negeri 2 Pesawaran memilih untuk melestarikan 
kebudayaan Lampung setelah melihat konten-konten yang terdapat didalam aplikasi Singgah Pai. Analisis 
data yang dilakukan dalam penelitian ini adalah untuk menguji hipotesis “Aplikasi Singgah Pai layak untuk 
melestarikan budaya Lampung”. Maka diperoleh hasil hipotesisnya mencapai 85%. Jadi dapat disimpulkan 
bahwa Aplikasi Singgah Pai layak untuk melestarikan budaya Lampung. 

  
4. Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian dan pengembangan yang telah dilakukan didapat kesimpulan yaitu 
pengembangan sebuah aplikasi Singgah Pai berbasis android dan aplikasi Singgah Pai telah layak untuk 
melestarikan budaya Lampung. Saran yang dapat kami samapaikan kepada pembaca adalah untuk dapat 
menggunakan aplikasi Singgah Pai dalam melestarikan budaya Lampung. Sedangkan kepada peneliti lain 
yang akan melakukan penelitian terkait adalah menambahkan informasi yang lebih tentang budaya dalam 
aplikasi. 
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Abstrak  

 
Uji kecocokan dalam model persamaan struktural merupakan tahap untuk melihat sejauhmana 
model yang digunakan sesuai dengan data. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan ukuran 
sampel dengan model terbaik menggunakan metode estimasi Weighted Least Square (WLS) 
dan menentukan pengaruh antar variabel laten eksogen dan variabel laten endogen. Data yang 
digunakan berupa data primer dari hasil survei kuisioner tentang kualitas pelayanan 
diperpustakaan. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bahwa ukuran sampel dengan model 
terbaik dengan metode WLS adalah 200, dengan ukuran sampel diperbesar maka 
menghasilkan nilai kecocokan model yang semakin baik. Kompetensi pegawai mempengaruhi 
kualitas pelayanan secara tidak langsung melalui variabel perantara fasilitas di perpustakaan 
dengan pengaruh total sebesar 0,8983. 

 
Kata kunci: Uji Kecocokan Model, WLS, Model Persamaan Struktural. 
 
 

1. Pendahuluan 
Dalam penelitian bidang ilmu sosial dan perilaku sering kali peneliti dihadapkan pada suatu 

permasalahan yang melibatkan faktor yang tidak dapat diukur atau diamati secara langsung (unobservable 
factor). Salah satunya adalah mengenai tingkat kualitas pelayanan perpustakaan di Unila. Penelitian tersebut 
sering kali dihadapkan pada masalah pengukuran data. Jenis data yang dijumpai berupa data kualitatif, 
karena biasanya data dikumpulkan melalui kuisioner dengan skala ordinal.  

Untuk melihat hubungan kausal secara simultan antara variabel-variabel yang tidak dapat diukur 
secara langsung dan menduga hubungan lebih dari satu persamaan maka digunakan model persamaan 
struktural (Hair et al, 2007). Dalam model persamaan struktural terdapat beberapa metode estimasi, salah 
satunya adalah Weighted Least Squares (WLS). Metode estimasi ini tidak bergantung pada asumsi normalitas 
data, memiliki sifat penduga tak bias juga statistik cukup. Ukuran sampel yang diperlukan untuk melakukan 
estimasi menggunakan WLS, yaitu minimal 10 responden untuk setiap variabel teramati (Wijanto, 2008). 

Tahapan dalam model persamaan struktural secara umum terbagi menjadi beberapa tahapan yaitu 
spesifikasi model, identifikasi model, estimasi model, uji kecocokan, dan respisifikasi (Wijanto, 2008). Uji 
kecocokan model dapat dilihat berdasarkan indeks kecocokan yang terbagi menjadi 3 (tiga) bagian, yaitu 
indeks kecocokan absolut digunakan untuk melihat kriteria kecocokan model kategori tinggi atau pada 
tingkatan yang umumnya mutlak harus terpenuhi. Indeks kecocokan inkremental digunakan untuk melihat 
kriteria kecocokan model pada kategori menengah. Indeks kecocokan parsimoni digunakan untuk melihat 
kriteria kecocokan model pada kategori rendah dari sisi kesederhanaan model. 

Pada penelitian ini akan melakukan uji kecocokan model dengan membandingkan indeks 
kecocokan model persamaan struktural menggunakan Lisrel 8.80, menentukan ukuran sampel dengan model 
terbaik dan menghitung pengaruh total antar variabel pada data hasil survei kuisioner kualitas pelayanan 
perpustakaan Unila yang melibatkan 12 variabel teramati dengan ukuran sampel 150 dan 200 dengan metode 
Weighted Least Squares (WLS). 

 
Model persamaan struktural (Structural Equation Modeling, SEM) adalah salah satu teknik peubah 

ganda yang dapat menganalisa secara simultan beberapa peubah laten endogen dan eksogen. Misalkan 
vektor acak િ܂=(િ ,િ, … ,િܕ)danࢀࣈ = (ࣈ, ࣈ,…, ࣈ), berturut-turut adalah variabel laten endogen dan 
eksogen, menurut Bollen (1989) membentuk persamaan simultan dengan sistem hubungan persamaan linier: 

η୨ = Β୨୧η୧ + Γ୨ୠξୠ + ζ୨     (1) 
 

mailto:erstatis@gmail.com
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dengan, 
ઠܑܒ= matriks koefisien peubah laten endogen berukuran m x m 
ડ܊ܒ= matriks koefisien peubah laten eksogen berukuran m x n 
િܒ = vektor peubah laten endogen berukuran m x 1 
િܑ = vektor peubah laten endogen berukuran m x 1 
܊ = vektor peubah laten eksogen berukuran n x 1 
ાܒ  = vektor sisaan acak hubungan antara િ	dan  berukuran m x 1 
 dengan asumsi E(η) = 0, E(ξ) = 0, E(ζ) = 0; ζ tidak berkorelasi dengan ξ. 
 
Persamaan (1) dikenal sebagai persamaan simultan dan dapat dibuktikan menjadi model persamaan 
struktural, yaitu: 
 

η= (1− β)ିଵ	Γ1) +ߦ − β)ିଵ(2)     ߞ 
 

Vektor variabel laten endogen િdan variabel laten eksogen ࣈmasing-masing diukur secara tidak 
langsung melalui indikator-indikatornya, yaitu ࢀ࢟ = (ݕଵ, ݕଶ, …, ݕ) dan ࢀ࢞ = (ݔଵ, ݔଶ, …, ݔ). Hubungan 
antara િ dan ࣈdengan indikator y dan x masing-masing didefinisikan sebagai berikut: 
 

	ݔ = 	 Ʌ௫ߦ		+  (3)     ߜ	
 

	ݕ = 	 Ʌ௬ߟ	+  (4)     ߝ	
 
Persamaan (3) dan (4) disebut sebagai model persamaan pengukuran. 

dimana: 
 vektor penjelas peubah tidak bebas yang berukuran p x 1 =			࢟
 vektor penjelas peubah bebas yang berukuran q x 1 =   ࢞
࢞ = matriks koefisien regresi antara y dan િyang berukuran p x m 
ܡ= matriks koefisien regresi antara x dan ࣈyang berukuran q x n 
ઽ   = vektor sisaan pengukuran terhadap y yang berukuran p x 1 
 vektor sisaan pengukuran terhadap x yang berukuran q x 1 =   ࢾ
dengan asumsi E(η) = 0, E(ξ) = 0, E(ε) = 0, E(δ) = 0; ε tidak berkorelasi dengan η, ξ, dan δ; δ tidak 

berkorelasi dengan η, ξ, dan ε. 
 

Metode Weighted Least Square (WLS) atau yang disebut dengan fungsi pembobot merupakan 
fungsi tertentu yang berfungsi sebagai pembobot dari suatu model regresi linier. Fungsi tersebut akan 
memberikan model regresi linier yang lebih kompleks sehingga model yang dihasilkan dapat dijadikan 
acuan untuk memproduksi suatu barang, dan barang yang dihasilkan akan optimal (Wijanto, 2008). 
Pada WLS, fungsi F(S, ∑ (ࣂ)) yang diminimumkan adalah sebagai berikut: 
 

FWLS (ߠ) = (ݏ −  (5)    (ߪ–	s)ᇱܹିଵ(ߪ
 
di mana ࢙ᇱadalah vektor yang memuat unsur-unsur segitiga bawah serta diagonal matriks kovarian sampel S 
yang diobservasi sebagai penduga parameter. Sedangkan ࣌ᇱ adalah vektor yang memuat unsur-unsur segitiga 
bawah serta diagonal matriks kovarian ∑(ࣂ) pada model. Matriks S dan ∑(ࣂ)merupakan matriks simetris 
dan definit positif. ିࢃadalah invers dari matriks pembobot W bagi matrik galat yang merupakan matriks 
varian asimtotik yang elemennya dituliskan Wii,kk (Joreskog and Sorbom, 1989). 

Fungsi FWLS meminimumkan jumlah kuadrat dari masing-masing unsur matriks sisaan (࢙ −  Hal .(࣌
ini hampir sama dengan metode kuadrat terkecil biasa (OLS). Dimana dalam analisis regresi metode OLS 
meminimumkan jumlah kuadrat sisaan, yaitu galat antara nilai pengamatan perubah tak bebas dengan nilai 
dugaannya. Matriks sisaan ini memuat selisih antara ragam sampel dengan nilai dugaan dari model. Metode 
WLS merupakan penduga yang tak bias dan statistik cukup. Sehingga pada ukuran sampel yang bertambah 
besar, maka umumnya konvergen ke ࣂ. 

Untuk memperoleh penduga kuadarat terkecil terboboti dari ࢼ, mula-mula model regresi dalam 
bentuk matriks sebagai berikut: 
 

Y= X	(6)     ࢿ + ࢼ 
dimana, E(ࢿ) = 0, Var (ࢿ) = ࣌ࢂdan ࢿ	~	ࡺ(,࣌ࢂ) 
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misalkan  

ିࢂ = 	

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

࣌
  … 

 
࣌
 … 

⋮


⋱


⋱
…

⋮

⎦࣌
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

   dan  ࢿ = ൦

ࢿ
ࢿ
⋮
ࢿ

൪ 

 
Matriks  ିࢂ berupa matriks diagonal yang berelemenkan nilai-nilai pembobot, yaitu 

࣌
 = ࢝, dari 

persamaan (6) diberikan pembobot ିࢂsehingga diperoleh model regresi terboboti yaitu: 
 

 ࢿିࢂ + ࢼ	Xିࢂ =Yିࢂ
atau 

	ࢆ = +ࢼࡽ  ࢌ
 
Dari persamaan ࢆ	 = +ࢼࡽ  diperoleh bentuk persamaanࢌ
 

	ࢌ = ࢆ  ࢼࡽ−
 

Dengan jumlah kuadrat sisanya adalah 
 
 ࢿିࢂࢀࢿ = ࢌࢀࢌ				

	ࢅ) = − 	ࢅ	) ିࢂࢀ(ࢼ	ࢄ	 −  (ࢼ	ࢄ
	ࢅ) = − 	ࢅିࢂ)  ࢀ(ࢼ	ࢄ	 −  (ࢼ	ࢄିࢂ
ࢀࢅ) = 	ࢅିࢂ) (ࢀࢄࢀࢼ− −  (ࢼ	ࢄିࢂ
ࢅ	ିࢂࢀࢅ = − ࢼ	ࢄ	ࢂࢀࢅ 	− ࢅ	ିࢂࢀࢄࢀࢼ +  ࢼ	ࢄ	ିࢂ	ࢀࢄࢀࢼ	

ࢅ	ିࢂࢀࢅ =  − ࢼ	ࢄ	ିࢂࢀࢅ 	− +ࢅ	ିࢂࢀࢄࢀࢼ  ࢼ	ࢄ	ି࢜	ࢀࢄࢀࢼ	
ࢅ	ିࢂࢀࢅ =  ࢅ	ିࢂࢀࢄࢀࢼ 2 − +  ࢼ	ࢄ	ିࢂ	ࢀࢄࢀࢼ	
 
Karena ࢼିࢂࢀࢄࢀ	ࢅ adalah skalar, maka bentuk tersebut akan sama dengan transposenya  ିࢂࢀࢅ	ࢄ	ࢼ. Untuk 
memperoleh penduga sehingga jumlah kuadrat sisa sekecil mungkin, kita diferensialkan 	ࢌᇱࢌterhadap ࢼmaka 
kita peroleh persamaan sebagai berikut: 
 

డ		ࢌᇲࢌ
డࢼ

 = −	ିࢂࢀࢄ	ିࢂࢀࢄ 2 + ࢅࢄ	ࢼ 
 

dengan meminimumkan డ	ࢌ
ᇲࢌ

డࢼ
 = 0, maka diperoleh persamaan sebagai berikut: 

 
 ࢅ	ିࢂࢀࢄ	 = ࢼ	ࢄିࢂࢀࢄ 2
 ࢅ	ିࢂࢀࢄ = ࢼ	ࢄିࢂࢀࢄ

 ࢅ	ିࢂࢀࢄି(	ࢄିࢂࢀࢄ) = ࢼ	ࢄିࢂࢀࢄି(	ࢄିࢂࢀࢄ)
ࢼ	  ࢅ	ିࢂࢀࢄି(	ࢄିࢂࢀࢄ) = 

 
Terbukti bahwa ࢼmemiliki sifat penduga statistik cukup. Dimana di dalam parameter penduga tidak terdapat 
parameter, yang ada hanya variabel dan pembobotnya. Kemudian akan dibuktikan bahwa ࢼ adalah penduga 
tak bias dari ࢼ, dengan E(ࢿ) = 0. 
 

 ࢅ	ିࢂࢀࢄି(	ࢄିࢂࢀࢄ) = (ࢼ)ࡱ
+ࢼࢄ)ିࢂࢀࢄି(	ࢄିࢂࢀࢄ) = ൯ࢼ൫ࡱ  (ࢿ	
 ࢼࢄ	ିࢂࢀࢄି(	ࢄିࢂࢀࢄ) = (ࢼ)ࡱ
 ࢼ = (ࢼ)ࡱ

 
 
 
 

(7) 

(8) 

(9) 
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2. Metodologi Penelitian  
Metode penelitian yang digunakan adalah bagaimana menganalisis data bersifat ordinal melalui 

SEM sebagai berikut: 
1. Model Struktural 

Menurut Wijanto (2008), model struktural menggambarkan hubungan-hubungan yang ada di antara 
variabel-variabel laten. Beberapa persamaan regresi linier tersebut membentuk sebuah persamaan simultan 
variabel-variabel laten. Parameter yang menunjukkan regresi variabel laten eksogen diberi label dengan 
huruf Yunani γ (“gamma”), sedangkan untuk regresi variabel laten endogen diberi label dengan huruf 
Yunani β (“beta”), dan matriks kovarians variabel-variabel laten eksogen diberi label dengan huruf Yunani 
Ф (“phi”). 
 
Model variabel laten adalah: 

 ࣀ+ ࣈࢽ	= ࣁ
 

ࣁ	ࢼ= ࣁ					 +  ࣀ+ ࣈࢽ

dengan asumsi E(η) = 0, E(ξ) = 0, E(ζ) = 0; ζ tidak berkorelasi dengan ξ, (I – B) nonsingular. 

2. Model Pengukuran 
Model pengukuran digunakan untuk menduga hubungan antar variabel laten dengan variabel-variabel 

teramatinya. Variabel laten dimodelkan sebagai sebuah faktor yang mendasari variabel-variabel teramati 
yang terkait. Factor loadings yang menghubungkan variabel laten dengan variabel-variabel teramati 
disimbolkan dengan huruf Yunani λ (lambda).  

 
Model variabel teramati adalah: 

ࣈ࢞ࣅ = ࢞ +  ࢾ
ࣈ࢞ࣅ = ࢞ +  ࢾ
ࣈ࢞ࣅ = ࢞ +  ࢾ
ࣈ࢞ࣅ = ࢞ +  ࢾ
࢟ = ࣁ࢟ࣅ +   ࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ࢟ +  ࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ࢟ +  ࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ࢟ +  ࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ࢟ +  ࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ࢟ +  ࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ૠ࢟ +  ૠࢿ
ࣁ࢟ࣅ = ૡ࢟ +  ૡࢿ

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

dengan asumsi, E(η) = 0, E(ξ) = 0, E(ε) = 0, E(δ) = 0; ε tidak berkorelasi dengan η, ξ, dan δ; δ tidak 
berkorelasi dengan η, ξ, dan ε. 

 
Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah : 

Dengan menggunakan software Lisrel 8.80, langkah-langkah penelitian yang dilakukan adalah 
sebagai berikut: 
1. Menginput data kuesioner dalam 2 ukuran sampel, yaitu 150 dan 200 dengan merandom data dengan 

Minitab17 
2. Pengujian validitas dan reliabilitas pada data kuesioner 
3. Merancang model struktural  
4. Merancang model pengukuran 
5. Konstruksi diagram jalur 
6. Estimasi parameter dengan metode Weighted Least Square (WLS) menggunakan software Lisrel 8.80 

pada ukuran sampel 150 dan 200. 
7. Mengevaluasi Indeks Kecocokan, dan menentukan ukuran sampel dengan model terbaik. 
8. Menghitung pengaruh langsung dan tidak langsung. 
9. Menghitung pengaruh total variabel laten eksogen terhadap variabel laten endogen. 
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Merujuk teori dan hasil penelitian yang relevan, terdapat hubungan langsung dan tidak langsung 
antarsesama variabel laten sehingga dapat dirancang kerangka pemikiran seperti terlihat dalam diagram jalur 
pada konseptual di bawah ini: 

Gambar 1. Model Konseptual 
 

  
3. Hasil dan Pembahasan 

Uji validitas digunakan untuk melihat kevalidan butir-butir pertanyaan suatu kuisioner. Berikut 
adalah hasil uji validitas pada setiap ukuran sampel dengan software SPSS. 
 

Tabel 1. Uji Validitas pada 150 Sampel 
 

Variabel Correlation Pearson 
(r-hitung) r-tabel 

X1 0,582 0,1603 
X2 0,529 0,1603 
X3 0,653 0,1603 
X4 0,681 0,1603 
Y1 0,600 0,1603 
Y2 0,528 0,1603 
Y3 0,650 0,1603 
Y4 0,509 0,1603 
Y5 0,725 0,1603 
Y6 0,559 0,1603 
Y7 0,491 0,1603 
Y8 0,617 0,1603 

 
Berdasarkan hasil uji validitas pada Tabel 1. menunjukkan bahwa nilai Correlation Pearson merupakan nilai 
r-hitung. Suatu indikator dinyatakan valid jika nilai r-hitung lebih besar dari nilai r-tabel. Nilai r-tabel 
dengan N=150 pada tingkat signifikansi 5% adalah 0,1603. Dari Tabel 1. dapat dilihat bahwa nilai r-hitung 
pada semua indikator lebih besar dari nilai dari r-tabel, ini berarti bahwa semua indikator pertanyaan 
merupakan indikator yang valid. 
 

Tabel 2. Uji Validitas pada 200 Sampel 
 

Variabel Correlation Pearson 
(r-hitung) r-tabel 

X1 0,612 0,1388 
X2 0,539 0,1388 
X3 0,706 0,1388 
X4 0,699 0,1388 
Y1 0,582 0,1388 

X1

X2

X3

X4

Kompeten

Kwalitas

Fasilita

Y1

Y2

Y3

Y4

Y5

Y6

Y7

Y8
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Y2 0,517 0,1388 
Y3 0,605 0,1388 
Y4 0,553 0,1388 
Y5 0,699 0,1388 
Y6 0,545 0,1388 
Y7 0,582 0,1388 
Y8 0,647 0,1388 

 
Berdasarkan hasil uji validitas pada Tabel 2. menunjukkan bahwa nilai Correlation Pearson merupakan nilai 
r-hitung. Suatu indikator dinyatakan valid jika nilai r-hitung lebih besar dari nilai r-tabel. Nilai r-tabel 
dengan N=200 pada tingkat signifikansi 5% adalah 0,1388. Dari Tabel 2. dapat dilihat bahwa nilai r-hitung 
pada semua indikator lebih besar dari nilai dari r-tabel, ini berarti bahwa semua indikator pertanyaan 
merupakan indikator yang valid. 
 

Uji reliabilitas digunakan untuk melihat kuisioner kualitas pelayanan perpustakaan cukup dapat 
dipercaya untuk digunakan sebagai alat pengumpulan data tersebut sudah baik. Berikut adalah hasil uji 
reliabilitas dengan software SPSS 
 

Tabel 3. Uji Reliabilitas 
 

Ukuran 
Sampel 

Cronbach’s Alpha N of Item 

150 0,832 12 
200 0,843 12 

 
Dari Tabel 3. nilai dari Cronbach’s Alpha pada sampel 150 sebesar 0,832 dan pada sampel 200 

sebesar 0,843. Butir-butir pertanyaan akan reliabel jika nilai Cronbach’s Alpha lebih dari 0,6. Jadi, dapat 
disimpulkan bahwa butir-butir pertanyaan pada kualitas pelayanan perpustakaan Unila dapat dikatakan 
reliabilitas atau handal. 

 
Estimasi parameter dengan menggunakan metode Weighted Least Square (WLS) untuk 

memperoleh nilai dari parameter-parameter yang ada dalam model dengan menggunakan software LISREL 
8.80 didapat nilai dugaan parameter dalam model adalah sebagai berikut: 

 
Estimasi parameter dalam model untuk ukuran sampel 150 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2. Diagram Jalur ukuran 150 
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Estimasi parameter dalam model untuk ukuran sampel 171 
 

 
 

Gambar 3. Diagram Jalur ukuran 200 
 

 
Untuk mengetahui apakah data yang dikumpulkan cocok dengan model maka dilakukan uji kecocokan 
model berdasarkan indeks kecocokan model. Secara keseluruhan terdapat beberapa kriteria dalam menguji 
suatu model yaitu Uji kecocokan Absolut, Uji Kecocokan Inkremental dan Uji Kecocokan Parsimoni. Dalam 
uji kecocokan absolut terdiri atas: Chi Square, RMSEA (Root Mean Square Error of Apporoximation), GFI 
(Goodness of Fit Index), dan NCP (Non Centrality Parameter). Sedangkan dalam uji kecocokan inkremental 
terdiri atas : AGFI (Adjusted Goodness of Fit Index). Serta dalam uji kecocokan parsimoni terdiri atas : PNFI 
(Parsimonius Normed Fit Index). 

Berikut ini adalah tabel indeks uji kecocokan pada model dengan menggunakan metode Weigthed 
Least Square (WLS) pada ukuran sampel 150 dan 200. 
 

Tabel 4. Hasil Uji Kecocokan Keseluruhan Model 
 

Ukuran 
GOF 

Target tingkat kecocokan Hasil Estimasi Tingkat 
Kecocokan 

 

(√) yang 
terbaik 

 
Chi 
Square  

 
Nilai yang kecil 

90.82  Baik  

80.29  Baik √ 

NCP 
Interval 

Nilai yang kecil 
Interval sempit 

39.82 (17.08 ; 70.41) Baik  
29.29 (8.82 ; 57.69) Baik √ 

 
GFI 

≥ 0.90 good fit 
0.8 ≤ GFI < 0.9 

0.93 Baik  
1.94 Baik √ 

 
RMSEA 
 

RMSEA ≤ 0.05 close fit 
0.05 < RMSEA ≤ 0.08 good 
fit 

0.072 Baik  

0.054 Baik √ 

PNFI Nilai yang besar 
0.46 Baik  
0.49 Baik √ 

 
AGFI 

≥ 0.90 good fit 
0.80 ≤ AGFI < 0.90 marginal 
fit 

0.89 Kurang Baik  

0.91 Baik √ 

 
Dari Tabel 4, untuk tabel biru (   ) menunjukkan hasil indeks kecocokan model untuk ukuran 

150 dan untuk tabel kuning (             ) menunjukkan hasil indeks kecocokan model untuk ukuran 200.  
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Dari hasil indeks kecocokan model dengan metode WLS untuk ukuran sampel 150 dan 200, jika 
dibandikan keduanya pada n=150 model baik pada indeks kecocokan absolut dan inkremental, namun pada 
indeks kecocokan parsimoni kurang baik. Sedangkan pada ukuran sampel 200 kecocokan antara model dan 
data adalah baik karena pada ketiga bagian dari indeks kecocokan yaitu indeks kecocokan absolut, 
inkremental dan parsimoni model baik. Pada indeks kecocokan absolut kedua sampel didapatkan model yang 
baik yaitu pada nilai GFI. Jadi dapat dikatakan bahwa hasil indeks kecocokan model dengan metode WLS 
pada semua ukuran sampel cukup baik dan relatif konsisten, tetapi pada ukuran sampel 200 memiliki model 
yang lebih baik karena ketiga indeks kecocokan model menunjukkan hasil yang baik. 
 

Pengaruh langsung, tidak langsung digunakan untuk melihat pengaruh antar variabel laten . Dimana 
akan dilihat pengaruh  langsung, tidak langsung dan total untuk ukuran sampel 200, menggunakan sampel 
berukuran 200 karena pada uji kecocokan didapatkan ukuran sampel yang memiliki model baik. 
 

Pengaruh langsung merupakan Kompetensi Pegawai dapat mempengaruhi Kualitas Pelayanan tanpa 
dipengaruhi oleh Fasilitas. Pengaruh langsung ditunjukan pada Gambar 4. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 4. Pengaruh Langsung 
 
Dari Gambar 4. didapat model dengan pengaruh langsung sebagai berikut: 
1) Dari kompetensi pegawai ke fasilitas perpustakaan 

 ଵߞ + ଵߦ ଵ = 0.63ߟ
2) Dari kompetensi pegawai ke kualitas pelayanan 

 ଶߞ +  ଵߟ ଵ + 0.71ߦ ଶ = 0.64ߟ

Pengaruh tidak langsung adalah dimana kompetensi (ߦଵ) mempengaruhi secara signifikan terhadap 
kualitas (ߟଶ) dengan melalui variabel perantara fasilitas (ߟଵ). Pengaruh tidak langsung dapat dilihat pada 
Gambar 5. 
 
 
 
 

 
 
 
 

Gambar 5. Pengaruh Tidak Langsung 
 

Dari gambar di atas, didapatkan model dengan pengaruh tidak langsung sebagai berikut : 
 ଶߞ + ଵߟଶ = 0.41ߟ

 ଶߞ + (ଵߞ + ଵߦ0.63) 0.41 =          
 ଶߞ + ଵߞଵ + 0.41ߦ0.2583 =          
 
Nilai pengaruh tidak langsung diperoleh dengan cara mengalikan koefisien jalur dari kompetensi (ߦଵ) ke 
fasilitas (ߟଵ) dan dengan melalui koefisien jalur fasilitas (ߟଵ) ke kualitas (ߟଶ). Berikut ini hasil perkalian dari 
koefisien jalur : 
Pengaruh tidak langsung = ((ߦଵ → ଵߟ) (ଵߟ →  (ଶߟ

= (0.63) (0.41) 
= 0.2583 
 

Berdasarkan hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa kompetensi (ߦଵ) mempengaruhi secara signifikan 
terhadap kualitas (ߟଶ). dengan melalui variabel perantara fasilitas (ߟଵ) sebesar 0.2583. 
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Pengaruh total didefinisikan sebagai penjumlahan antara pengaruh langsung dan pengaruh tidak 
langsung dalam hal ini terdapat nilai pengaruh total yaitu dari variabel laten eksogen pada hal ini kompetensi 
 Berikut ini .(ଵߟ) dengan perantara yaitu fasilitas (ଶߟ) terhadap variabel laten endogen yaitu kualitas (ଵߦ)
adalah model dari pengaruh total dari kompetensi (ߦଵ) terhadap kualitas (ߟଶ) dengan perantara fasilitas (ߟଵ). 
 
Pengaruh Total = Pengaruh langsung + Pengaruh tidak langsung 
 (ଶߞ + ଵߞ ଵ + 0.41ߦ0.2583) + ( ଶߞ + ଵߦ0.64) =                          
 ( ଶߞ ଵ + 2ߞଵ + 0.41ߦ0.8983) =                          
 
Hasil pengaruh total kompetensi (ߦଵ) terhadap kualitas (ߟଶ) adalah sebagai berikut: 
Pengaruh total dengan perantara fasilitas (ߟଵ). 
 
Pengaruh total = (((ߦଵ → ଵߦ)) + ((ଶߟ → ଵߟ) (ଵߟ →  (((ଶߟ
           = 0.64 + 0.2583 
           = 0.8983 
 
Sehingga dapat disimpulkan bahwa pengaruh kompetensi terhadap kualitas melalui fasilitas yaitu sebesar 
0.8983 atau 89.83 % 
 
4. Kesimpulan 
Adapun kesimpulan pada makalah ini adalah: 
1. Ukuran sampel dengan model terbaik menggunakan metode Weighted Least Square(WLS) yaitu 

padasampel 200, karena menghasilkannilai indeks kecocokan keseluruhan model yang baik dalamukuran 
kecocokan model absolut, inkremental dan parsimoni ini berartidengan ukuran sampel diperbesar maka 
menghasilkan nilai kecocokan model akan semakin baik, sedangkan pada ukuran sampel 150 nilai indeks 
kecocokankeseluruhan modelmenghasilkan nilai yang baik hanya pada ukurankecocokan model absolut 
dan parsimoni. 

2. Kompetensi pegawai(ߦଵ)mempengaruhi secara signifikan terhadap kualitas pelayanan (ߟଶ)dengan 
melalui variabel perantara fasilitas (ߟଵ)sebesar 0.2583. Terdapat nilai pengaruh total yaitu dari variabel 
laten eksogen pada hal ini kompetensi pegawai (ߦଵ)terhadap variabel laten endogen yaitu kualitas 
 (ଶߟ) terhadap kualitas(ଵߦ) Hasil pengaruh total kompetensi .(ଵߟ) dengan perantara yaitu fasilitas(ଶߟ)
adalah sebesar 0.8983.Variabilitas pada kualitas pelayanan perpustakaan Unila(ߟଶ)yang dapat dijelaskan 
oleh variabilitas kompetensi pegawai perpustakaan Unila (ߦଵ)dan fasilitas (ߟଵ)sebesar 89.83%. 
Sedangkan sisanya sebesar 10.17% dijelaskan oleh faktor lain diluar model yang diteliti. 
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Abstrak 
Pangan merupakan kebutuhan dasar manusia yang sangat penting disamping papan, 
sandang, pendidikan, dan kesehatan. Masih adanya penduduk miskin, daerah rawan pangan, 
produksi pangan yang dihasilkan tidak merata antar wilayah, serta potensi sumber daya alam 
yang berbeda dimasing-masing daerah sangat dipengaruhi oleh distribusi bahan pangan. 
Oleh karena itu pengaruh masalah distribusi pangan terhadap perekonomian Indonesia 
sangatlah besar. Artikel ini membahas perbandingan metode solusi awal layak pada data 
pengiriman beras dengan menggunakan metode sudut barat laut, metode biaya terkecil, 
metode pendekatan vogel dan menggunakan software solver pada Microsoft excel. 
Perbandingan metode ini bertujuan untuk mengetahui minimal biaya pengiriman beras perum 
Bulog divre Lampung bulan Juli 2018, sehingga harga beras tetap stabil tanpa ada tambahan 
biaya berlebih karena proses pengiriman yang tidak optimal.  Pengiriman beras yang optimal 
akan meminimalisir lonjakan harga yang terlalu tinggi, sehingga masyarakat Indonesia tetap 
dapat mengonsumsi beras dengan harga normal. 

 
Kata kunci :Distribusi Pangan; Pangan; Solusi awal layak; 
 
 

1. Pendahuluan 
Pangan merupakan kebutuhan manusia yang sangat mendasar karena berpengaruh terhadap 

eksistensi dan ketahanan hidupnya, baik dipandang dari segi kuantitas dan kualitasnya. Mengingat kadar 
kepentingan yang demikian tinggi, pada dasarnya pangan merupakan salah satu kebutuhan dasar manusia 
yang sepenuhnya menjadi hak asasi setiap penduduk Indonesia. Tersedianya pangan yang cukup, aman, 
bermutu dan bergizi merupakan prasyarat utama yang harus dipenuhi dalam upaya mewujudkan insan yang 
berharkat dan bermartabat serta mempunyai basis sumberdaya manusia yang berkualitas (Suryana, 2013). 

Demi memenuhi kebutuhan seluruh penduduk Indonesia, proses distribusi pangan sangat penting. 
Distribusi pangan adalah tersedianya pangan dan pasokan pangan secara merata sepanjang waktu baik 
jumlah, mutu, aman dan keragamannya untuk memenuhi kebutuhan pangan masyarakat Distribusi pangan 
merupakan salah satu subsistem ketahanan pangan yang peranannya sangat strategis, apabila tidak dapat 
terselenggara secara baik dan lancar, bahan pangan yang dibutuhkan masyarakat tidak akan terpenuhi. 
Distribusi pangan ini diharapkan dapat terlaksana secara efektif, efisien dan merata disetiap lokasi 
berlangsungnya transaksi bahan pangan kebutuhan masyarakat. Gangguan distribusi pangan ini berdampak 
terhadap kelangkaan bahan pangan dan kenaikan harga pangan serta berpengaruh terhadap rendahnya akses 
pangan masyarakat karena daya beli bahan pangan menjadi menurun (Eyverson, 2015). 

Pemerintah terus memperbaiki jalur distribusi pangan untuk menjaga stabilitas harga dengan 
melakukan efisiensi rantai pasokan.  Sebab selama ini, rantai distribusi ditengarai menjadi permasalahan 
utama yang memicu gejolak harga pangan di tanah air (Bulog, 2018). 

Artikel ini membahas tetang perbandingan metode solusi awal layak pada data biaya pengiriman 
barang perum Bulog divre Lampung bulan Juli 2018 untukmengetahui minimal biaya pengiriman dengan 
membandingkan metode Sudut barat laut, metode biaya terkecil, metode pendekatan Vogel dan 
menggunakan software solver. 

Program linear merupakan suatu teknik dalam mendapatkan nilai optimum (maksimum dan 
minimum) suatu fungsi objektif dengan kendala-kendala tertentu. Kendala-kendala ini diterjemahkan ke 
dalam bentuk sistem pertidaksamaan linear (Kasmina, 2008). 

Solusi awal layak dapat dilihat dari jumlah sel yang teralokasi. Solusi layak jika jumlah sel yang 
terisi sebanyak m + n – 1 dengan m menunjukkan jumlah sumber atau persedian dan n adalah permintaan 
(Hotniar, 2005). Menurut  Mulyono (1999) terdapat beberapa metode untuk menentukan solusi fisibel awal, 
antara lain sebagai berikut : 

mailto:dwi.wahyulestari@yahoo.com
mailto:hendri@unimed.ac.id
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1. Metode Sudut Barat Laut (North West Corner Method)  
Metode ini adalah metode yang paling sederhana di antara ketiga metode yang ada untuk 

menentukan solusi fisibel awal. Dasar dari metode alokasi north west corner ini adalah arah. Sesuai 
namanya, alokasi pertama dilakukan pada sel pojok kiri atas (barat laut). Adapun langkah lengkapnya adalah 
sebagai berikut.  
a. Tampilkan persoalan atau alokasikan semua data yang ada ke dalam matriks transportasi. Dengan ܿ  

merupakan biaya transpor dan  ݔ merupakan barang yang diangkut. Seperti pada tabel berikut: 
 

Tabel 1. Bentuk umum tabel awal metode solusi awal 

 
 

b. pertama ditujukan pada sel kiri atas atau sudut kiri atas. Alokasikan ke dalam sel sebanyak mungkin 
dengan memperhatikan keseimbangan antara permintaan dan persediaan. Seperti pada tabel berikut: 
 

Tabel 2. Contoh hasil metode sudut barat laut 

 
c. Kolom yang sudah terpenuhi dapat diberi tanda untuk selanjutnya diabaikan.  
d. Alokasi selanjutnya adalah pada sel kosong terdekat dengan memperhatikan keseimbangan antara 

permintaan dan persediaan 
e. Ulangi langkah b hingga d. 

 
2. Metode Biaya Terkecil (Least CostMethod)  

Prinsip dari metode ini adalah pemberian prioritas pengalokasian pada sel yang mempunyai biaya 
terendah. Langkah-langkahnya adalah sebagai berikut.  
a. Tampilkan persoalan atau alokasikan semua data yang ada ke dalam matriks transportasi. Dengan ܿ  

merupakan biaya transpor dan  ݔ merupakan barang yang diangkut seperti pada Tabel 1. 
b. Identifikasi biaya pada setiap sel dan carilah biaya yang terendah. Alokasikan unit sebanyak mungkin 

pada sel dengan biaya terendah tersebut. Bila terdapat lebih dari satu sel biaya terendah dengan nominal 
yang sama, pilih salah satu dari sel tersebut dengan unit penawaran yang memungkinkan paling banyak 
dikirim. 

c. Sel-sel yang sudah tidak memungkinkan untuk diberi beban karena sudah terpenuhi dapat diberikan 
tanda untuk selanjutnya diabaikan. 

d. Ulangi langkah b dan c hingga semua baris permintaan dan kolom penawaran telah habis.  
 
Dibandingkan dengan aturan metode sudut barat laut, metode biaya terendah dinilai lebih kalkulatif karena 
memperhitungkan nilai terendah, yakni dalam kasus ini nilai yang lebih rendah itu kemungkinan akan 
mencerminkan keuntungan yang didapat lebih besar. Namun, demikian tidak dapat diambil kesimpulan 
umum bahwa metode biaya terendah selalu lebih baik dibandingkan dengan metode sudut barat laut dalam 
menentukan alokasi beban. 
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3. Metode Aproksimasi Vogel (Vogel’s Approximation Method – VAM). 

Metode ini selalu memberikan solusi awal yang lebih baik dibanding metode sudut barat laut dan 
metode biaya terkecil. Kenyataannya, pada beberapa kasus solusi awal yang diperoleh melalui metode ini 
akan menjadi optimum. Metode ini melakukan alokasi dalam suatu cara yang akan meminimumkan penalti 
(opportunity cost) dalam memilih sel untuk suatu alokasi. 
Adapun langkah-langkah dalam menentukan solusi fisibel awal menggunakan metode ini adalah : 
a. Alokasikan semua data yang ada ke dalam matriks transportasi. Dengan ܿ  merupakan biaya transpor 

dan  ݔ merupakan barang yang diangkut seperti pada Tabel 1. 
b. Hitung penalti untuk setiap baris dan kolom. Penalti tersebut diperoleh dengan cara menentukan selisih 

antara biaya paling kecil dan biaya terkecil kedua dari setiap baris dan kolom pada matriks.  
c. Pilih baris atau kolom dengan nilai terbesar dari semua biaya penalti yang telah ditentukan. Tandai sel 

yang tidak memungkinkan lagi untuk dialokasikan karena telah terpenuhi. Ketika terdapat baris atau 
kolom yang telah ditandai, maka biaya penalty baris atau kolom tersebutpun telah selesai diproses. 

d. Tentukan kembali perbedaan (selisih) biaya penalti pada langkah b untuk kolom dan baris yang belum 
terisi. Lanjutkan ke langkah c sampai dengan langkah d. 

e. Ulangi langkah d sampai semua kolom dan baris teralokasi. 
f. Setelah semua kolom dan baris selesai teralokasi, hitung biaya transportasi secara keseluruhan. 
 

Teknologi komputer yang semakin berkembang dengan banyak munculnya perangkat lunak 
(software) yang dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah riset operasi.  Program Solver merupakan 
program add-in tambahan Microsoft Excel. Solver ini dapat digunakan untuk analisis bagaimana-jika.  
Solver juga dapat digunakan untuk menemukan nilai optimal (maksimum atau minimum)  (Dwijanto, 2008). 

 
2. Metodologi Penelitian 
Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Mengkaji proses pengiriman beras perum bulog divre Lampung. 
2. Melakukan perhitungan manual menggunakan metode sudut barat laut, metode biaya terkecil dan 

metode pendekatan vogel. 
3. Melakukan perhitungan menggunakan software solver pada Microsoft excel. 
4. Mengintepretasi semua hasil perhitungan. 
5. Membandingkan hasil perhitungan manual maupun dengan software sehingga diketahui minimum biaya 

pengiriman beras perum bulog divre Lampung. 
 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data biaya pengiriman beras bulan Juli 2018 
dengan keterang untuk semua tabel angka yang ditebali merupakan biaya pengiriman (Bulog, 2018). 
 

Tabel 3. Biaya Pengiriman Beras Bulan Juli 2018 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala Lampung 

Tengah 
Ketersedian Gudang 
(KG) 

GBM 
Campang Raya 268,600 175,500 206,200 145,000 1,324,880 

GBB 
Garuntang 281,500 145,000 206,200 150,000 4,294,965 

GBM Rantai 
Tijang 230,000 164,000 320,000 180,000 2,632,730 

Permintaan 
Pasar (KG) 1,000,000 500,000 500,000 250,000   

 
Dari data tersebut dapat dilihat bahwa beras tersebut akan diangkut dan dipasarkan antara lain ke 

lampung utara, lampung selatan, menggala dan lampung tengah.  Adapun gudang yang ada di divre lampung 
yaitu GBM Campang Raya, GBB Garuntang dan GBM Rantai Tijang. Jika dilihat pada Tabel 1. dapat 
diketahui bahwa biaya pengiriman beras paling besar yaitu dari GBM Rantai Tijang ke Menggala sebesar Rp 
320.000, sedangkan biaya pengiriman barang terkecil yaitu GBB Garuntang ke Lampung Selatan dan dari 
GBM Campang Raya ke Lampung Tengah sebesar Rp 145.000. 

Dalam mengerjakan solusi awal layak, pertama harus dilihat jumlah permintaan dan ketersediaan 
harus sama. Jika nilainya berbeda, maka diperlukan dummy. Dummy didapatkan dari pengurangan jumlah 
ketersediaan dan permintaan. Sehingga dalam data pengiriman beras pada bulan Juli 2018. 

Diketahui jumlah ketersediaan adalah sebesar 8.252.575 Kg dan jumlah pada permintaan adalah 
2.250.000 Kg. Maka di dapatkan dummy dari selisih permintaan dan ketersediaan adalah 6.002.575 Kg. Jika 
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nilai dummy telah didapatkan, maka dapat dimasukan ke dalam tabel, dengan nilai biaya dummy adalah 0 
(nol). Seperti pada tabel berikut: 

 
Tabel 4. Solusi awal layak dengan dummy 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 1,324,880 
          

GBB 
Garuntang 

281,500 145,000 206,200 150,000 0 4,294,965 
          

GBM Rantai 
Tijang 

230,000 164,000 320,000 180,000 0 
2,632,730 

      
Permintaan 
Pasar (KG) 1,000,000 500,000 500,000 250,000 0   

 
Layak tidaknya solusi awal dipenuhi jika jumlah sel yang terisi (basis) sama dengan 5+3-1=7. Jumlah sel 
basis pada solusi awal layak pada Tabel 4. adalah 7 (tujuh). 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Langkah yang pertama setelah didapat Tabel 4. yaitu mengisi sel kosong yang terletak paling kiri 
atas (sudut barat laut). Jika permintaan telah dipenuhi maka beri tanda silang pada kolom permintaan. 
Apabila suplai atau ketersediaan masih terdapat nilainya, maka dapat bergeser ke sel sebelah kanan dari sel 
pertama tadi. Seperti tabel – tabel berikut: 

 
Table 5. Metode sudut barat laut iterasi 1 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 1324880-
1000000=324880 1000000         

GBB 
Garuntang 

281,500 145,000 206,200 150,000 0 4,294,965 X         
GBM Rantai 

Tijang 
230,000 164,000 320,000 180,000 0 2,632,730 
X     

Permintaan 
Pasar (KG) X X X X X   

 
Selanjutnya dengan langkah yang sama, hingga didapat tabel sebagai berikut 
 

Tabel 6. Hasil metode sudut barat laut 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 X 
1000000 324880 X X X 

GBB 
Garuntang 

281,500 145,000 206,200 150,000 0 X 
X 175120 500000 250000 3369845 

GBM Rantai 
Tijang 

230,000 164,000 320,000 180,000 0 X 
X X X X 2632730 

Permintaan 
Pasar (KG) X X X X X   

 
Maka dapat dilihat biaya pengiriman beras dari solusi awal layak dengan metode sudut barat laut di 

atas adalahjumlah pengiriman beras dari GBM Campang Raya ke Lampung Utara sebanyak 1.000.000 Kg 
dan ke Lampung Selatan sebanyak 324.880 Kg. Jumlah pengiriman beras dari GBB Garuntang ke Lampung 
Selatan sebanyak 175.120 Kg, ke Menggala sebanyak 500.000 Kg danke Lampung Tengahadalah 250.000 
Kg.Jumlah Dummy GBB Garuntang adalah 3.369.845 Kg dan jumlah dummy GBM Rantai Tijang adalah 
2.632.730 Kg.Maka jumlah biaya pengiriman beras adalah  
(1.000.000 x 268.600) + (324.880 x 175.500) + (175.120 x 145.000)  +  (500.000 x 206.200) + (250.000 x 
150.000) + (3.369.845 x 0) + (2.632.730 x 0) =  Rp  491.608.840.000,-. 
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Maka langkah selanjutnya yaitu isi sel pada matriks dengan mempertimbangkan biaya pengiriman, 
yang dimulai dengan pemilihan biaya paling minimum dari sel-sel matriks. Pada sel dengan ongkos paling 
kecil tersebut dapat diisi nilai permintaan terkecil diantara nilai permintaan dan ketersediaan. Jika 
permintaan telah dipenuhi maka pada kolom permintaan diberi tanda silang. Apabila suplai masih terdapat 
nilainya, maka dapat bergeser pada sel sebelah kanan dari sel sebelumnya. Seperti tabel berikut: 

 
Tabel 7. Metode Biaya Terkecil iterasi 1 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang 

Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 
1,324,880 

  X       
GBB 

Garuntang 
281,500 145,000 206,200 150,000 0 4,294,965-

500,000=3,794,965   500,000       
GBM Rantai 

Tijang 
230,000 164,000 320,000 180,000 0 

2,632,730 
  X     

Permintaan 
Pasar (KG) 1,000,000 

500,000-
500,000=0 500,000 250,000 6,002,575   

 
Langkah selanjutnya sama dengan teknik sebelumnya pada Tabel 5. Sehingga didapat tabel sebagai berikut:  
 

Tabel 8. Hasil Metode Biaya Terkecil 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 574,880-
574,880=0 X X 500,000 250,000 574,880 

GBB 
Garuntang 

281,500 145,000 206,200 150,000 0 3,794,965-
3,794,965=0 X 500,000 X X 3,794,965 

GBM Rantai 
Tijang 

230,000 164,000 320,000 180,000 0 1,632,730-
1,632,730=0 1,000,000 X X X 1,632,730 

Permintaan 
Pasar (KG) X X X X 6,002,575   

 
Maka dapat dilihat biaya pengiriman beras dari solusi awal dengan metode ongkos terkecil di atas 

adalah jumlah pengiriman beras dari GBM Campang Raya ke Menggala sebanyak 500.000 Kg dan ke 
Lampug Tengah sebanyak 250.000 Kg.Jumlah pengiriman beras dari GBB Garuntang ke Lampung Selatan 
sebanyak 500.000 Kg. Jumlah pengiriman beras dari GBM Rantai Tijang ke Lampug Utara sebanyak 
1.000.000 Kg dan jumlah dummy GBM Campang Rayasebanyak574.880 Kg, jumlah dummy GBB 
Garuntang adalah 3.794.965 Kg, jumlah dummy GBM Rantai Tijang adalah 1.632.730 Kg. 
Maka jumlah biaya pegiriman beras adalah 
(500.000 x 206.200) + (250.000 x 145.000)  +  (500.000 x 145.000) + (1.000.000 x 230.000) + (574.880 x 0) 
+ (3.794.965 x0) + (1.632.730 x 0)  
= Rp  441.850.000.000,-.  
 

Dengan menggunakan Tabel 4. maka selanjutnya, dimulai dengan menghitung ‘penalti’ yang didapat 
dengan cara menghitung perbedaan ongkos dari ruas sel terkecil pada masing-masing baris dan kolom. 
Seperti tabel berikut: 
 

Tabel 9. Metode Pendekatan Vogel iterasi 1 
 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang 

Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 1,324,880 30000 
X         

GBB 
Garuntang 

281,500 145,000 206,200 150,000 0 4,294,965 5000 
X         
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GBM Rantai 
Tijang 

230,000 164,000 320,000 180,000 0 2632730-
1000000=163

2730 
16000 

1000000     

Permintaan 
Pasar (KG) 

1000000-
1000000=0 500,000 500,000 250,000 6,002,575   

38600 19000 0 5000 
 
Setelah itu dapat ditentukan kolom atau baris yang mempunyai nilai penalti terbesar, kemudian dapat 
ditentukan sel yang mempunyai ongkos terkecil. Jika sel yang tersisa dua maka tidak perlu menghitung 
penalti, tetapi dapat diisi dengan nilai yang tersedia. Pada kolom atau baris yang telah terpenuhi nilainya 
diberi tanda silang. Selanjutnya dapat ditentukan ongkos terkecil dari sel-sel tersebut. 
 

Tabel 10. Metode Pendekatan Vogel iterasi 3 
 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM Campang 
Raya 268,600 175,500 206,200 145,000 0 1324880-

250000=1074880 30700 
X X   250000   

GBB Garuntang 281,500 145,000 206,200 150,000 0 4,294,965 61200 
X X   X   

GBM Rantai 
Tijang 

230,000 164,000 320,000 180,000 0 1,632,730 156000 
1000000 500000   X   

Permintaan 
Pasar (KG) X X 500,000 X 6,002,575   

0 19000 0 5000 
 
Mengacu pada teknik penyelesaian Tabel 9. dan Tabel 10. Diperoleh hasil pada Tabel 11. berikut 
 

Tabel 11. Hasil Metode Pendekatan Vogel 

Gudang Lampung 
Utara 

Lampung 
Selatan Menggala 

Lampung 
Tengah DUMMY 

Ketersedian 
Gudang (KG) 

GBM 
Campang Raya 

268,600 175,500 206,200 145,000 0 1074880-
1074880=0 X X X 250000 1074880 

GBB 
Garuntang 

281,500 145,000 206,200 150,000 0 379465-
3794965=0 X X 500000 X 3794965 

GBM Rantai 
Tijang 

230,000 164,000 320,000 180,000 0 1632730-
1632730=0 1000000 500000 X X 1632730 

Permintaan 
Pasar (KG) X X X X 

6002575-
6002575=0   

 
Demikian solusi awal yang diperoleh sudah layak. Maka dapat dilihat pemakaian sumber energi 

dari solusi awal dengan metode pendekatan vogel di atas adalah Jumlah pengiriman beras dari GBM 
Campang Raya ke Lampung Tengah sebanyak 250.000 Kg. Jumlah pengiriman beras dari GBB Garuntang 
ke Menggala sebanyak 500.000 Kg.  Jumlah pengiriman beras dari GBM Rantai Tijang ke Lampung Utara 
sebanyak 1.000.000 Kg dan ke Lampung Selatan sebanyak 500.000 Kg. Jumlah dummy GBM Campang 
Raya sebanyak 1.074.880 Kg. Jumlah dummy GBB Garuntang sebanyak 3.794.965 Kg. Jumlah dummy 
GBM Rantai Tijang sebanyak 1.132.730 Kg.Maka jumlah pengiriman beras adalah  
(250.000 x 145.000) + (500.000 x206.200)  +  (1.000.000 x230.000) + (500.000 x 164.000)  + (1.074.880 
x0) + (3.794.965 x0) + (1.132.730 x 0) =  Rp451.350.000.000,-. 

Penyelesaian masalah transportasi dengan solver maka buat Tabel 4. dan copy tabel tersebut  
dibawah Tabel 4. pada lembar Microsoft excel, lalu ubah isi sel tabel baru dengan nilai nol (0) seperti 
gambar berikut: 
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Gambar 1. Matriks Transportasi Awal 

 
Jadi dalam hal pengiriman barang dari satu gudang ke beberapa daerah ini G8 ditulis dengan 

“=SUM(B8:F8)”. Sel G9 ditulis dengan formula “=SUM(B9:F9)” dan G10 ditulis dengan 
“=SUM(B10:F10)”.  Selanjutnya banyaknya pengiriman barang dari beberapa gudang ke satu daerah B11 
ditulis dengan formula “=SUM(B8:B10)”, untuk sel C11 ditulis dengan formula “=SUM(C8:C10)”, sel D11 
ditulis dengan “=SUM(D8:D10)”, sel E11 ditulis dengan “=SUM(E8:E10)”, dan sel F11 ditulis dengan 
formula “=SUM(F8:F10)”.  
Biaya pengiriman merupakan kelipatan yang seletak antara banyaknya barang yang dikirim dengan biaya 
satuan pengiriman.  Oleh karena itu pada sel B13 kita tuliskan formula “=SUMPRODUCT(B2:F4,B8:F10)”. 
Setelah persiapan pada lembar excel selesai, saatnya menjalankan Solver, dengan langkah klik DATA lalu 
pilih “solver” maka akan keluar menu solver sebagai berikut : 

 
Gambar 2. Menu Solver 

 
Hasil perhitungan total biaya diletakkan pada B13, dan ini tidak diubahke sel lain, oleh karena itu 

semua hasil kita tetapkan dengan menambah tanda $ pada tempat perumusan hasil atau sumber, sehingga 
menjadi $B$13. 

Masalah yang akan diselesaikan adalah masalah meminimumkan biaya transportasi sehingga pada 
equel to pilih min. Selanjutnya pada By Changing cells isi bagian kelompok sel yang merupakan bagian 
variabel. By Changing cells ini adalah untuk menentukan banyaknya barang pada sistem transportasi, oleh 
karena itu isikan B8 Sampai F10 dengan tulis $B$8:$F$10. 
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Subject to the contraints merupakan syarat pembatas. Pada pencarian solusi awal layak ini memiliki 
dua syarat pembatas yaitu pembatas permintaan dan pembatas ketersediaan barang. Oleh karena itu 
pembatas permintaan yaitu permintaan yang harus dipenuhi, jadi permintaan kurang dari atau sama dengan 
pengiriman barang, sehingga $B$11:$F$11≥$B$5:$F$5. Sedangkan pembatas ketersediaan menyatakan 
bahwa barang yang dikirim tidak lebih dari ketersediaan barang digudang maka $G$8:$G$10≤$G$2:$G$4, 
dengan memilih atau mengisikan keterangan berikut pada menu solver dan mengisi options asumsi linier dan 
non-negative. Maka setelah klik solve akan diperoleh hasil seperti gambar berikut : 

 

 
Gambar 3. Hasil perhitungan meggunakan solver 

 
Beras dari GBM Rantai Tijang akan dikirim ke Lampung Utara sebanyak 1.000.000 Kg, dari GBB 

Garuntang akan dikirim ke Lampung selatan sebanyak 500.000 Kg dan dari GBM Campang raya ke 
Menggala akan dikirim sebanyak 500.000 Kg dan ke Lampung Tengah sebanyak 250.000 Kg. Hasil akhir 
dari software solver ini muncul pada sel B13 sebanyak “4.4185E+11” ini menunjukkan bahwa biaya 
pengiriman sebesar Rp 441.850.000.000. 

 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan data dan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan : 
1. Jumlah biaya pengiriman beras paling besar yaitu dari GBM Rantai Tijang ke Menggala sebesar Rp 

320.000, sedangkan biaya pengiriman beras terkecil yaitu GBB Garuntang ke Lampung Selatan dan dari 
GBM Campang Raya ke Lampung Tengah sebesar Rp 145.000.   

2. Solusi biaya yang paling layak untuk memperoleh biaya terkecil yaitu menggunakan metode biaya 
terkecil (Least cost method) dan dengan menggunakan software solver menghasilkan biaya Rp 
411.850.000.000,- 

3. Beras dari GBM Rantai Tijang akan dikirim ke Lampung Utara sebanyak 1.000.000 Kg, dari GBB 
Garuntang akan dikirim ke Lampung selatan sebanyak 500.000 Kg, dari GBM campang raya ke 
Menggala akan dikirim sebanyak 500.000 Kg dan dari GBM Camping raya ke Lampung Tengah 
sebanyak 250.000 Kg. 
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Abstrak 

 
Salah satu indikator keberhasilan pembangunan terutama di bidang kesehatan dan 
kesejahteraan adalah kondisi sosial masyarakat yang semakin membaik dan usia harapan 
hidup yang semakin meningkat. Meningkatnya usia harapan hidup masyarakat menyebabkan 
jumlah penduduk usia lanjut semakin bertambah. Provinsi Jawa Tengah merupakan provinsi 
dengan persentase penduduk lanjut usia terbesar kedua di Indonesia. Penelitian ini bertujuan 
untuk mengelompokan kabupaten/ kota di Provinsi Jawa Tengah berdasarkan 
karakteristiknya. Karakteristik yang akan digunakan sebagai dasar pengelompokan adalah 
angka kesakitan, TPAK, dan Status lanjut usia sebagai kepala rumah tangga. Analisis yang 
digunakan dalam penelitian ini adalah dengan analisis gerombol dengan metode K-means 
dilanjutkan dengan uji manova. Pengelompokan wilayah di Provinsi Jawa Tengah Pada 
Tahun 2017 berdasarakan karakteristik lansia menghasilkan 3 kelompok berbeda. Kelompok 
wilayah pertama merupakan wilayah dengan karakteristik angka kesakitan yang tinggi, 
kelompok kedua merupakan wilayah dengan angka kesakitan dan TPAK yang paling rendah 
dengan status KRT yang paling banyak, dan wilayah ketiga merupakan wilayah dengan 
karakteristik lansia yang berstatus KRT paling sedikit dengan TPAK paling tinggi 

 
Kata kunci: K-Means, Lanjut Usia, Pengelompokan 

 
 
1. Pendahuluan  

Salah satu indikator keberhasilan pembangunan terutama di bidang kesehatan dan kesejahteraan 
adalah kondisi sosial masyarakat yang semakin membaik dan usia harapan hidup yang semakin meningkat. 
Meningkatnya usia harapan hidup masyarakat menyebabkan jumlah penduduk usia lanjut semakin 
bertambah. Undang-undang Nomor 13 tahun 1998 tentang Kesejahteraan Lanjut usia mendefinisikan bahwa 
lanjut usia   adalah seseorang yang telah mencapai usia enam puluh (60) tahun ke atas.  

Badan Pusat Statistik (BPS) menyebutkan bahwa berdasarkan proyeksi penduduk hasil Sensus 
Penduduk tahun 2010, Indonesia akan mencapai struktur penduduk tua setelah tahun 2020. Hasil Susenas 
(Survei Sosial Ekonomi Nasional) tahun 2017 menunjukan bahwa terdapat lima provinsi dengan persentase 
lanjut usia lebih dari 10 persen. Kelima provinsi tersebut adalah Daerah Istimewa Yogyakarta (13,90%), 
Jawa Tengah (12,46%), Jawa Timur (12,16%), Bali (10,79%), dan Sulawesi Barat (10,37%). 

Provinsi Jawa Tengah sebagai provinsi dengan persentase penduduk lanjut usia terbesar kedua di 
Indonesia tentunya memerlukan informasi tentang karakteristik lanjut usia agara dapat diambil langkah-
langkah kebijakan berkaitan dengan lanjut usia dengan informasi yang ada. Penelitian terkait lanjut usia dan 
terkait pengelompokan wilayah telah dilakukan oleh berbagai pihak. Jasmina, Susetyo, dan Aidi pada tahun 
2015 melakukan penelitian terkait pengelompokan provinsi di Indonesia berdasarkan kriteria lanjut usia 
telantar dengan menggunakan analisis gerombol. Hasil penelitian menyebutkan bahwa provinsi di Indonesia 
terbagi ke dalam 4 kelompok dengan karakteristik lanjut usia telantar yang berbeda-beda pada masing-
masing kelompok. Jumeilah, dkk (2017) melakukan klasterisasi penduduk lanjut usia sumatera selatan 
menggunakan algoritma K-Modes yang menghasilkan 4 cluster. 

Peningkatan jumlah lanjut usia di Provinsi Jawa Tengah memerlukan penanganan dan pelayanan 
terhadap lanjut usia. Kondisi lanjut usia di kabupaten/ kota di wilayah Provinsi Jawa Tengah memiliki 
karakteristik yang beragam. Penelitian ini bertujuan untuk mengelompokan kabupaten/ kota di Provinsi Jawa 
Tengah berdasarkan karakteristiknya. Karakteristik yang akan digunakan sebagai dasar pengelompokan 
adalah angka kesakitan, TPAK, dan Status lanjut usia sebagai kepala rumah tangga. 
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2. Bahan dan Metode 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder yang berasal dari publikasi BPS 
Provinsi Jawa Tengah yaitu publikasi Statistik Lansia 2017. Publikasi tersebut berdasarkan dari hasil 
pengolahan Susenas dan Sakernas tahun 2017. Unit observasi pada penelitian ini adalah 35 kabupaten/ kota 
di Provinsi Jawa Tengah. Variabel penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

 
Tabel 1. Variabel Penelitian 

Variabel Nama Variabel 
(1) (2) 
x1 Lanjut Usia yang berstatus sebagai Kepala Rumah Tangga (KRT) 
x2 Angka Kesakitan 
x3 Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja (TPAK) 

 
Angka kesakitan dalam penelitian ini adalah persentase lansia yang mengalami sakit. Angka 

kesakitan merupakan salah satu indikator yang digunakan untuk mengukur derajat kesehatan. TPAK 
(Tingkat Partisipasi angkatan kerja) lansia dalam penelitian ini terbatas untuk usia 60 tahun ke atas. 
Angkatan kerja lansia yang dimaksud adalah penduduk usia 60 tahun ke atas yang selama seminggu sebelum 
pencacahan mempunyai pekerjaan, baik bekerja maupun sementara tidak bekerja, ataupun yang termasuk 
pengangguran. Keberadaan lansia memegang andil yang penting, beberapa diantaranya masih dipercaya dan 
mengemban amanah sebagai kepala rumah tangga (KRT) yang bertanggung jawab secara sosial ataupun 
ekonomi terhadap anggota rumah tangganya.  

Teknik analisis data yang digunakan dalam penelitian ini adalah analisis gerombol. Analisis gerombol 
merupakan salah satu teknik statistik yang bertujuan untuk mengelompokan objek ke dalam suatu kelompok 
sedemikian objek yang berada dalam satu kelompok akan memiliki kesamaan yang tinggi dibandingkan 
dengan kelompok yang lainnya. Analisis gerombol terdiri metode hirarki dan non hirarki. Metode hirarki 
merupakan metode pengelompokan yang terstruktur dan bertahap berdasarkan kemiripan sifat antar objek. 
Kemiripan sifat ditentukan dari kedekatan jarak Euclidean atau jarak mahalanobis. Metode non hirarki 
merupakan metode yang dipaki ketika jumlah kelompok sudah ditentukan dan biasanya metode ini 
digunakan untuk pengelompokan data yang berukuran besar. 

Salah satu metode clustering non horarki adalah dengan metode k-means. Metode K-means dimulai 
dengan proses penentuan jumlah kelompok dan penentuan centroid di masing-masing kelompok terlebih 
dahulu. Langkah selanjutnya adalah dengan melakukan perhitungan jarak pada setiap objek dengan setiap 
centroid. Proses tersebut terus berulang sampai tidak terjadi pemindahan objek ke kelompok lainnya.  
Metode ini merupakan salah satu metode pengelompokan yang paling banyak digunakan karena lebih 
sederhana dan mudah dalam pengimplemantasian.  

Teknik analisis data yang digunakan dalam penelitian ini adalah analisis gerombol. Analisis gerombol 
merupakan salah satu teknik statistik yang bertujuan untuk mengelompokan objek ke dalam suatu kelompok 
sedemikian objek yang berada dalam satu kelompok akan memiliki kesamaan yang tinggi dibandingkan 
dengan kelompok yang lainnya. Analisis gerombol terdiri metode hirarki dan non hirarki. Metode hirarki 
merupakan metode pengelompokan yang terstruktur dan bertahap berdasarkan kemiripan sifat antar objek. 
Kemiripan sifat ditentukan dari kedekatan jarak Euclidean atau jarak mahalanobis. Metode non hirarki 
merupakan metode yang dipaki ketika jumlah kelompok sudah ditentukan dan biasanya metode ini 
digunakan untuk pengelompokan data yang berukuran besar. 

Salah satu metode clustering non horarki adalah dengan metode k-means. Metode K-means dimulai 
dengan proses penentuan jumlah kelompok dan penentuan centroid di masing-masing kelompok terlebih 
dahulu. Langkah selanjutnya adalah dengan melakukan perhitungan jarak pada setiap objek dengan setiap 
centroid. Proses tersebut terus berulang sampai tidak terjadi pemindahan objek ke kelompok lainnya.  
Metode ini merupakan salah satu metode pengelompokan yang paling banyak digunakan karena lebih 
sederhana dan mudah dalam pengimplemantasian.  

Manova merupakan teknik analisis statistik yang digunakan untuk menguji kesamaan beberapa 
variabel dari beberapa populasi secara sekaligus. Analisis manova bertujuan untuk mengetahui apakah ada 
perbedaan yang nyata pada beberapa variabel antara beberapa populasi. Sebelum melakukan pengujian 
Manaova dilakukan terlebih dahulu: 
a. Uji multivariate normal 
Pengujian hipotesa asumsi multivariate normal adalah sebagai berikut: 
H0: Data berdistribusi multivariate normal 
H1: Data tidak berdistribusi multivariate normal 
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Pengujian multivariate normal yaitu dengan membandingkan ݀
ଶ dengan nilai tabel Chi-Square߯;ఈ

ଶ .  

݀
ଶ = 	 ൫ݔ − ൯ݔ̅

ଵ
ܵିଵ൫ݔ −  ൯, j=1,2,…,n (1)ݔ̅

 
dimana:  
N  : banyaknya pengamatan 
ݔ  : Objek pengamatan ke-j 
ܵିଵ : Invers matrik kovarians berukuran pxp 
 
b. Uji Bartlett 
Uji Bartlett bertujuan untuk mengetahui apakah terdapat hubungan antara variabel dalam kasus multivariat. 
Jika variabel x1,x2,x3,…., xp independen maka matriks korelasi antar variabel sama dengan matrik 
identitasnya. 
Hipotesis yang digunakan: 
ߩ :ܪ = 1 
ߩ :ଵܪ ≠ 1 
Statistik uji yang digunakan: 

߯ଶ = ݊ − 1 −
2 + 5

6
൨  (2) |ܴ|	݊ܮ

H0 ditolak jika nilai ߯ଶhitung >߯
(ఈ,భమ(ିଵ))
ଶ  

 
c. Uji Homogenitas 

Hipotesa yang digunakan adalah 
: ∑ଵܪ = ∑ଶ = ⋯ = ∑ 
ଵ: minimal satu ∑ܪ ≠ ∑ 
Statistik uji yang digunakan adalah Box’s M yaitu: 

∗ߣ	݊ܮ	2− = 	 (݊ − 	݊ܮ(݇ ቚܹ (݊ − ݇)ൗ ቚ −൫ ݊ − 1൯݊ܮ	หݏห


ୀଵ

 (3) 

∗ߣ = 	
∏ หݏห

൫ೕିଵ൯
ଶ
൘


ୀଵ

ቚݓ (݊ − ݇)ൗ ቚ
(ି)

ଶൗ
 (4) 

Dimana: 
݇  : banyaknya kelompok 

ܹ
(݊ − ݇)ൗ  : Matrik ragam-peragam dalam kelompok gabungan 

ݏ   : Matrik ragam- peragan kelompok ke- j 

Jika (−2	ߣ݊ܮ∗)ൗܾ ≤   yang berarti bahwa antar kelompok memilikiܪ ௩భ,௩మ,ఈ maka keputusan tolakܨ

matrik ragam-peragan yang sama, dengan α adalah tingkat signifikansi dan v1 dan v2 adalah derajat bebas 
d. Uji vektor nilai rataan 

Pengujian terhadap vektor nilai rataan antar kelompok dilakukan dengan hipotesa: 
ଵߤ :ܪ = ଶߤ = ⋯ =  ߤ
ߤ ଵ: minimal satuܪ ≠ ߤ  
Statistik uji yang digunakan adalah Wilk’s Lambda (Ʌ*) dengan rumus sebagai berikut. 

 

Ʌ∗ =
|ܹ|

ܤ| +ܹ| 
(5) 

 
dimana B dan W masing-masing adalah matrik jumlah kuadrat dan cross product antar kelompok dan dalam 
kelompok dengan derajat bebas g-1 dan ∑nl-g.  
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ܹ = ൫ݔ − ݔ൯൫ݔ̅ − ൯ݔ̅
ᇱ



ୀଵ



ୀଵ

 (6) 

ܤ =  ݊൫ݔ − ݔ൯൫ݔ̅ − ൯ݔ̅
ᇱ



ୀଵ

 (7) 

 
 
dimana:  
ݔ  : vektor pengamatan ke-i pada kelompok j  
  : vektor rata-rata kelompok ke-jݔ̅
݊ : jumlah individu kelompok pada kelompok ke-j  
 vektor rata-rata semua kelompok :ݔ̅
݈݊: jumlah sampel kelompok ke-l 
 

Statistik Wilk’s Lambda ini mendekati statistik uji F, jika 
∑ ିିଵ
ೕసభ

ିଵ
ଵି√Ʌ∗

Ʌ∗
> ଵݒ dimana (௩ଵ,௩ଶ,ఈ)ܨ =

2(݃ − 1) dan ݒଶ = 2(∑݈݊ − ݃ − 1) maka H0 ditolak, yang berarti terdapat perbedaan rata-rata antar 
kelompok. 
 
Model One-Way MANOVA adalah sebagai berikut.  

ܻ = ߤ + ߬ +  ߝ
dimana i = 1,2,…,g; j = 1,2,…,nl 
ܻ : nilai pengamatan (respon) dari perlakuan ke-l dan ulangan ke-j  

l    : grup yang terbentuk  
  nilai rataan umum :  ߤ
߬  : pengaruh dari perlakuan ke-i terhadap respon  
  .: pengaruh error yang berdistribusi Np(0,∑)  untuk  data multivariatߝ
 
Dalam One-way MANOVA, hipotesis yang digunakan adalah sebagai berikut. 
H0 :߬ଵ = ߬ଶ = ⋯ = ߬ = 0 
H1 : minimal terdapat satu ߬ ≠ 0, i=1,2,…,g 
 
Pillai’s Trace, sttatistik uji ini paling cocok digunakan jika asumsi homogenitas matriks varians-kovarians 
tidak dipenuhi. Karena tatistik uji ini paling robust [6].  Statistik uji Pilllai’s Trace dirumuskan sebagai: 

P = ൬
ߣ

1 + ߣ
൰



ୀଵ

= ݎݐ
|ܹ|

ܤ| +ܹ| 
(8) 

 
 

Dimana ߣଵ, ,ଶߣ … ,  adalah akar akar karakteristik dari (W)-1(B)ߣ
(W) :matriks varians-kovarians error pada MANOVA  
(B) :matriks varians-kovarians perlakuan pada MANOVA 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Rata-rata angka kesakitan lanjut usia di Provinsi Jawa Tengah pada tahun 2017 adalah sebesar 25,29. 
Angka kesakitan lansia laki-laki lebih besar daripada angka kesakitan lansia perempuan. Angka kesakitan 
lanjut usia tertinggi di Provinsi Jawa Tengah terdapat di Kabupaten Demak yaitu sebesar 36, 29. Hal ini 
berarti bahwa sebanyak 36,29 persen lansia di Kabupaten Demak mengalami keluhan dalam kesehatannya, 
hal ini bermakna juga bahwa dari 100 lansia, 36 orang lansia mengalami keluhan kesehatan. Tiga Wilayah 
kabupaten/ kota di Provinsi Jawa Tengah dengan persentase keluhan kesehatan lansia yang terkecil adalah 
Kabupaten Wonogiri, Kabupaten Sukoharjo, dan Kota Salatiga. Kota Salatiga memiliki angka kesakitan 
terkecil, yaitu sebesar 15,26. Hal ini berarti bahwa lanjut usia di Kota Salatiga yang mengalami keluhan 
kesehatan hanya sebesar 15,26 persen dari lansia yang berada di wilayah Kota Salatiga.  
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Gambar 1. Diagram Angka Kesakitan Lansia Provinsi Jawa Tengah Tahun 2017 

 
Keberadaan lansia dalam masyarakat masih memegang peranan penting dalam kehidupan rumah 

tangganya. Hal ini terlihat dari status lansia sebagai KRT. Beberapa diantaranya masih mengemban amanah 
sebagai KRT yang bertanggung jawab secara sosial dan ekonomi anggota rumah tangganya. Persentase 
lansia dengan status sebagai KRT 59, 74. Hal ini berarti bahwa sebagian besar lansia di Provinsi Jawa 
Tengah masih berstatus sebagai kepala rumah tangga. Persentase lansia dengan status sebagai KRT tertinggi 
berada di Kota pekalongan, yaitu sebesar 73,08%. Persentase terkecil status lansia sebagai KRT terdapat di 
Kabupaten Kudus, yaitu sebesar 48,59%.  

 

 
Gambar 2. Hubungan Lanjut Usia Terhadap Kepala Rumah Tangga 

 
Pada tahun 2017, Kabupaten Wonosobo merupakan wilayah dengan TPAK tertinggi di Provinsi Jawa 

Tengah yaitu sebesar 62,25. Wilayah di Provinsi Jawa Tengah dengan TPAK terendah adalah Kota 
Pekalongan.  

 
Gambar 3. TPAK Lanjut Usia Provinsi Jawa Tengah Tahun 2017 

000
005
010
015
020
025
030
035
040

Angka Kesakitan Lansia

000 010 020 030 040 050 060 070 080
Kudus

Banjarnegara
Blora

KotaSalatiga
Kendal

Boyolali
Magelang

KotaSurakarta
Pemalang

KotaSemarang
Rembang

Demak

Status Lansia Sebagai KRT

000
010
020
030
040
050
060
070

TPAK Lansia



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

91 
 

Hasil Pengklasteran dengan metode K-Means adalah sebagai berikut: 
1) Jumlah Anggota kelompok 

 
Tabel 2. Jumlah Anggota Cluster 

Kelompok Jumlah Anggota Kelompok 
(1) (2) 
1 9 
2 11 
3 15 

Jumlah 35 
 
Hasil pengelompokan kabupaten/ kota di Jawa Tengah berdasarkan karakteristik lanjut usia diperoleh 

3 kelompok. Kelompok pertama terdiri dari 9 kabupaten/ kota, kelompok kedua terdiri dari 11 kabupaten/ 
kota, dan kelompok ketiga terdiri dari 15 kabupaten/ kota. 

 
2) Anggota kelompok dan Karakteristik Kelompok 

 
Tabel 3. Kabupaten/ Kota Anggota Kelompok Hasil Clustering K-Means 

 
Kelompok 

1 2 3 
(1) (2) (3) 

1 Cilacap 1 Klaten 10 KotaPekalongan 1 Banyumas 10 Grobogan 

2 Purworejo 2 Sukoharjo 11 KotaTegal 2 Purbalingga 11 Blora 

3 Pati 3 Karanganyar   3 Banjarnegara 12 Semarang 

4 Kudus 4 Rembang   4 Kebumen 13 Temanggung 

5 Demak 5 Jepara   5 Wonosobo 14 Pekalongan 

6 Kendal 6 KotaMagelang   6 Magelang 15 Pemalang 

7 Batang 7 KotaSurakarta   7 Boyolali  
 8 Tegal 8 KotaSalatiga   8 Wonogiri  
 9 Brebes 9 KotaSemarang     9 Sragen     

 
Karakteristik kelompok pertama yang terbentuk adalah wilayah dengan angka kesakitan yang relatif 

lebih tinggi dari dua kelompok wilayah lainnya. Wilayah Kelompok pertama terdiri dari 9 kabupaten, yaitu 
Kabupaten Cilacap, Kabupaten Purworejo, Kabupaten Pati, Kabupaten Kudus, Kabupaten Demak, 
Kabupaten Kendal, Kabupaten Batang, Kabupaten Tegal, dan Kabupaten Brebes. 

Kelompok kedua terdiri dari 11 kabupaten/ kota yaitu Kabupaten Kalten, Kabupaten Sukoharjo, 
Kabupaten Karanganyar, Kabupaten  Rembang, Kabupaten Jepara, Kota Magelang, Kota Surakarta, Kota 
Salatiga, dan Kota Semarang, Kota Pekalongan, dan Kota Tegal. Kelompok wilayah kedua memiliki 
karakteristik lanjut usia dengan angka kesakitan dan TPAK paling rendah, serta lanjut usia dengan status 
lanjut usia sebagai KRT yang relatif banyak.  

Karakteristik kelompok ketiga adalah wilayah dengan TPAK yang relatif tinggi dengan status lanjut 
usia sebagai KRT yang paling kecil. Kelompok wilayah ketiga terdiri dari 15 kabupaten, yaitu Kabupaten 
Banyumas, Kabupaten Purbalingga, Kabupaten Banjarnegara, Kabupaten Kebumen, Kabupaten Wonosobo, 
Kabupaten Magelang, Kabupaten Boyolali, Kabupaten Wonogiri, Kabupaten Sragen, Kabupaten Grobogan, 
Kabupaten Blora, Kabupaten Semarang, Kabupaten Temanggung, Kabupaten Pekalongan, dan Kabupaten 
Pemalang. 

 
 
 
 
 

Tabel 4. Karakteristik Kelompok 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

92 
 

 

Variabel 
Kelompok 

1 2 3 
(1) (2) (3) (4) 

Status sebagai KRT 60,91 62,72 57,53 

Angka Kesakitan 32,29 20,12 23,57 

TPAK 46,64 43,11 56,21 

 
Hasil pengujian multivariate normal dengan metode mardia (Mardia skewness dan mardia kurtosis) 

adalah sebagai berikut: 
Tabel 5. Hasil Pengujian Multivariate Normal 

 
Metode Mardia b z p-value 

Multivariate skewness 2,39 15,8 0,11 
multivariate kurtosis 17,54 1,37 0,17 

 
Hasil pengujian dengan multivariate skewness dan multivariate kurtosis menunjukan bahwa nilai p-

value untuk multivariate skewness adalah 0,11 dan p-value untuk multivariate kurtosis adalah 0,17 dimana 
p-value> α (0,05) sehingga dapat disimpulkan bahwa data pengamatan yang digunakan dalam penelitian ini 
berdistribusi multivariatenormal.  

 
Tabel 6. Hasil Uji Homogenitas dengan Box’s M 

 
Box's M 22,085 

F 

Approx. 1,569 

df1 12 

df2 3365,32 

Sig. 0,093 
 
Hasil pengujian kesamaan matrik ragam peragam menunjukan bahwa dengan tingkat kepercayaan 95 

%, matrik varians- covarians pada variabel status sebagai KRT, angka Kesakitan, dan TPAK adalah sama 
untuk setiap kelompok wilayah yang terbentuk. Hal ini ditunjukan dengan nilai signifikansi 0,093 lebih besar 
dari 0,05. Hal ini berarti asumsi homogenitas antar terpenuhi. 

 
 
 
 
 

Tabel 7. Hasil Pengujian dengan Lavene Test 

Variabel F df1 df2 Sig. 
(1) (2) (3) (4) (5) 

status sebagai KRT 1,032 2 32 0,37  
angka kesakitan 1,177 2 32 0,32  
tpak 2,664 2 32 0,09  

 

Pengujian kesamaan varians-kovarians secara individu juga menunjukan hasil yang sama. Hal ini terlihat 
dari nilai signifikansi pada levene test untuk ketiga variabel yang bernilai >0,05. Hal ini berarti varians-
kovarians pada ketiga variabel tersebut adalah sama untuk setiap kelompok wilayah yang telah terbentuk. 
Asumsi kesamaan matrik varians-kovariabs telah terpenuhi, maka proses analisis Manova dapat dilanjutkan. 
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Tabel 8. Uji Beda Rata-rata antar kelompok 

Effect Value Sig. 
(1) (2) (3) 

Intercept Pillai's Trace 1,00  0,00  
Wilks' Lambda 0,00  0,00  
Hotelling's Trace 300,25  0,00  
Roy's Largest Root 300,25  0,00  

Grup Pillai's Trace 1,35  0,00  
Wilks' Lambda 0,10  0,00  
Hotelling's Trace 4,41  0,00  
Roy's Largest Root 2,84  0,00  

 
Nilai signifikansi untuk grup (kelompok) yang diuji dengan pillai’s Trace, Wilk’s Lambda, 

Hotelling’s Trace, dan Roy’s Largest root menunjukan nilai 0,00 < 0,05. Hal ini berarti bahwa antara 
kelompok pertama, kedua, dan ketiga terdapat perbedaaan karakteristik lanjut usia untuk status sebagai KRT, 
angka kesakitan, dan TPAK. 

 
Tabel 9. Test of Between-Subjects Effects 

Source Type III Sum of Squares df Mean 
Square F Sig. 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

Corrected 
Model 

status sebagai KRT 180.000a 2 90,00  4,09  0,03  
angka kesakitan 768.547b 2 384,27  32,47  0,00  
tpak 1198.882c 2 599,44  25,50  0,00  

Intercept 
status sebagai KRT 122146,33  1 122146,33  5546,45  0,00  
angka kesakitan 21485,42  1 21485,42  1815,41  0,00  
tpak 79288,28  1 79288,28  3373,23  0,00  

Grup 
status sebagai KRT 180,00  2 90,00  4,09  0,03  
angka kesakitan 768,55  2 384,27  32,47  0,00  
tpak 1198,88  2 599,44  25,50  0,00  

Error 
status sebagai KRT 704,72  32 22,02      
angka kesakitan 378,72  32 11,84    
tpak 752,16  32 23,51      

Total 
status sebagai KRT 127015,55  35       
angka kesakitan 22548,86  35    
tpak 88167,79  35       

Corrected 
Total 

status sebagai KRT 884,72  34       
angka kesakitan 1147,27  34    
tpak 1951,05  34       

 
Uji di atas digunakan untuk mengetahui apakah secara individu ketiga variabel tersebut menunjukan 

perbedaan  anatar kelompok wilayah yang terbentuk. Nilai signifikansi pada hasil pengujian memiliki nilai 
<0,05, variabel status sebagai KRT (0,026), angka kesakitan (0,00), dan TPAK (0,00). Hal ini berarti secara 
individu ketiga variabel tersebut menunjukan perbedaan antar kelompok wilayah yang terbentuk.  

 
4. Kesimpulan 

Pengelompokan kabupaten/ kota berdasarkan karakteristik lanjut usia di Provinsi Jawa Tengah pada 
Tahun 2017 menghasilkan tiga kelompok wilayah yang berbeda. Kelompok wilayah pertama merupakan 
wilayah dengan karakteristik angka kesakitan yang tinggi, kelompok kedua merupakan wilayah dengan 
angka kesakitan dan TPAK yang paling rendah dengan status KRT yang paling banyak, dan wilayah ketiga 
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merupakan wilayah dengan karakteristik lansia yang berstatus KRT paling sedikit dengan TPAK paling 
tinggi. Hasil pengelompokan tersebut menunjukan bahwa ada perbedaan yang nyata pada variabel status 
lanjut usia sebagai KRT, angka kesakitan dan TPAK lanjut usia antara kelompok pertama, kedua, dan ketiga.  
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Abstrak 

 
Indonesia merupakan negara dengan sumber daya alam melimpah, namun masih berkutat 
dalam menyelesaikan permasalahan kemiskinan dan pengangguran. Provinsi Lampung 
merupakan salah satu provinsi di Indonesia dengan persentase penduduk miskin tertinggi di 
Pulau Sumatera pada tahun 2008 dan mengalami peningkatan tingkat pengangguran terbuka 
pada tahun 2006. Kemiskinan dan pengangguran di Provinsi Lampung memiliki hubungan 
positif. Terlihat ketika terjadi penurunan tingkat kemiskinan Provinsi Lampung diiringi 
dengan penurunan tingkat pengangguran. Hal ini menunjukkan pembangunan di Provinsi 
Lampung nampaknya belum begitu berhasil.Tujuan penelitian ini adalahmengetahui pengaruh 
persentase penduduk miskin terhadap tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung 
menggunakan metode Autoregressive Distributed Lag (ARDL). Data yang digunakan adalah 
data sekunder yang diperoleh dari Badan Pusat Statistik Provinsi Lampung dalam bentuk data 
panel yaitu penggabungan dari data deret waktu (time series) periode 2011-2017 dan deret 
lintang (cross section) sebanyak 15 kabupaten/kota di Provinsi Lampung.Model yang 
digunakan adalah model Autoregressive Distributed Lag (ARDL) yaitu suatu model regresi 
yang memasukkan nilai variabel yang menjelaskan nilai masa kini atau nilai masa lalu dari 
variabel bebas sebagai salah satu variabel penjelas. Hasil penelitian menunjukkan bahwa 
tidak terdapat kointegrasi antar variabel dan model yang didapatkan menunjukkan bahwa 
persentase penduduk miskin berpengaruh signifikan terhadap tingkat pengangguran terbuka 
di Provinsi Lampung. 

 
Kata kunci: Autoregressive Distributed Lag, ARDL, Kointegrasi, Persentase Penduduk 
Miskin dan Tingkat Pengangguran Terbuka. 
 
 

1. Pendahuluan  
Istilah kemiskinan muncul ketika seseorang atau sekelompok orang tidak mampu mencukupi tingkat 

kemakmuran ekonomi yang dianggap sebagai kebutuhan minimal dari standar hidup tertentu. Kemakmuran 
atau kesejahteraan masyarakat dapat ditentukan oleh tingkat pendapatan masyarakat. Pendapatan masyarakat 
mencapai maksimum apabila tingkat penggunaan tenaga kerja penuh dapat terwujudkan, sehingga apabila 
tidak bekerja atau menganggur maka akan mengurangi pendapatan, hal ini akan mengurangi tingkat 
kemakmuran yang mereka capai dan dapat menimbulkan buruknya kesejahteraan masyarakat (Sukirno, 
2001). 

Berdasarkan data BPS, perkembangan persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung dalam 
beberapa tahun terakhir dapat dilihat pada Gambar 1 dibawah ini. Berdasarkan diagram tersebut nampak 
bahwa hasil dari upaya penanggulangan kemiskinan di Provinsi Lampung memperlihatkan hasil yang 
positif. Pada kurun waktu 1998-2014 persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung terus mengalami 
penurunan, namun hal tersebut belum sepenuhnya berhasil karena persentase kemiskinan di Provinsi 
Lampung masih diatas 10 persen. 

 
 

mailto:monidwifenski@yahoo.com
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Gambar 1. Persentase Penduduk Miskin Di Provinsi Lampung Pada Tahun 1998-2014 (BPS, 2015) 

 
Pada Gambar 1 dapat dilihat bahwa dalam periode 1998-2014 Provinsi Lampung masih 

mempunyai tingkat kemiskinan yang tinggi yaitu diatas 10 persen.  Kesejahteraan masyarakat dapat 
ditentukan oleh tingkat pendapatan masyarakat. Pendapatan masyarakat dapat mencapai maksimum 
apabila jumlah pemanfaatan tenaga kerja yang digunakan sesuai dengan jumlah tenaga kerja yang 
tersedia. Hal ini berarti, semakin tinggi jumlah pengangguran maka akan meningkatkan jumlah penduduk 
miskin semakin tinggi (Sukirno, 2001). 
 

 
Gambar 2.Hubungan Kemiskinan dan Pengangguran di Provinsi Lampung Pada Tahun 1998-2014  

(BPS,2015) 
 

Berdasarkan gambar 2 diatas, nampak bahwa kemiskinan dan pengangguran di Provinsi Lampung 
memiliki hubungan yang positif. Terlihat ketika terjadi penurunan tingkat kemiskinan Provinsi Lampung 
diiringi juga dengan penurunan tingkat pengangguran. Peningkatan pengangguran disebabkan oleh 
bertambahnya angkatan kerja baru sementara penyerapan tenaga kerja tidak bertambah atau lapangan 
pekerjaan yang belum memadai sehingga menimbulkan persaingan di antara pencari kerja dan terancam 
kurangnya kesempatan pemenuhan kesejahteraan yaitu berkurangnya sebagian besar pendapatan yang 
digunakan untuk membeli kebutuhan sehari-hari. Hal tersebut dikhawatirkan dapat meningkatkan 
kemiskinan di Provinsi Lampung. Besarnya tingkat pengangguran merupakan cerminan kurang berhasilnya 
pembangunan di suatu negara. Menurut Sukirno (2001), efek buruk dari pengangguran adalah dapat 
mengurangi pendapatan masyarakat yang pada akhirnya mengurangi tingkat kemakmuran yang dapat 
dicapai seseorang. 

Penelitian mengenai kemiskinan telah dilakukan oleh Prastyo (2010) yang berjudul “Analisis Faktor-
Faktor yang Mempengaruhi Tingkat Kemiskinan (Studi Kasus 35 Kabupaten/Kota Di Jawa Tengah Tahun 
2003-2007)”. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis pengaruh pertumbuhan ekonomi, upah minimum, 
pendidikan, dan tingkat pengangguran terhadap tingkat kemiskinan di Jawa Tengah dari tahun 2003 hingga 
tahun 2007. Metode analisis yang digunakan dalam penelitiannya adalah panel data dengan pendekatan efek 
tetap (fixed effect model). Hasil dari penelitian ini adalah variabel pertumbuhan ekonomi berpengaruh negatif 
signifikan terhadap kemiskinan, upah minimum berpengaruh negatif signifikan terhadap kemiskinan, 
pendidikan berpengaruh negatif signifikan terhadap kemiskinan, dan tingkat pengangguran berpengaruh 
positif signifikan terhadap variabel tingkat kemiskinan.Sedangkan penelitian selanjutnya yang dilakukan 
oleh Mohsen Bahmani (2010) tentang analisis pengaruh harga saham terhadap nilai tukar di 9 negara 
berbeda termasuk Indonesia dengan menggunakan metode AutoregressiveDistribution Lag. Hasil penelitian 
inimenyatakan bahwa pengaruh antara variabel harga saham baik jangka pendek maupun jangka panjang 
berbeda beda antara satu negara dengan negara lainnya. Hal ini disebabkan karena adanya faktor lain yang 
lebih banyak memberikan pengaruh yang signifikan diluar variabel yang diteliti. 

Berdasarkan data yang diperoleh dari BPS tentang persentase penduduk miskin terhadap tingkat 
pengangguran di Provinsi Lampung dan juga di dukung oleh penelitian terdahulu mengenai kemiskinan, 
membuat penulis tertarik untuk melakukan suatu penelitian dengan mengkaji topik bahasan yang sama yaitu 
persentase penduduk miskin terhadap tingkat pengangguran namun dengan menggunakan metode yang 
belum pernah digunakan sebelumnya yaitu metode Autoregressive Distributed Lag (ARDL). Pada penelitian 
ini, penulis akan fokus pada masalah Pemodelan Persentase Penduduk Miskin Terhadap Tingkat 
Pengangguran di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 Menggunakan Metode Autoregressive Distributed 
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Lag (ARDL). Pemodelan persentase penduduk miskin dapat diselidiki dengan menggunakan model regresi 
yang memasukkan nilai variabel yang menjelaskan nilai masa kini atau nilai masa lalu dari variabel bebas 
sebagai tambahan pada model yang memasukkan nilai lag dari variabel tak bebas sebagai salah satu variabel 
penjelas disebut Autoregressive Distributed Lag (ARDL)(Gujarati, 1978).Keistimewaan dari model 
Autoregressive dan model distribusi Lag adalah model tersebut membuat teoristatis menjadi dinamis karena 
model regresi yang biasanya mengabaikan pengaruh waktu, melalui model Autoregressive dan model 
distribusi Lag,waktu ikut diperhitungkan dan panjang beda kala (Lag) diketahui. Sehingga penerapan model 
Autoregressive Distributed Lag (ARDL) ini,dinilai mampu memberikan gambaran pemodelan yang baik 
(Gujarati, 2014). Hal inilah yang mendasari penulis untuk mengkaji mengenai penerapan model 
Autoregressive Distributed Lag (ARDL) pada data Persentase Penduduk Miskin Terhadap Tingkat 
Pengangguran di Provinsi Lampung Periode 2011-2017. 

 
Kemiskinan pada umumnya mengacu pada keadaan kekurangan uang dan barang untuk menjamin 

kelangsungan hidup. Oleh karena itu, seseorang termasuk kategori miskin apabila tidak mampu memenuhi 
standar minimum kebutuhan pokoknya.Menurut Kuncoro (2003) kemiskinan secara sederhana dapat 
dibedakan dalam tiga jenis, yaitu kemiskinan absolut, kemiskinan relatif, dan kemiskinan kultural. Menurut 
BPS, penyebab terjadinya kemiskinan adalah kemiskinan natural, kemiskinan struktural dan kemiskinan 
kultural. Menurut Sadono Sukirno, pengangguran adalah suatu keadaan dimana seseorang yang tergolong 
dalam angkatan kerja ingin mendapatkan pekerjaan tetapi belum dapat memperolehnya. Adapun penyebab 
pengangguran adalah kenaikan jumlah penduduk, tingkat inflasi, besarnya upah dan rendahnya kualitas 
SDM. 

Data deret berkala adalah data yang dikumpulkan dari waktu ke waktu, untuk menggambarkan suatu 
kegiatan. Periode data dapat berupa tahun, semester, kuartal bulan, minggu dan dibeberapa kasus berupa hari 
atau jam (Boediono dan Koster, 2004). Data panel merupakan gabungan antara data cross section dan time 
series. Data cross section adalah data yang dikumpulkan dalam satu waktu terhadap banyakindividu. 
Sedangkan data time series adalah data yang dikumpulkan dari waktu ke waktu terhadap suatu individu 
(Baltagi, 2005). 

Model dinamis merupakan model yang menggambarkan pergerakan variabel dependen yang 
dipengaruhi nilai dari masa lalu. Terdapat 2macam model regresi linier yang memperhatikan pengaruh 
waktu yaitu model distributed lag dan model autoregressive (Gujarati, 1978). 

Model regresi yang memasukkan nilai variabel yang menjelaskan baik nilai masa kini atau nilai masa 
lalu (lag) dari variabel bebas sebagai tambahan pada model yang memasukkan nilai lag dari variabel tak 
bebas sebagai salah satu variabel penjelas disebut Autoregressive Distributed Lag (ARDL). Model ARDL 
sangat berguna dalam ekonometrik empiris, karena membuat teori ekonomi yang bersifat statis menjadi 
dinamis dengan memperhitungkan peranan waktu secara explisit. Model ini dapat membedakan respon 
jangka pendek dan jangka panjang dari variabel tak bebas terhadap satu unit perubahan dalam nilai variabel 
penjelas.Model ARDL (p, q1, q2, …, qk) dapat dinyatakan sebagai berikut (Gujarati, 1995): 

Yt = α + ϕ1 Yt-1 + ... + ϕp Yt-p + β0Xt  + β0Xt-1 +βqXt-q + εt                      (1) 
Stasioner berarti tidak terdapat perubahan drastis pada data. Suatu data dapat dikatakan stasioner 

apabila pola data tersebut berada pada kesetimbangan disekitar nilai rata-rata yang konstan dan variansi 
disekitar rata-rata tersebut konstan selama waktu tertentu. Uji stasioner terdiri dari dua macam yaitu 
stasioner terhadap varians dan rata-rata (Makridakis, 1999). 

Lag optimum merupakan cara untuk memilih seberapa besar jumlah lag yang akan kita gunakan 
dalam penelitian tersebut. sehingga pemilihan jumlah lag optimum sangat diperlukan agar kita memperoleh 
hasil yang lebih baik. Penelitian ini akan melihat jumlah Lag optimum berdasarkan hasil lag lengthcriteria 
VAR. Hasil lag paling optimum ditunjukkan dari jumlah bintang terbanyak (Gujarati, 1995). 

Penggunaan metode analisis kointegrasi tersebut bertujuan untuk menganalisis hubungan jangka 
panjang antara variabel-variabel penjelas dengan variabel terikat, terutama pada model yang mengandung 
variabel-variabel yang tidak stasioner. Untuk menguji adanya kointegrasi dapat menggunakan metode Engle-
Granger.Langkah-langkah metode Uji Engle-Granger adalah sebagai berikut : 
1. Ujilah adanya akar unit dalam variabel dan (misal dengan ADF test). Orde akar unit ini harus sama. Jika 

hipotesis adanya akar unit ditolak, hipotesis adanya kointegrasi antar variabel akan ditolak. 
2. Selanjutnya estimasi persamaan regresi antara Yt dan Xt dan simpan residual(et) dari regresi ini.Lakukan 

uji akar unit terhadap residual (et) yang diperoleh pada langkah dua. 
3. Jika hipotesis adanya akar unitditolak, kita bisa menyimpulkan bahwa Yt dan Xt berkointegrasi. 
Jika variabel-variabel yang diamati membentuk suatu himpunan variabel yang saling berkointegrasi, maka 
model dinamis yang cocok untuk mencari keseimbangan jangka pendek adalah model koreksi kesalahan atau 
Error Correction Model (ECM). Selanjutnya model koreksi kesalahan tersebut akan menjadi model yang 
valid bilamana variabel-variabel yang berkointegrasi tersebut didukung oleh Error Correction Term (ECT) 
yang signifikan secara statistik (Rosadi, 2011). 
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Error Correction Model (ECM) merupakan model ekonometrika dinamis. Kemampuan ECM yang 
meliputi lebih banyak peubah untuk menganalisis fenomena ekonomi jangka pendek maupun jangka panjang 
dan menguji kekonsistenan model empirik dengan teori ekonometrika. Selain itu ECM juga bermanfaat 
dalam usaha mencari pemecahan terhadap persoalan peubah time series yang tidak stasioner dan regresi 
lansung (Insukindro, 1997). 

Pengujian hipotesis digunakan untuk membuktikan kebenaran hipotesa yang diajukan dalam 
penelitian ini, digunakan uji terhadap output yang dihasilkan oleh model linier tersebut. Uji statistik ini 
disebut juga dengan uji signifikansi. Adapun dalam pengujian hipotesis ini terdiri dari uji yaitu uji F (uji 
simultan) dan uji t (uji parsial). 

Pengujian asumsi klasik yaitu uji yang dilakukan untuk melihat apakah model yang diestimasi telah 
memenuhi asumsi klasik dari OLS (Ordinary Least Square) sehingga nilai koefisien regresinya mendeteksi 
nilai sebenarnya. Uji asumsi klasik yang dilakukan dalam penelitian ini adalah uji normalitas. 
heteroskedastisitas, autokorelasi dan uji multikolinearitas. 
 
2. Bahan dan Metode 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2018/2019, bertempat di Jurusan 
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung.Data yang digunakan 
di dalam penelitian ini adalah data sekunder yang diperoleh dari Badan Pusat Statistik (BPS) Provinsi 
Lampung. Jenis data yang digunakan adalah data panel yaitu penggabungan dari data deret waktu 
(timeseries) dari tahun 2011-2017 dan deret lintang (cross section) sebanyak 15kabupaten/kota di Provinsi 
Lampung.Dalam proses analisis data, penulis menggunakan bantuan aplikasi software atau perangkat lunak 
Microsoft Excel 2010 dan Eviews 10.Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah Metode 
Autoregressive Distributed Lag (ARDL). Adapun tahapan pengerjaannya adalah sebagai berikut : 

 

 
Gambar 3. Flowchart Metodologi Penelitian 
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3. Hasil dan Pembahasan 

Data yang digunakan di dalam penelitian ini adalah data sekunder yang diperoleh dari Badan Pusat 
Statistik (BPS) Provinsi Lampung dengan mengunduh dari internet melalui situs resmi Badan Pusat 
Statistikdalam publikasi tahunan. Jenis data yang digunakan adalah data panel yaitu penggabungan dari 
data deret waktu (timeseries) dari tahun 2011-2017 dan deret lintang (cross section) sebanyak 15 
kabupaten/kota di Provinsi Lampung Data yang digunakan adalah data Persentase Penduduk Miskin di 
Provinsi Lampung yang dilambangkan sebagai dependent variable dan data Tingkat Pengangguran Terbuka 
di Provinsi Lampung yang dilambangkan sebagai independent variable. 

Uji stasioneritas ini terdiri dari 2 tahapan, yaitu uji stasioneritas terhadap rata-rata dan uji stasioneritas 
terhadap varians. Sebuah data time series dikatakan stasioner dalam variansi apabila struktur dari waktu ke 
waktu mempunyai fluktuasi data yang tetap atau konstan dan tidak berubah-ubah. Secara visual untuk 
melihat hal tersebut dapat dibantu dengan menggunakan plot time series, yaitu dengan melihat fluktuasi data 
dari waktu ke waktu. Berikut adalah hasil plot time series untuk variabel persentase penduduk miskin di 
Provinsi Lampung selama Periode 2011-2017. 
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Gambar 4. Plot time series untuk data persentase    Gambar 5. Plot transformasi Box-Cox untuk data  

penduduk miskin di Provinsi Lampung                      persentase penduduk miskin di Provinsi  
                               Periode2011–2017           Lampung Periode 2011-2017 
 

Selanjutnya, untuk memastikan apakah variabel persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung 
selama Periode 2011-2017 telah stasioner terhadap varians, maka dilakukan uji stasioneritas terhadap varians 
menggunakan metode Transformasi Box-Cox. Data dikatakan stasioner terhadap varians apabila nilai 
Rounded Value (λ) mendekati 1.00. Berdasarkan output hasil transformasi Box-Cox diatas, diperoleh nilai 
Rounded Value (λ) yaitu 1.00 yang mana hal ini berarti variabel persentase penduduk miskin di Provinsi 
Lampung selama Periode 2011-2017 telah stasioner terhadap varians.Lalu, hal yang sama juga dilakukan 
untuk variabel Tingkat Pengangguran Terbuka di Provinsi Lampung selama Periode 2011-2017. Berikut 
adalah hasil plot time series untuk variabel tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung selama 
Periode 2011-2017. 

0

2

4

6

8

10

12

14

20 30 40 50 60 70 80 90 00 10

P

 

Gambar 6.  Plot time series untuk data tingkat pengangguran terbuka di   Provinsi Lampung selama Periode 
2011-2017 

Berdasarkan hasil output plot time series diatas, nampak bahwa untuk variabel tingkat pengangguran 
di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 belum stasioner karena data tidak berada disekitar nilai rata-rata 
dan juga tidak menyebar secara normal. Untuk memastikan hal tersebut maka dilakukan pengujian 
stasioneritas terhadap varians menggunakan metode transformasi Box-Cox. Data dikatakan stasioner 
terhadap varians apabila nilai Rounded Value (λ) mendekati 1.00. Berikut adalah hasil output transformasi 
Box-Cox untuk variabel persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung selama Periode 2011-2017. 
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Gambar 7.  Plot Transformasi Box-Cox data   Gambar 8. Plot Transformasi Box-Cox data 
Tingkatpengangguranterbuka Provinsi    transformasi tingkatPengangguran Terbuka 

Lampung periode2011-2017    di ProvinsiLampung periode 2011-2017 
 
Berdasarkan hasil output diatas, diperoleh nilai Rounded Value (λ) yaitu 1.00 yang mana hal ini berarti 
variabel tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung selama Periode 2011-2017 telah stasioner 
terhadap varians. 
a. Uji stasioneritas terhadap rata-rata 

Pengujian stasioneritas terhadap rata-rata dilakukan menggunakan uji akar unit dengan metode ADF 
(Augmented Dickey Fuller) test. Berikut hasil output untuk uji stasioneritas terhadap variabel Persentase 
Penduduk Miskin di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 : 

Tabel 1. Output Eviews 10 Unit Root Test Persentase Penduduk Miskin di Provinsi Lampung Periode 
2011-2017di Tingkat Level. 

     
        t-Statistic   Prob.* 
     
     Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.493841  0.0626 

Test critical values: 1% level  -3.494378  
 5% level  -2.889474  
 10% level  -2.581741  
     
      

Tabel 2. Output Eviews 10 Unit Root Test Persentase Penduduk Miskin di Provinsi Lampung Periode 
2011-2017di Tingkat 1st Difference. 

     
        t-Statistic   Prob.* 
     
     

Augmented Dickey-Fuller test statistic -1.16900  0.0000 

Test critical values: 1% level  -3.495021  

 5% level  -2.889753  

 10% level  -2.581890  
      

Berdasarkan hasiloutputunit root test diatas dapat disimpulkan bahwa data Persentase Penduduk Miskin di 
Provinsi Lampung Periode 2011-2017 telah stasioner pada tingkat 1st Difference. 
 

Tabel 3. Output Eviews 10 Unit Root Test Tingkat Pengangguran Terbuka di Provinsi Lampung Periode 
2011-2017 Pada Tingkat Level 
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   t-Statistic   Prob.* 
          

Augmented Dickey-Fuller test statistic -2.374460  0.0049 
Test critical values: 1% level  -3.495021  

 5% level  -2.889753  
 10% level  -2.581890  
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Berdasarkan hasil output unit root test di atas dapat disimpulkan bahwa data Tingkat Pengangguran 
Terbuka di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 telah stasioner pada tingkat Level. 

 
Berdasarkan hasil uji stasioneritas dengan menggunakan metode ADF test, didapatkan hasil bahwa 

variabel Persentase Penduduk Miskin di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 telah stasioner pada tingkat 
firstdifference sehingga dapat dikatakan memiliki ordo integrasi 1 atau I(1). Sedangkan untuk variabel 
Tingkat Pengangguran Terbuka di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 telah stasioner pada tingkat level, 
sehingga dapat dikatakan memiliki ordointegrasi 0 atau I(0).Sesuai dengan metode Engle-Granger pada 
tahap 1 yang menyatakan bahwa apabila variabel-variabel tersebut memiliki ordo yang tidak sama, maka 
dapat dikatakan bahwa antar variabel tersebut tidak terdapat kointegrasi. Oleh karena variabel Persentase 
Penduduk Miskin di Provinsi Lampung Periode 2011-2017 dan variabel Tingkat Pengangguran Terbuka di 
Provinsi Lampung Periode 2011-2017 memiliki ordo yang tidak sama, maka dapat dinyatakan bahwa tidak 
terdapat kointegrasi antar variabel. Sehingga model yang cocok digunakan adalah model Autoregressive 
Distributed Lag (ARDL) pada data yang telah stasioner. 

Dalam melakukan regresi ARDL, kita akan dihadapkan pada pemilihan jumlah Lag yang digunakan 
untuk mengolah data tersebut. Lag optimum merupakan cara untuk memilih seberapa besar jumlah lag yang 
akan kita gunakan dalam penelitian tersebut. sehingga pemilihan jumlah lag optimum sangat diperlukan agar 
kita memperoleh hasil yang lebih baik. Penelitian ini akan melihat jumlah Lag optimum berdasarkan hasil 
lag lengthcriteria VAR. Hasil lag paling optimum ditunjukkan dari jumlah bintang terbanyak. Adapun hasil 
lag length criteria pada tabel berikut menunjukkan bahwa lag optimum yang digunakan adalah Lag 2. 

 
Tabel 4. Lag Length Criteria 

 
 

 

 
 
 

Sebelum melakukan analisis ARDL lebih lanjut, kita perlu melakukan uji diagnosis dari model 
ARDL untuk mengetahui lebih jelas apakah model ARDL yang dihasilkan adalah model yang cocok dan 
sempurna. Untuk melakukan uji diagnosis, hal pertama yang perlu diperiksa yaitu hasil nilai uji Bounds Test. 
Uji Bounds test digunakan untuk melihat seberapa besar presentase signifikansi yang bisa kita gunakan 
terhadap variabel yang kita teliti. Pengujian diagnosis menggunakan uji Bounds Test dilakukan dengan cara 
membandingkan nilai F-Statistik hitung dengan nilai kritis. Apabila nilai F-Statistitk berada di bawah lower 
bound, maka dapat disimpulkan tidak terjadi kointegrasi. Sedangkan apabila nilai F-Statistik berada di atas 
upper bound, maka dapat disimpulkan terjadi kointegrasi. Dan apabila F-Statistik berada diantara 
lowerbound dan upper bound maka hasilnya adalah tidak dapat disimpulkan. Hasil uji Bounds test pada tabel 
5 menunjukkan bahwa nilai F statistik nilainya cukup besar, yaitu 5.412825. Nilai ini lebih besar dari batas 
bawah nilai pada I(0) dan I(1). Hal ini menunjukkan bahwa hasil estimasi model ARDL bisa kita gunakan 
hingga signifikansi α = 1%, serta hasil ini juga menunjukkan bahwa antar variable memiliki hubungan 
kointegrasi jangka panjang. 
 

Tabel 5. ARDL Bound Test 
     
     Test Statistic Value Signif. I(0) I(1) 
     

   
Asymptoti
c: n=1000  

F-statistic  5.412825 10%   3.02 3.51 
k 1 5%   3.62 4.16 

  2.5%   4.18 4.79 
  1%   4.94 5.40 

Actual Sample Size 101  

Finite 
Sample: 
n=80  

       
 Lag LogL LR FPE AIC SC HQ 

       
       0 -251.9393 NA   8.940832  5.028501  5.080285  5.049464 

1 -229.4464   43.64950  5.841805  4.602899   4.680576*   4.634345* 
2 -228.1627  2.465725*   5.809218*   4.597282*  4.700851  4.639209 
3 -227.5039  1.252355  5.848833  4.604038  4.733500  4.656448 
4 -227.4593  0.083989  5.960886  4.622956  4.778310  4.685848 
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 10%   3.113 3.61 

  5%   3.74 4.303 

  1%   5.157 5.917 
     

 
Selain ARDL Bound Test, hasil lain yang perlu kita periksa selanjutnya adalah nilai error-correction 

coefficient (CointEq(-1)) pada model jangka pendek ECM. Nilai ini akan menunjukkan berapa besar error 
yang akan dikoreksi di setiap periode waktu. Agar memenuhi persyaratan, nilai ini harus negatif dan 
signifikan. Tabel 6 menunjukkan bahwa nilai CointEq(-1) pada model ini adalah -0.368799 dengan 
probabilitas 0.0001, nilainya negatif dan signifikan seperti yang diharapkan. Hal ini menunjukkan bahwa 
36.87% error pada data akan dikoreksi pada setiap periode waktu. 
 

Tabel 6. Error Correction Coefficient 
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. 

CointEq(-
1) 

-0.368799 0.091173 -4.045039 0.0001 

 
Hasil jangka pendek model ARDL dapat dilihat dari model ECM nya. Model ECM ini diperoleh 

dengan menggunakan metode general to specific yang diawali dari lag maksimum lalu dengan prosedur tes 
standar mengeliminasi variabel-variabel ARDL yang secara spesifik tidak signifikan, hingga diperoleh hasil 
paling sederhana (parsimonius regression). Langkah ini tidak dilakukan penulis secara manual, karena 
Eviews 10 yang digunakan sudah memiliki opsi ARDL, sehingga hasil yang diinginkan ini sudah otomatis 
didapatkan. Tabel 7 berikut menunjukkan hasil estimasi jangka pendek ECM. 
 

Tabel 7. Model Estimasi Jangka Pendek ECM 
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. 

D(KM) 0.235065 0.081586 2.881184 0.0049 

D(KM(-1)) -0.074556 0.085743 -0.869534 0.3868 

D(KM(-2)) -0.109341 0.084585 -1.292669 0.1994 

CointEq(-1) -0.368799 0.091173 -4.045039 0.0001 

 
Berdasarkan hasil estimasi model jangka pendek ECM diatas, diperoleh hasil bahwa variabel 

Kemiskinan memiliki hasil signifikan dan berpengaruh positif terhadap Pengangguran. Sedangkan variabel 
Kemiskinan dengan lag 2 memiliki hasil signifikan tetapi berpengaruh negatif terhadap Pengangguran. Hal 
dikarenakan nilai dari Prob. untuk variabel Kemiskinan dan variabel Kemiskinan dengan lag 2 nilainya lebih 
kecil daripada nilai kritis α = 0.05. Sedangkan untuk variabel Kemiskinan dengan lag 1 memiliki nilai 
negatif dan tidak signifikan terhadap Pengangguran, dikarenakan nilai dari Prob. lebih besar daripada nilai 
kritis α = 0.05. Adapun persamaan yang terbentuk dari tabel tersebut adalah sebagai berikut : 
D(P) = D(KM) + D(KM(-1)) + D(KM(-2)) – CointEq(-1) 
D(P) = 0.235065 D(KM) - 0.074556* D(KM(-1)) - 0.109341* D(KM(-2)) - 0.368799 
* Tidak signifikan. 
 

Tabel 8. Model Estimasi Jangka Panjang ARDL 
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. 

C -0.486865 0.834433 -0.583468 0.0610 
KM 0.023708 0.086126 0.275269 0.0483 

KM(-1)) -0.148032 0.147855 -1.001197 0.0314 
KM(-2)) 0.057830 0.143653 0.403563 0.0682 

Berdasarkan hasil estimasi model jangka panjang ARDL pada tabel diatas, diperoleh hasil bahwa 
variabel Kemiskinan memiliki hasil signifikan dan berpengaruh positif terhadap Pengangguran. Sedangkan 
variabel Kemiskinan dengan lag 1 memiliki hasil signifikan tetapi berpengaruh negatif terhadap 
Pengangguran. Hal dikarenakan nilai dari Prob. untuk variabel Kemiskinan dan variabel Kemiskinan dengan 
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lag 1 nilainya lebih kecil daripada nilai kritis α = 0.05. Sedangkan untuk variabel Kemiskinan dengan lag 2 
memiliki nilai positif dan tidak signifikan terhadap Pengangguran, dikarenakan nilai dari Prob. lebih besar 
daripada nilai kritis α = 0.05. Adapun persamaan yang terbentuk dari tabel tersebut adalah sebagai berikut : 

 
P = C + KM + KM(-1) + (KM(-2))  
P = -0.486865 + 0.023708 - 0.148032KM(-1) + 0.057830* KM(-2) 
* Tidak signifikan. 
 

Setelah melakukan uji F (uji simultan) dan juga uji t (uji parsial), diperoleh kesimpulan bahwa 
keputusan yang diambil adalah tolak H0  yang artinya perubahan persentase persentase penduduk miskin  
mempunyai  pengaruh yang signifikan secara statistik terhadap perubahan tingkat pengangguran terbuka di 
Provinsi Lampung. 

Pengujian asumsi klasik (Galat menyebar normal, tidak terjadi heterokedastisitas, tidak terjadi 
multikolinearitas dan tidak terjadi autokorelasi) pada model tersebut terpenuhi. 

4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil analisis data menggunakan metode Autoregressive Distributed Lag 

(ARDL)terhadap dataPersentase Penduduk Miskin terhadap Tingkat Pengangguran Terbuka di Provinsi 
Lampung selama Periode 2011-2017 dengan bantuan program Eviewssebagaimana yang telah dibahas, maka 
dapat disimpulkan sebagai berikut : 
1. Hasil pemodelan untuk data Persentase Penduduk Miskin terhadap Tingkat Pengangguran Terbuka di 

Provinsi Lampung selama Periode 2011-2017 dalam jangka pendek adalah sebagai berikut : 
D(P) = 0.235065 D(KM) - 0.074556* D(KM(-1)) - 0.109341* D(KM(-2)) - 0.368799 
* Tidak signifikan. 

2. Hasil pemodelan untuk data Persentase Penduduk Miskin terhadap Tingkat Pengangguran Terbuka di 
Provinsi Lampung selama Periode 2011-2017 dalam jangka panjang adalah sebagai berikut : 
P = -0.486865 + 0.023708 - 0.148032KM(-1) + 0.057830* KM(-2) 
* Tidak signifikan. 

3. Pengaruh perubahan persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung dalam jangka pendek 
mempunyai hubungan yang positif dan signifikan terhadap perubahan tingkat pengangguran terbuka di 
Provinsi Lampung yaitu sebesar 0.235065%. Dan untuk pengaruh dalam jangka panjang perubahan 
persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung juga mempunyai hubungan yang positif dan 
signifikan terhadap tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung yaitu sebesar 0.023708%.  

4. Pengaruh perubahan persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung dengan lag 1, dalam jangka 
pendek mempunyai hubungan yang negatif dan signifikan terhadap perubahan tingkat pengangguran 
terbuka di Provinsi Lampung yaitu sebesar -0.074556%. Dan juga dalam jangka panjang perubahan 
persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung dengan lag 1, mempunyai hubungan yang negatif 
dan signifikan terhadap tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung yaitu sebesar -0.148032%. 

5. Pengaruh perubahan persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung dengan lag 2, dalam jangka 
pendek mempunyai hubungan yang negatif dan signifikan terhadap perubahan tingkat pengangguran 
terbuka di Provinsi Lampung yaitu sebesar -0.109341. Dan juga dalam jangka panjang perubahan 
persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung dengan lag 2, mempunyai hubungan yang positif 
tetapi tidak signifikan terhadap tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung yaitu sebesar 
0.057830%.  

 
 Saran bagi peneliti berikutnya yang tertarik dengan penerapan metode Autoregressive Distributed 
Lag (ARDL), diharapkan dapat menggunakan variabel penelitian yang lebih banyak, sehingga dapat 
memberikan hasil penelitian yang lebih baik. Apabila data penelitian pada variabel terikat dan variabel bebas 
tidak stasioner namun saling berkointegrasi, maka solusi pemodelan dapat dilakukan menggunakan Error 
CorrectionModel (ECM). 
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Abstrak 
 

Klaim adalah pengalihan risiko dari tertanggung kepada penanggung. Klaim yang terjadi 
secara individu disebut klaim individu. Sedangkan kumpulan dari klaim individu disebut klaim 
agregasi pada periode tunggal asuransi kendaraan. Klaim agregasi terdiri dari pola jumlah 
dan besar klaim individu. Sehingga model dari klaim agregasi terbentuk dari masing-masing 
distribusi jumlah dan besar klaim. Distribusi klaim didasarkan pada fungsi densitas 
probabilitas dan fungsi densitas kumulatif. Maka dilakukan pemodelan klaim agregasi dengan 
jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh. Distribusi 
Rayleigh merupakan salah distribusi nilai ekstrim yang dapat mengatasi nilai yang cukup 
besar. Serta distribusi Rayleigh merupakan hal khusus dari distribusi Weibull ketika 
parameter ߚ = 2. Hasil dari simulasi dengan menetapkan parameter distribusi poisson yaitu 
ߣ = 2 dan parameter distribusi Rayleigh yaitu ݇ = 0,125	adalah memperoleh model 
campuran klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim 
berdistribusi Rayleigh. Serta diperoleh nilai premi murni total berdasarkan nilai ekspektasi 
klaim agregasi dan nilai risiko maksimum berdasarkan VaR (value at risk) setiap pemegang 
polis dengan menggunakan software R. 
 
Kata Kunci :Klaim Agregasi, Distribusi Rayleigh, Premi Murni, Risiko Maksimum. 
 

1. Pendahuluan  
Risiko merupakan bentuk ketidakpastian tentang suatu keadaan yang akan terjadi pada masa yang 

akan datang. Sehingga diperlukan cara untuk mengatasi risiko tersebut. Salah satu cara untuk mengatasi 
risiko tersebut adalah dengan menggunakan jasa asuransi. Asuransi merupakan salah satu bentuk 
pengendalian risiko dari tertanggung kepada penanggung. Perusahaan asuransi harus bisa mengidentifikasi 
suatu risiko dengan mempelajari karakteristik dari risiko tersebut. Setelah langkah mengidentifikasi risiko, 
maka penanggung dapat mengetahui karakter risiko dimana karakter risiko inilah yang dapat dipelajari 
dalam suatu model distribusi klaim. Distribusi klaim digambarkan dalam suatu distribusi densitas baik 
sebagai fungsi densitas probabilitas maupun fungsi densitas kumulatif. Klaim merupakan pengalihan risiko 
dari tertanggung kepada penanggung. Risiko yang terjadi secara individu disebut klaim individu, sedangkan 
kumpulan dari klaim individu disebut klaim agregasi.Karena klaim agregasi merupakan kumpulan klaim 
individu, maka dapat diketahui pola klaim agregasi dari perilaku jumlah dan besar klaim individu. Sehingga 
model klaim agregasi diperoleh dari model distribusi jumlah dan besar klaim individu dari distribusi masing-
masing klaim. Biasanya besar klaim berdistribusi eksponensial atau distribusi dalam keluarga eksponsial 
seperti distribusi Normal, Weibull, Rayleigh dan sebagainya. Beberapa keluarga eksponensial juga masuk ke 
dalam distribusi nilai ektrim. Distribusi nilai ektrim merupakan distribusi dari suatu variabel random yang 
memiliki batasan nilai minimum dan maksimum. Sehingga distribusi nilai ekstrim banyak digunakan sebagai 
distribusi besar klaim dikarenakan besar klaim biasanya memiliki ukuran yang cukup besar atau ekstrim. 
Distribusi Rayleigh merupakan salah satu distribusi nilai ekstrim. Sehingga dalam penelitian ini akan 
diuraikan simulasi pemodelan klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim 
berdistribusi Rayleigh. Pemodelan klaim agregasi diuraikan berdasarkan fungsi densitas probabilitasnya dan 
dapat diketahui ukuran rata-rata dan varian. Dalam asuransi ukuran rata-rata risiko digunakan untuk 
perhitungan premi murni serta dengan nilai varian dapat diperoleh nilai risiko atau value at risk (VaR) yang 
merupakan metode yang sering kali digunakan dalam perhitungan risiko.  
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2. Asuransi 
Menurut Bowers dkk (1997), dalam sistem asuransi menyatakan bahwa perusahaan asuransi 

merupakan pihak yang menanggung risiko kerugian dari tertanggung jika kerugian terjadi. 
 
3. Prinsip Perhitungan Premi Murni 

Premi asuransi adalah sejumlah uang yang dibayarkan oleh tertanggung kepada perusahaan asuransi 
sebagai kewajiban atas keikutsertaannya dalam asuransi. Pada prinsipnya premi asuransi merupakan nilai 
sekarang dari manfaat (benefit) yang ingin didapatkan oleh tertanggung pada jangka waktu yang telah 
disepakati sebelumnya. 
 
4. Nilai Risiko (Value at Risk) 

Value at Risk (VaR) menjadi standar ukuran risiko yang digunakan untuk mengevaluasi paparan 
risiko. Pada kasus umum, VaR adalah sejumlah modal yang dibutuhkan untuk memastikan, dengan tigkat 
derajat kepastian yang perusahaan tidak menjadi bangkrut secara teknis. Sehingga perhitungan VaR dapat 
menggunakan rumus sebagai berikut: 

(ܺ)ܴܸܽ =  × ߪ ×  (1)                                                     ܤ
 

5. Konvolusi 
Dalam Bowers et all,1997, konvolusi metode untuk menentukan distribusi jumlah peubah acak 

yang saling bebas. Jika peubah acak ܵ = ܺ + ܻ maka 
(ܵ)	ݏܨ 	= ܵ)ݎܲ ≤  (ݏ

= ∑ ௫ܲ(ݏ − ஸௌ(ݕ)௬(ݕ                                             (2) 
dan fkp dari penjumlahan dua peubah acak yaitu 

(ܵ)	ݏ݂ 	=
݀

ݏ݀
 ݏ)ݔܲ −  (ݕ)ݕ݂(ݕ

		= ∑ ݏ)௫ − ஸௌ(ݕ)௬(ݕ                                                       (3) 
 
6. Klaim Agregasi 

Berdasarkan jurnal klaim agregasi (Pramesti, 2011) model klaim individu diperoleh jika unit 
individu ke-	݅, dengan ݅ = 1,2,3, … . . . ,ܰ dipandang sebagai unit besar klaim individu ke-i dan dinotasikan 
dengan ܺ݅ maka: 

ܺ = 	 { ܺ}ୀଵ,ଶ,ଷ,…...,ே                                                                  (4) 
ܺ݅ yang dapat diasumsikan berdistribusi kontinu merupakan peubah acak berdistribusi identik saling bebas. 
Kemudian pada model klaim agregasi diasumsikan mengikuti suatu distribusi campuran dengan klaim 
agregasi yang merupakan jumlahan dari N klaim individu yaitu: 

ܵ = 	∑ ܺ
ே
ୀଵ                                                                          (5) 

dengan N peubah acak yang menyatakan frekuensi klaim yang saling bebas. 
Berdasarkan persamaan (5) dapat ditentukan fungsi distribusi kumulatif dari klaim agregasi sebagai berikut: 

(ݔ)ݏܨ = ܲ(ܵ ≤  (ݔ
= ܲ( ଵܺ + 	ܺଶ + ⋯+ 	ܺே =  (	ݔ

= ܲ({ܵ = ܰ|{ݔ = ݊)	(ܰ = ݊)
௫

ୀଵ

 

															= ܲ( ଵܺ + 	ܺଶ + ⋯+ 	ܺே = ܰ)	(ݔ = ݊)
௫

ୀ

 

= ∑ ܲ∗(ݔ)	(ܰ = ݊)௫
ୀ                                                            (6) 

 
dengan  

(ݔ)0∗ܲ = ቄ0						, 	ݔ ≠ 0
1					, ݔ = 0  

dan berdasarkan persamaan (3) maka  

(ݔ)݊∗ܲ = 	 ݔ)(1−݊)∗ܲ(ݕ) − (ݕ
ݔ≥ݕ
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Kemudian dengan menggunakan cara yang sama dapat diperoleh fungsi densitas probabilitas (fkp) sebagai 
berikut: 

(ݔ)ݏ݂ = 	∑ ܰ)	(	ݔ)݊∗ = ݊)∞
݊=0                                              (7) 

Berdasarkan fungsi distribusi kumulatif klaim agregasi dapat ditentukan nilai ekspektasi dan varian klaim 
agregasi sebagai berikut: 

(ܵ)	ܧ = ܵ)	ܧ]	ܧ = ܰ|ݔ = ݊)] 
																						= ݊	ܧ	(ܵ = ܰ|ݔ = ܰ)	(݊ = ݊)



 

=  (8)                                                                          (ܺ)ܧ	(ܰ)ܧ
Sehingga dapat diperoleh varian klaim agregasi sebagai berikut: 

(ܵ)	ݎܸܽ = ܰ|ଶܵ)	ܧ]	ܧ = ݊)] −	൫ܧ(ܵ)൯ଶ 
= (ܺ)ܸ(ܰ)ܧ + ൫ܧ(ܺ)൯ଶܸ(ܰ)                                                    (9) 

 
7. Hasil dan Pembahasan 

Pada penelitian ini akan diperoleh pemodelan klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi 
Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh. Dimana distribusi Rayleigh merupakan hal khusus dari 

distribusi Weibull ketika	ߚ = 2 dan ߙ = ටଶ

 dengan fungsi kepekatan peluang distribusi Rayleigh sebagai 

berikut: 

(ݔ)݂ = 	 ൝݇݁ݔ
൬షೖೣ

మ

మ ൰, 	ݔ ≥ 0	, ݇ > 0		
ܽݕ݈݊݊݅ܽ݁ݏ									,0									

                                             (10) 

Sehingga ekspektasi dan varian distribusi Rayleigh sebagai berikut: 

(ܺ)ܧ = ටଶ

Γ ቀଷ

ଶ
ቁ                                                                         (11) 

(ܺ)ݎܸܽ = 	 ଶ

൬Γ(2)− Γଶ ቀଷ

ଶ
ቁ൰                                               (12) 

 
Kemudian fkp dari distribusi Poisson sebagai berikut: 

;	ݔ)ܲ 	λ) = షಓೣ

௫!
								; ݔ = 0,1,2, ….                                                    (13) 

Maka ekspektasi dan varian distribusi Poisson sebagai berikut: 
(ܰ)ܧ = λ                                                                                        (14) 

(ܰ)ݎܸܽ = λ                                                                                        (15) 
Berdasarkan persamaan (7), (10), dan (13) dapat diperoleh model klaim agregasi dengan jumlah klaim 
berdistribusi Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh sebagai berikut: 

(ݔ)ݏ݂ = 	ቆ∑ ቆ∑ ݁ݕ݇
൬−݇ݕ

2

2
൰
ݔ)(1−݊)∗ܲ − ݔ≥ݕ(ݕ ቇ ݁−λλ݊

݊!
∞
݊=0 ቇ                                  (16) 

Kemudian berdasarkan persamaan (8), (9), (11), (12), (14), dan (15) dapat diperoleh ekspektasi dan varian 
klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh sebagai 
berikut 

(ܵ)ܧ = 	 √ଶగ
ଶ


√

                                                                          (17) 
dan 

(ܵ)ݎܸܽ = 	 ଶ

Γ(2)λ                                                                        (18)                          

Selanjutnya akan dilakukan simulasi pemodelan klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi 
Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh menggunakan software R. Pemodelan ini akan memperoleh 
nilai ekspektasi risiko yang merupakan premi murni total dan VaRyang merupakan risiko maksimum dari 
klaim agregasi yang berdistribusi Rayleigh. Simulasi dari pemodelan klaim agregasi dengan jumlah klaim 
berdistribusi Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh dilakukan dengan menggunakan data bangkitan 
jumlah klaim berdistribusi Poisson dan data besar klaim berdistribusi Rayleigh. Tetapi data besar klaim 
dibangkitkan dengan data yang berditribusi Weibull. Karena distribusi Rayleigh merupakan hal khusus dari 
distribusi Weibull ketika k adalah parameter tunggal yang ekuivalen dengan distribusi Weibull ߚ = 2 dan 

ߙ = ටଶ

.Dalam penentuan model klaim agregasi akan ditentukan parameter yang cocok untuk data klaim 

agregasi dengan melakukan perbandingan dari tiga nilai parameter skala (ߙ) yang berbeda dari distribusi 
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weibull yaitu 3, 4 dan 5. Sehingga untuk nilai parameter distribusi Rayleigh (݇) dengan ݇ = 	 ଶ
ఈమ

 dapat 
diperoleh sebagai berikut: 

݇1 =
2

2ߙ = 	
2

32 = 0,222		, ߙ	݇ݑݐ݊ݑ = 3 

݇2 =
2

2ߙ = 	
2

42 = 0,125		, ߙ	݇ݑݐ݊ݑ = 4 

݇3 =
2

2ߙ = 	
2

52 = 0,08		, ߙ	݇ݑݐ݊ݑ = 5 

 
Sehingga diperoleh hasil grafik klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim 
berdistribusi Rayleigh menggunakan software R sebagai berikut: 

 
 

Gambar 1.PlotCDF Data Klaim Agregasi Jumlah Klaim Berdistribusi Poisson dan Besar Klaim 
Berdistribusi Rayleigh menggunakan software R 

 
Berdasarkan Gambar 1 terlihat bahwa plot cdf data kedua titik penyebaran data pmerata dan mengikuti arah 
persebaran data dengan mendekati nilai cdf 1. Bentuk plot cdf data kedua yang melandai kearah positif 
menandakan bahwa plot cdf menyerupai plot cdf distribusi Rayleigh. Sehingga plot cdf data kedua yaitu data 
klaim agregasi pada jumlah klaim berdistribusi Poisson dengan parameter ߣ = 2 dan besar klaim 
berdistribusi Rayleigh dengan parameter ݇ = 0,125yang cocok dan dapat digunakan untuk penentuan nilai 
ekspektasi dan value at risk (VaR) data klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar 
klaim berdistribusi Rayleigh. Dari data kedua dapat diperoleh data perhitungan klaim agregasi pada jumlah 
klaim berdistribusi Poisson dengan parameter λ=2 dan besar klaim berdistribusi Rayleigh dengan parameter 
k=0,125 menggunakan software R sebagai berikut: 
 
Tabel 1. Data Jumlah Klaim Berdistribusi Poisson dengan Parameter ߣ = 2 dan Besar Klaim Berdistribusi 

Rayleigh dengan Parameter ݇ = 0,125 Selama 1 Tahun Periode Asuransi dengan menggunakan software R 

Jumlah klaim (n) p(n) Besar klaim (x) f(x) Banyak pemegang polis 
0 0,135 0 0 21 
1 0,270 3,463 0,204 20 
2 0,270 7,029 0,040 24 
3 0,180 2,804 0,214 23 
4 0,090 1,487 0,161 7 
5 0,036 2,026 0,196 3 
6 0,012 2,080 0,108 2 

Total 0,995 18,890 1,015 100 
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Berdasarkan Tabel 4.1 terlihat bahwa terdapat 21 nasabah yang mengeklaim 0 kali dengan besar klaim 
sebesar 0. Kemudian terdapat 20 nasabah yang mengeklaim 1 kali dengan besar klaim ssebesar 3,463 dan 
terdapat 2 nasabah yang mengeklaim 6 kali dengan besar klaim sebesar 2,080. Dari data diatas terlihat dari 
100 nasabah telah melakukan klaim sebayak 192 klaim selama 1 tahun periode asuransi. Kemudian 
perhitungan premi murni total dan risiko maksimum dilakukan dengan menggunakan software R. Sehingga 
diperoleh nilai ekspektasi sebesar 7,588 dan value at risk (VaR) 95% sebesar 16 pada klaim agregasi dengan 
jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh. Sehingga dari nilai nilai 
ekspektasi dan value at risk (VaR) 95% dapat diperoleh nilai premi murni total sebesar Rp 166.944.228,- 
dengan nilai premi murni per pemegang polis sebesar Rp 1.669.442,- dan risiko maksimum sebesar Rp 
352.000.000,- dengan benefitRp 22.000.000 dari 100 pemegang polis. Maka premi murni total dan risiko 
maksimum dari 100 pemegang polis ini dapat digunakan perusahaan asuransi untuk acuan perhitungan premi 
perusahaan asuransi kedepannya dengan asumsi kejadian klaim asuransi berikutnya tidak menyimpang dari 
kejadian klaim periode sebelumnya. 
 
8. Kesimpulan 
Dari hasil penelitian ini dapat diambil beberapa kesimpulan yaitu: 
1. Model klaim agregasi dengan jumlah klaim berdistribusi Poisson dan besar klaim berdistribusi Rayleigh 

sebagi berikut: 

(ݔ)ݏ݂ = 	ቌቌ ൬݁ݕ݇
2ݕ݇−

2
൰ܲ∗(݊−1)(ݔ − (ݕ

ݔ≥ݕ

ቍ
݁−λλ݊

݊!

∞

݊=0

ቍ 

2. Nilai premi murni total dari 100 pemegang polis yang diperoleh dari perhitungan nilai ekspektasi klaim 
agregasi sebesar Rp 166.944.228,- dengan nilai premi murni per pemegang polis sebesar Rp 1.669.442,- 
dan risiko maksimum yang diperoleh dari perhitungan nilai VaR 95% klaim agregasi sebesar Rp 
352.000.000,- dengan benefitRp 22.000.000 menggunakan software R dari 100 pemegang polis.  

3. Sehingga premi murni total dan risiko maksimum dapat digunakan perusahaan asuransi untuk acuan 
perhitungan premi perusahaan asuransi kedepannya dengan asumsi kejadian klaim asuransi berikutnya 
tidak menyimpang dari kejadian klaim periode sebelumnya. 
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Abstrak 

 
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan karakteristik dari fungsi phi (∅) Euler, 
membuktikan sifat-sifat fungsi phi (∅)	Euler serta membuktikan apakah fungsi phi (∅)	Euler 
merupakan fungsi multiplikatif. Untuk memperlihatkannya jika m dan n adalah bilangan 
bulat positif dan fpb(݉,݊) = 1, maka ∅(݉݊) ≤ ∅(݉)∅(݊) dan juga 	∅(݉݊) ≥
∅(݉)∅(݊). 
 
Kata kunci: Fungsi phi, Fungsi Euler, Persamaan Karakteristik 
 
 

1. Pendahuluan 
Matematika adalah pola berpikir, mengorganisasikan, dan pembuktian yang logik. Matematika adalah 

bahasa yang menggunakan istilah yang didefinisikan dengan cermat, jelas, dan akurat, representasinya 
dengan simbol. Didalam matematika, terdapat banyak cabang pembagian ilmu matematika salah satunya 
adalah teori bilangan. Teori bilangan adalah cabang dari matematika murni yang mempelajari sifat-sifat 
bilangan bulat dan mempunyai berbagai masalah terbuka yang dapat dengan mudah dimengerti sekalipun 
bukan oleh ahli matematika. Awal kebangkitan teori bilangan modern dipelopori oleh Pierre de Fermat 
(1601-1665), Leonhard Euler (1707-1783), J.L Lagrange (1736-1813), A.M. Legendre (1752-1833), 
Dirichlet (1805-1859), Dedekind (1831-1916), Riemann (1826-1866), Giussepe Peano (1858-1932), Poisson 
(1866-1962), dan Hadamard (1865-1963). 

Dalam teori bilangan, pada tahun 1763 Leonhard Euler memperkenalkan fungsi phi Euler. Fungsi ini 
hanya memperhitungkan bilangan bulat.  Alasan mengapa dinamakan fungsi phi, karena fungsi ini 
menggunakan lambang phi (ϕ). Meskipun fungsi ini memiliki nama phi, namun dalamperhitungannya sama 
sekali tidak menggunakan phi (ϕ) yang bernilai 1,61803399.  Penggunaan phi (ϕ) hanya untuk sebuah 
‘fungsi’. Pada teori bilangan, beberapa fungsi memiliki karaketristik atau sifat fungsi multiplikatif seperti 
pada fungsi Mobius. Oleh karena itu akan dibuktikan apakah fungsi phi juga merupakan fungsi multiplikatif. 

Fungsi phi Euler diterapkan pada bilangan bulat positif, ∅(݊) merupakan fungsi aritmatika yang 
digunakan untuk menghitung banyaknya bilangan bulat positif yang kurang dari atau sama dengan n yang 
saling prima terhadap n.  
Yang dapat ditunjukkan sebagai berikut : 
Bilangan bulat yang kurang dari 12 dapat dinyatakan sebagai berikut : 
12 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}. 

Bilangan yang relatif prima terhadap 12 adalah {1,5,7,11}. Dan jumlah bilangan yang relatif prima 
terhadap 12 adalah 4 sehingga ∅(12) = 4.  

Fungsi multiplikatif dapat didefinisikan sebagai berikut: 
(i) Fungsi f : ℕ → ∁ dikatakan fungsi aritmetika. 
(ii) Fungsi aritmetika f dikatakan fungsi multiplikatif jika  

a) f ≠ 0. 
b) (m,n) =1, maka f(mn) = f(m) f(n) 

(iii) Fungsi aritmetika g adalah multiplikatif lengkap jika untuk semua bilangan asli m dan n, berlaku 
g(mn) = g(m) g(n). 

Jadi f(n) adalah multiplikatif jika f(1)=1. 
 
2. Metode 
Metode yang digunakan untuk menentukan karakteritik fungsi phi Euler adalah sebagai berikut : 
1. Diberikan bilangan bulat positif n. 
2.  Membuktikan sifat-sifat dari fungsi phi Euler. 
3.  Menentukan fungsi phi Euler untuk bilangan bulat positif n. 
4.  Membuktikan apakah fungsi phi Euler merupakan fungsi multiplikatif 
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3. Hasil dan Pembahasan 
Beberapa sifat fungsi phi Euler adalah sebagai berikut : 
 
Teorema 4.1 : 
Untuk n bilangan prima dan ݇ > 0, adalah 
∅(݊) = ݊ − ݊ିଵ 

												= ݊(1−
1
݊) 

Bukti : 
Jika fpb(݉, ݊) = 1.		Maka terdapat ݊ିଵ bilangan bulat diantara 1 dan ݊ yang dapat dibagi oleh n, yaitu n, 
2n, 3n, 4n, …. ,(݊ିଵ)݊. Maka dimisalkan {1, 2, … , ݊}, kecuali ݊ − ݊ିଵ yang merupakan suatu bilangan 
bulat yang relatif prima terhadap  dan berdasarkan definisi fungsi phi, ∅(݊) = ݊ − ݊ିଵ. Berdasarkan 
definisi fungsi phi Euler dapat dinyatakan bahwa: 

∅(݊) = ݊ − ݊ିଵ 
       	= ݊(1− ݊ିଵ) 
       = ݊(1− ଵ


) 

Teorema 4.2 : 
Jika bilangan bulat ݊ > 1, memiliki faktor prima ݊ = ଵ

భଶ
మ 	. . .

ೝmaka : 
∅(݊) = ൫ଵ

భ − ଵ
భିଵ൯൫ଶ

భ − ଶ
మିଵ൯	. . . ൫

ೝ − 
ೝିଵ൯ 

										= ݊ ൬1−
1
ଵ
൰ ൬1−

1
ଶ
൰ . . . ൬1−

1

൰ 

    = ݊	∏ (1− ଵ
	│ ) 

Bukti : 
Karena fpb(ଵ

భଶ
మ 	. . . 

 , ାଵ
శభ) = 1 

Diberikan definisi fungsi multiplikatif sebagai berikut  
ଵ))∅	

భଶ
మ 	. . .

)ାଵ
శభషభ) = ଵ)∅

భଶ
మ 	. . . 

)∅(ାଵ
శభ) 

ଵ)∅ =  
భଶ

మ 	. . .
)(	ାଵ

శభ − ାଵ
శభషభ) 

Tetapi ∅൫ଵ
భଶ

మ 	. . . 
൯ = 	 ൫ଵ

భ − ଵ
భିଵ൯	. . . ൫

 − 
ିଵ൯ 

Jadi ∅(ଵ
భଶ

మ 	. . .
ାଵ

శభ) = 	 ൫ଵ
భ − ଵ

భିଵ൯	. . . ାଵ	)
శభ − ାଵ

శభషభ) 
  ⇒ ∅(݊) = ݊ ቀ1− ଵ

భ
ቁ ቀ1− ଵ

మ
ቁ . . . ቀ1− ଵ

ೝ
ቁ 

   = ݊	∏ (1 − ଵ
	│ ) 

Contoh : 
∅(100) = 40 
 
Penyelesaian: 

∅(100) = ∅(2ଶ ∙ 5ଶ) = 100 ൬1−
1
2
൰ ൬1−

1
5
൰ = 40 

 
 
Teorema 4.3 (Karakteristik Fungsi Phi Euler) 
Jika fpb(݉, ݊) = 1 maka ∅(݉݊) = ∅(݉)∅(݊).  Dan ∅(݉݊) merupakan fungsi multiplikatif. 
 
Bukti : 
Sebelum menunjukkan bahwa ∅(݉݊) merupakan fungsi multiplikatif yaitu ∅(݉݊) = ∅(݉)∅(݊), maka 
haruslah terpenuhi dua syarat berikut : 
(i) ∅(݉݊) ≤ ∅(݉)∅(݊) 
(ii) ∅(݉݊) ≥ ∅(݉)∅(݊) 

 
Akan diperlihatkan bahwa : 
(i) Apabila diambil m = 1 dan n = 1 maka hasilnya akan selesai, artinya terlihat jelas bahwa pasangan 

(mn)pastilah pasangan relatif prima. Jadi, misalkan diambil m > 1 dan n > 1. Dan ܽଵ, … . ,ܽ∅() yang 
merupakan bilangan bulat positif ≤n yang relatif prima ke n, misalkan ݇	 ∈ {1, 2, … ,݉݊} dan 
fpb(k,mn) = 1. Kemudian a dan b didefinisikan 
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݇	 ≡ 	0 ; (݉	݀݉)ܽ	 ≤ ܽ	 < 	݉   dan݇	 ≡ 	0;  (݊	݀݉)ܾ	 ≤ ܾ	 < 	݊ 
Untuk memperlihatkan bahwa definisi diatas terpenuhi yaitu apabila diambil bilangan k = 5, m = 2 
dan n = 3 maka akan terpenuhi bahwa fpb (k, mn) = 1 yaitu fpb(5, (2.3)) = 1.  Kemudian dapat 
dengan mudah didefinisikan  (berdasarkan Teorema Sisa Cina) 
݇	 ≡ 	0 ; (݉	݀݉)ܽ	 ≤ ܽ	 < 	݉ 
5	 ≡ 	0 ; (2	݀݉)ܽ	 ≤ ܽ	 < 	2 
Dari definisi kekongruenan, maka  
5 = (2) 2+ 1  
Jadi, 1 adalah sisa dari pembagiannya sehingga definisi tersebut terpenuhi yaitu       
5	 ≡ 	0 ; (2	݀݉)1	 ≤ 1 < 	2 
Begitu pun dengan definisi berikutnya  
݇ ≡ 	0 ; (݊	݀݉)ܾ	 ≤ ܾ	 < 	݊ 
5	 ≡ 	0 ; (3	݀݉)ܾ	 ≤ ܾ	 < 	݊ 
5 = (1) 3 + 2 
Jadi, 2 adalah sisa pembagiannya sehingga definisi tersebut juga terpenuhi yaitu  
5	 ≡ 	0 ; (3	݀݉)2	 ≤ ܽ	 < 	݉ 
Karena k = a + tm untuk suatu bilangan bulat t dan terpenuhi bahwa fpb(k,m) =1 yaitu fpb(5,2) = 1 , 
maka dapat ditarik kesimpulan fpb(a,m) = 1 yaitu fpb(1,2) = 1.  Begitu juga karena k = b + tn untuk 
suatu bilangan bulat t dan terpenuhi fpb(k,n) = 1 yaitu fpb(5,3) = 1  maka fpb(2,3)) = 1.  Oleh karena 
itu, terdapat pasangan i ∈ {1, 2, …., ∅(݉)} dan j ∈{1, 2, …., ∅(݊)} yaitu 

݇	 ≡ 	ܽ(݉݀	݉) 
݇	 ≡ 	 ܾ(݉݀	݊) 

Dengan menggunakan pembuktian seperti diatas maka definisi tersebut terpenuhi, karena terdapat 
∅(݉) yaitu ∅(2) = 1 dan ∅(݊) yaitu ∅(3) = 2 dengan pasangan (i,j) maka ∅(݉݊) yaitu  ∅(6) =
2	dan k adalah solusi unik artinya k solusi adalah tunggal (berdasarkan teorema sisa Cina) maka 
terpenuhi bahwa 
∅(݉݊) ≤ ∅(݉)∅(݊) yaitu 

⟺∅(2 ∙ 3) ≤ ∅(2)∅(3) 
⟺ 	∅(6) ≤ ∅(2)∅(3) 
⟺ 	∅(6) ≤ 1 ∙ 2 
⟺ 	∅(6) ≤ 2 

Maka terbukti untuk (i) bahwa ∅(݉݊) ≤ ∅(݉)∅(݊) 
 
(ii) Untuk pasangan (i,j) dengan i ∈ {1, 2, …., ∅(݉)} dan j ∈{1, 2, …., ∅(݊)} dan pandang bilangan 

bulat k ∈{1, 2, …., ݉݊} (berdasarkan Teorema Sisa Cina) dengan bentuk  
݇	 ≡ 	ܽ(݉݀	݉) 

݇	 ≡ 	 ܾ(݉݀	݊) 
Untuk memperlihatkan definisi tersebut terpenuhi yaitu jika diambil k = 5 dan k = 7, m = 2 dan n =3 
sehingga terpenuhi bahwa fpb(k,m) = 1 dan fpb(k,n) = 1. Pada pembuktian ini karena masing-masing 
pasangan (i,j) dengan solusi k nya adalah solusi yang berbeda maka akan terpenuhi bahwa  ∅(݉݊) ≥
∅(݉)∅(݊). Dapat diperlihatkan sebagai berikut  

݇	 ≡ 	ܽ(݉݀	݉) 
5 ≡	ܽ(݉݀	2) 

5 = (2) ∙ 2 + 1 
Sehingga 1 adalah sisa pembagiannya dan terpenuhi untuk  
݇	 ≡ 	ܽ(݉݀	݉) 
Untuk definisi selanjutnya 
݇	 ≡ 	ܾ(݉݀	݊) 
7	 ≡ 	 ܾ(݉݀	3) 
7 = (1) ∙ 3 + 4 
Sehingga 4 adalah sisa pembagiannya dan terpenuhi untuk 
݇	 ≡ 	ܾ(݉݀	݊) 
Karena masing-masing pasangan (i,j) dengan solusi k yang berbeda maka terpenuhi bahwa 
∅(݉݊) ≥ ∅(݉)∅(݊) 
∅(2 ∙ 3) ≥ ∅(2)∅(3) 
⟺ ∅(6) ≥ ∅(2)∅(3) 

⟺ 	∅(6) ≥ 1 ∙ 2 
⟺ 	∅(6) ≥ 1 ∙ 2 

Maka terbukti untuk (ii) bahwa ∅(݉݊) ≥ ∅(݉)∅(݊) 
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Jadi, kedua syarat tersebut sudah terpenuhi yaitu (i) dan (ii) maka terbukti bahwa ∅(݉݊) =

∅(݉)∅(݊).   
dan ∅(݉݊) merupakan fungsi multiplikatif. 
 
4. Kesimpulan 

Berdasarkan penguraian langkah-langkah diatas maka dapat ditarik kesimpulan bahwa apabila 
pasangan (m,n) adalah bilangan bulat positif dan fpb(m,n) = 1 dan terpenuhi bahwa 

∅(݉݊) ≤ ∅(݉)∅(݊) dan 
∅(݉݊) ≥ ∅(݉)∅(݊) 

maka ∅(݉݊) = ∅(݉)∅(݊) dan ∅(݉݊) merupakan fungsi multiplikatif. Sehingga terbukti bahwa 
karakteristik fungsi Phi Euler adalah fungsi yang multiplikatif. 
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Abstrak 
 

Kondisi umum kesehatan dipengaruhi oleh berbagai faktor yaitu lingkungan, perilaku, dan 
pelayanan kesehatan. Dari faktor inilah muncul masalah kesehatan, yaitu penyakit. Salah 
satunya ialah campak. Campak adalah infeksi virus yang ditandai dengan munculnya ruam yaitu 
bintik-bintik merah di seluruh tubuh dan sifatnya sangat menular.Bagi penderita campak, virus 
campak ada di dalam percikan cairan yang dikeluarkan saat mereka bersin dan batuk. Virus 
campak akan menyebar, saat menghirup percikan cairan ini atau menyentuh benda yang sudah 
terkontaminasi virus ini siapapun dapat tertular. Analisis model matematika penyebaran 
penyakit campak menggunakan sistem persamaan diferensial dengan peubah Susceptible, 
Infected, Recovered (SIR). Sebagai upaya pencegahan penyebaran penyakit campak, vaksinasi 
akan ditambahkan ke dalam model tersebut. Model yang diamati terdiri atas dua kasus 
berdasarkan titik kesetimbangannya dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Kemudian, 
diberikan simulasi untuk setiap kasus yang menggambarkan perilaku dan kestabilan di sekitar 
titik kesetimbangan. Hasil yang diperoleh dari titik kesetimbangan bebas penyakit saat R0 < 1 
stabil, sehingga semakin lama penyakit campak akan menghilang dari populasi. Untuk titik 
kesetimbangan endemik saat R0 >1 stabil, maka saat kesetimbangan ini penyakit akan ada 
sampai pada waktu yang tidak terbatas. 
 
Kata kunci:model SIR, campak, vaksinasi, sistem persamaan diferensial, kestabilan Routh-

Hurwitz. 
 
1. Pendahuluan 
 Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan khususnya di bidang matematika turut memberikan 
peranan dalam memodelkan dan menganalisis suatu permasalahan. Dengan menggunakan model matematika 
dapat menghasilkan suatu formulasi masalah yang dihadapi. Model matematika adalah suatu usaha dalam 
menguraikan beberapa bagian yang berhubungan dengan dunia nyata ke dalam bentuk matematika. 
 Penyebaran penyakit campak yang terjadi pada suatu populasi dapat dimodelkan ke dalam bentuk 
matematis. Model matematika yang sering digunakan untuk menganalisa penyebaran suatu penyakit adalah 
model SIR (Susceptible Infected Recovered). Model epidemik membagi populasi menjadi populasi 
Susceptible (individu yang rentan terinfeksi penyakit), populasi infected (individu yang terinfeksi penyakit), 
dan populasi recovered (individu yang sembuh dari penyakit). 
 Vaksinasi merupakan pemberian vaksin ke dalam tubuh seseorang untuk memberikan kekebalan 
terhadap penyakit tersebut. Model yang akan terbentuk merupakan suatu persamaan diferensial. Persamaan 
tersebut akan digunakan untuk mencari titik kesetimbangan dan analisis kestabilan pada model SIR pada 
penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi serta mengetahui simulasi numerikuntuk melihat 
dinamika penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi. 

2. Bahan dan Metode 
Model matematis epidemiologi SIR (Susceptible, Infected, Recovered) pertama kali diperkenalkan 

oleh Kermack dan Mc Kendrick pada tahun 1927. Model tersebut terdiri dari tiga kategori yaitu: susceptible 
(S) atau individu yang rentan terserang penyakit, infected (I) atau individu yang terinfeksi dan dapat 
menyebarkan penyakit tersebut kepada individu yang rentan dan recovered (R) atau individu yang 
diasumsikan telah sembuh atau kekebalan tubuhnya telah kembali normal sehingga kebal terhadap penyakit 
(Murray, 2002). 

mailto:farida.pasha1569@gmail.com
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Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah persamaan diferensial, 

dengan n buah fungsi yang tidak diketahui, dimana n merupakan bilangan bulat positif lebih besar sama 
dengan dua. Antara persamaan diferensial yang satu dengan yang lain saling berkaitan dan konsisten. Bentuk 
umum dari suatu sistem n persamaan orde pertama mempunyai bentuk sebagai berikut: 
 

1ݔ݀

ݐ݀
= ,ݐ)1݃ ,1ݔ ,2ݔ … , (݊ݔ

2ݔ݀

ݐ݀
= ,ݐ)2݃ ,1ݔ ,2ݔ … , (݊ݔ

⋮
݊ݔ݀
ݐ݀

= ,1ݔ,ݐ)݊݃ ,2ݔ … , ⎭(݊ݔ
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

																																																																																							(1) 

 
Dengan 1ݔ, 2ݔ , … , 1ݔ adalah variabel bebas dan t adalah variabel terikat, sehingga ݊ݔ = ,(ݐ)1ݔ 2ݔ =

,(ݐ)2ݔ … , ݊ݔ = ݊ݔ݀ dimana ,(ݐ)݊ݔ
ݐ݀

 merupakan sebuah derivatif fungsi ݊ݔ terhadap t, dan ݃1 adalah fungsi 

yang tergantung pada variabel 1ݔ, ,2ݔ … ,  .dan t (Neuhauser, 2004) ݊ݔ
 

Titik kesetimbangan adalah sebuah keadaan dari suatu sistem yang tidak berubah terhadap waktu. 
Jika sistem dinamika diuraikan dalam sebuah persamaan differensial, maka titik kesetimbangan dapat 
diperoleh dengan mengambil turunan pertama yang sama dengan nol. Misalkan diberikan suatu sistem 
persamaan differensial yang terbentuk  
 

ݔ݀

ݐ݀
= ,ݔ)݂ (ݕ

ݕ݀

ݐ݀
= ,ݔ)݃ (ݕ

ൢ 																																																																																																			(2) 

 
Sebuah titik (0ݔ,  dapat dikatakan sebagai titik kesetimbangan dari sistem (2), apabila dipenuhi syarat (0ݕ
(ݕ,ݔ)݂ = 0 dan ݃(ݔ,ݕ) = 0. Karena turunan suatu konstanta sama dengan nol, maka sepasang fungsi 
konstan (ݐ)ݔ = (ݐ)ݕ  danݔ =   merupakan penyelesaian keseimbangan dari sistem (2) (Campbell andݕ
Haberman, 2008). 
 
Teorema 1 (Olsder et al., 2011) diberikan teorema mengenai kestabilan suatu sistem nonlinier yang ditinjau 
dari nilai eigen matriks Jacobian. 
1. Apabila semua bagian real nilai eigen matriks Jacobian dari suatu sistem persamaan diferensial bernilai 

negatif, maka titik kesetimbangan dari sistem tersebut stabil. 
2. Jika terdapat satu nilai eigen matriks Jacobian dari sistem persamaan diferensial bernilai positif, maka 

titik kesetimbangan dari sistem tersebut tidak stabil. 
 

Kestabilan titik kesetimbangan merupakan kestabilan dari sistem linier atau kestabilan dari 
linierisasi sistem tak linier. Kestabilan pada titik kesetimbangan ditentukan oleh tanda bagian real dari 
matriks Jacobian yang dihitung di sekitar titik kesetimbangan. 
Matriks Jacobi dinyatakan sebagai berikut : 

ܬ = 	
(ݔ̅)݂߲
ݔ߲ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ଵݔ߲
߲ ଵ݂

ଶݔ߲
߲ ଶ݂

ଵݔ߲
߲ ଶ݂

ଶݔ߲

⋯
…

߲ ଵ݂

ݔ߲
߲ ଶ݂

ݔ߲
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

߲ ݂

ଵݔ߲
߲ ݂

ଶݔ߲
⋯

߲ ݂

⎦ݔ߲
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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Untuk mencari nilai karakteristik matriks ܬ yang berukuran ݊ × ݊, maka dapat dituliskan kembali 
persamaan ݔܬ = ܫߣ) atau ekuivalen dengan ݔܫߣ − ݔ(ܬ = 0, mempunyai penyelesaian tak nol jika dan hanya 

jika |ܫߣ − |ܬ = 0. Jika matriks ܬ = ቂܽ ܾ
ܿ ݀ቃ dan ܫ = ቂ1 0

0 1ቃ, maka dapat ditulis ቂߣ − ܽ ܾ
ܿ ߣ − ݀

ቃ atau 

2ߣ − ܽ)ߣ + ݀) + (ܽ݀ − ܾܿ) = 0 (Derouich dan Boutayeb, 2008). 
Secara umum kestabilan suatu titik kesetimbangan mempunyai 2 prilaku, yaitu: 

3.1 Stabil, jika 
a. ܴ݁(ߣ) < 0 untuk setiap ݅, atau 
b. Terdapat ܴ݁(ߣ) = 0	untuk sebarang ݆, dan ܴ݁(ߣ) < 0	untuk setiap ݅ ≠ ݆. 

3.2 Tidak stabil, jika terdapat paling sedikit satu ݅ sehingga ܴ݁(ߣ) > 0 (Tu, 1994). 
 

Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz merupakan suatu kriteria yang digunakan untuk memperlihatkan 
koefisien dari persamaan karakteristik tanpa menghitung akar-akarnya secara langsung. Jika suatu 
persamaan polinomial adalah persamaan karakteristik, maka metode ini dapat digunakan untuk menentukan 
kestabilan dari suatu sistem. Adapun prosedur dalam kriteria Routh-Hurwitz adalah : 
1. Persamaan polinom orde ke-݊ ditulis dalam bentuk ܽ݉݊ݏ − 1−݊ݏ1−݉ܽ + 2−݊ݏ2−݉ܽ + 	… 	+ ݏ1ܽ + ܽ0 =

0, 
2. Jika terdapat koefisien bernilai 0 atau negatif, maka terdapat satu akar atau akar-akar imajiner atau 

memiliki bagian real positif yang berarti sistem tersebut tidak stabil. 
3. Jika seluruh koefisien bernilai positif, maka dapat dibentuk suatu matriks yang sering disebut array 

Routh sebagai berikut 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܵ݊

ܵ݊−1

ܵ݊−2

ܵ݊−3

⋮
ܵ1

ܵ0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ܽ݉
ܽ݉−1
ܾ1
ܿ1
⋮
݃1
ℎ1

ܽ݉−2
ܽ݉−3
ܾ2
ܿ2
⋮
0
0

⋯
⋯
⋯
⋯
⋱
…
…

ܽ0
0
ܾ݇
ܿ݇
⋮
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

																																																						(3) 

Koefisien ܾ1, ܾ2,…		,ܾ݇ dan ܿ1, ܿ2,…		,ܿ݇ dapat ditentukan dengan formula-formula berikut. 

ܾ1 = 	 − 1

ܽ݉−1
ቚ
ܽ݉
ܽ݉−1

ܽ݉−2
ܽ݉−3

ቚ, 

ܾ2 = 	 − 1

ܽ݉−1
ቚ
ܽ݉
ܽ݉−1

ܽ݉−4
ܽ݉−5

ቚ, 

ܾ݇ = 	 − 1

ܽ݉−1
ቚ
ܽ݉
ܽ݉−1

ܽ݉−2݇
ܽ݉−2݇+1

ቚ,  

ܿ1 = 	 − 1

ܾ1
ቚ
ܽ݉−1
ܾ1

ܽ݉−3
ܾ2

ቚ, 

ܿ2 = 	 − 1

ܾ1
ቚ
ܽ݉−1
ܾ1

ܽ݉−5
ܾ3

ቚ, 

ܿ݇ = 	 − 1

ܾ1
ቚ
ܽ݉−1
ܾ1

ܽ݉−2݇+1
ܾ݇+1

ቚ. 
4. Jumlah akar yang tidak stabil dapat terlihat pada banyaknya perubahan tanda dikolom pertama matriks 

(3). 
5. Syarat perlu agar sistem dikatakan stabil adalah apabila koefisien dari persamaan karakteristik bernilai 

positif, sedangkan syarat cukupnya adalah apabila suku dari kolom pertama matriks (3) bernilai positif 
(Derouich dan Boutayeb, 2008). 

 
Dalam epidemiologi, Next Generation Matrix adalah metode yang digunakan untuk mendapatkan 

angka reproduksi dasar.Matriks ini merupakan matriks yang dikontruksi dari sub-sub populasi yang 
menyebabkan infeksi. Selanjutnya disusun matriks ߮ dan ߰ dengan ߮ merupakan matriks dari laju individu 
baru terinfeksi penyakit dan ߰ merupakan matriks laju perkembangan, kematian, atau kesembuhan. 
Kemudian perhitungan bilangan reproduksi dasar (ܴ) berdasarkan linearisasi ߮ dan ߰ di titik 
kesetimbangan bebas penyakit. Selanjutnya didefinisikan F dan V adalah hasil masing-masing linearisasi 
dari ߮ dan ߰. Sehingga diperoleh Next Generation Matrix yaitu ܭ =  ଵ. Bilangan reproduksi dasarିܸܨ
diperoleh dari nilai eigen terbesar dari Next Generation Matrix (Derouich dan Boutayeb, 2008). 
 
Metode yang digunakan dalam menyelesaikan masalah ini adalah: 
1. Menentukan parameter laju perubahan individu pada subpopulasi SIR. 
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 ߜ

 ܵߩ

 ܫߚ ܫܵ߱

 ߛ ߛ 	ߤ			ߛ

2. Mencari model matematika SIR untuk penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi. 
3. Menentukan titik kesetimbangan dari model penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi. 
4. Menganalisis kestabilan dari model penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi. 
5. Melakukan simulasi numerik untuk melihat dinamika penyebaran penyakit campak dengan pengaruh 

vaksinasi. 
 

3. Hasil dan Pembahasan 
Pembentukan model penyebaran penyakit campak dibatasi dengan beberapa asumsi. Asumsi-asumsi yang 
akan digunakan adalah sebagai berikut. 
1. Populasi penduduk diasumsikan tertutup artinya tidak ada imigran dan emigran. 
2. Populasi penduduk bersifat tidak konstan artinya laju kelahiran dan kematian diasumsikan tidak sama. 
3. Setiap individu yang baru lahir dan yang masih hidup akan masuk dalam populasi rentan terhadap 

penyakit campak. 
4. Hanya terdapat satu penyakit yang menyebar dalam populasi. 
5. Penyakit menular melalui kontak lansung antara populasi rentan (Susceptible) dengan populasi 

terinfeksi (Infected). 
6. Populasi terinfeksi (Infected) memiliki kematian alami dan kematian yang disebabkan oleh penyakit 

campak. 
7. Tidak ada masa inkubasi dari penyakit campak. 
8. Setiap individu yang diberi vaksin masuk ke dalam kelas sembuh (Recovered) dan akan kebal terhadap 

penyakit campak. Kekebalan terjadi karena vaksin bersifat permanen artinya individu yang 
mendapatkan vaksin tidak dapat terinfeksi oleh penyakit yang sama. 

Berdasarkan asumsi-asumsi dapat disajikan ke dalam diagram transfer berikut. 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 1. Skema kompartemen populasi model SIR dengan pengaruh vaksinasi. 

Dari skema kompartemen  diperoleh model epidemiologi SIR dengan pengaruh vaksinasi ditulis ke 
sistem sebagai berikut. 
 

݀ܵ

ݐ݀
= ߜ	 − ܫܵ߱ − ܵߩ − 																																	ܵߛ

ܫ݀

ݐ݀
= ܫܵ߱	 − ܫߛ − ܫߤ − 																																	ܫߚ

ܴ݀

ݐ݀
= ܵߩ − ܫߚ − ⎭																																													ܴߛ

⎪
⎬

⎪
⎫

																																																	(4) 

Dengan ߜ	(ݐ) merupakan jumlah kelahiran populasi, ߱	(ݐ) merupakan laju kontak antara jumlah 
populasi Susceptible dengan Infected,	ߛ	(ݐ) merupakan laju kematian alami, ߤ	(ݐ) merupakan laju kematian 
yang disebabkan penyakit, ߚ	(ݐ) merupakan laju kesembuhan, dan ߩ	(ݐ) merupakan jumlah individu yang 
memperoleh vaksinasi. Nilai parameter ߚ ,ߤ ,ߛ ,߱ ,ߜ adalah positif. Batas laju vaksinasi adalah 0 ≤ ߩ ≤ 1. 
Karena asumsi menyatakan bahwa jumlah kelahiran tidak sama dengan jumlah kematian maka total populasi 
tidak kostan. Dari populasi ܰ dapat ditulis persamaan berikut. 
 

(ݐ)	ܰ = (ݐ)ܵ + (ݐ)ܫ +  (5)																																																																(ݐ)ܴ
 

S I R 
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Berdasarkan penelitian Awaluddin (2018) laju perubahan jumlah populasi ܰ dengan jumlah 
kelahiran dikurangi kematian alami dari populasi ܰ dan dikurangi dengan kematian yang disebabkan oleh 
penyakit pada populasi ܫ(infected). Hal ini dapat dirubah ke persamaan berikut. 

݀ܰ

ݐ݀
= ߜ	 − ܰߛ −  (6)																																																																																				ܫߤ

 
Pada asumsi (2) dan (8) bahwa jumlah populasi tidak konstan karena perbedaan antara jumlah 

kelahiran dan kematian serta populasi ܵ	(susceptible) dan ܫ(infected) akan menuju ܴ	(recovered), sehingga 
pada populasi ܴ	(recovered) dapat diganti dengan jumlah populasi ܰ(ݐ), dengan demikian diperoleh sistem 
persamaan sebagai berikut. 

݀ܵ

ݐ݀
= ߜ	 − ܫܵ߱ − ܵߩ − 																																	ܵߛ

ܫ݀

ݐ݀
= ܫܵ߱	 − ܫߛ − ܫߤ − 																																	ܫߚ

݀ܰ

ݐ݀
= ߜ	 − ܰߛ − 																																											ܫߤ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

																																			(7) 

Titik kesetimbangan dari sistem (7) terjadi pada saat ݀ܵ
ݐ݀

= 0,					 ܫ݀
ݐ݀

= 0,				dan    ݀ܰ
ݐ݀

= 0. Untuk titik 

kesetimbangan bebas penyakit terjadi pada saat jumlah individu terinfeksi sama dengan nol (ܫ = 0) sehingga 
di titik kesetimbangan bebas penyakit untuk sistem (7) diperoleh 

 

,∗ܵ)∗ܧ (∗ܰ,∗ܫ = ൬
ߜ

ߩ + ߛ
, 0,

ߜ
ߛ
൰ .																																																																																							(8) 

Untuk titik kesetimbangan endemik terjadi pada saat ܫ ≠ 0. sehingga di titik kesetimbangan 
endemik untuk sistem (7) diperoleh 

,∗ܵ)∗ܧ (∗ܰ,∗ܫ = ቆ
ߛ + ߤ + ߚ

߱
	 , ݍ) − 1) ൬

ߩ + ߛ
߱

൰ ,
߱ߜ	 − ݍ)ߤ − ߩ)(1 + (ߛ

ߛ߱
ቇ 																																												(9) 

dengan ݍ = ఋఠ
(ఘାఊ)(ఊାఓାఉ)

. 

Pada model penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi yang menyebabkan infeksi 
adalah kelas Infected sehingga pada sistem (7) yang digunakan adalah: 

ܫ݀

ݐ݀
= ܫܵ߱	 − ܫߛ − ܫߤ −  			ܫߚ

 
Akan membentuk ߮ = ߰ dan [ܫܵ߱] ܫߛ	]= + ܫߤ +  dengan ߮ merupakan matriks dari laju kontak ,[ܫߚ

antara populasi Susceptible dengan Infected dan ߰ merupakan laju kematian alami, kematian yang 
disebabkan oleh penyakit dan kesembuhan dari penyakit.  

Sehingga diperoleh ܴ0 = ቂ ߜ߱

(ߚ+ߤ+ߛ)ߛ+ߩ
ቃ. 

 
Akan dilakukan analisis kestabilan di sekitar titik kesetimbangan sebagai berikut. 
Tulis: 

݂(ܵ, (ܰ,ܫ = ߜ − ܫܵ߱ − ܵߩ −  																																																																		ܵߛ

݃(ܵ, (ܰ,ܫ = ܫܵ߱	 − ܫߛ − ܫߤ −  																																																																ܫߚ

ℎ(ܵ, (ܰ,ܫ = ߜ − —ܰߛ  (10)																																																																						ܫߤ

maka matriks Jacobian dari persamaan (10) adalah: 
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ܬ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡߲(݂(ܵ, ((ܰ,ܫ

߲ܵ
߲(݂(ܵ, ((ܰ,ܫ

ܫ߲
߲(݂(ܵ, ((ܰ,ܫ

߲ܰ
߲(݃(ܵ, ((ܰ,ܫ

߲ܵ
߲(݃(ܵ, ((ܰ,ܫ

ܫ߲
߲(݃(ܵ, ((ܰ,ܫ

߲ܰ
߲(ℎ(ܵ, ((ܰ,ܫ

߲ܵ
߲(ℎ(ܵ, ((ܰ,ܫ

ܫ߲
߲(ℎ(ܵ, ((ܰ,ܫ

߲ܰ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

= 
ܫ߱− − ߩ − ߛ −߱ܵ 0

ܫ߱ ߱ܵ − ߛ − ߤ − 	ߚ 0
0 — ߤ ߛ−

൩																																																						(11) 

 

Dengan mensubtitusikan nilai titik kesetimbangan bebas penyakit ܧ∗(ܵ∗, (∗ܰ,∗ܫ = ቀ ߜ

ߛ+ߩ
, 0,

ߜ

ߛ
ቁ ke 

persamaan (11) diperoleh matriks Jacobian di titik kesetimbangan bebas penyakit adalah sebagai berikut: 

(∗ܧ)ܬ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ߩ)−⎡ + (ߛ −

ߜ߱
ߩ + ߛ 0

0
ߜ߱
ߩ + ߛ − ߛ − ߤ − 	ߚ 0

0 ߤ— ⎦ߛ−
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Nilai eigen dari matriks (∗ܧ)ܬadalah solusi dari persamaan karakteristik det (ܫߣ − ((∗ܧ)ܬ = 0 
dengan ܫ adalah matriks identitas. Sehingga diperoleh nilai eigen,  

⇔	 ଷߣ) + ߛଶ(3ߣ + ߤ + ߚ + ߩ − (ݖ + ଶߛ3)ߣ + ߤߛ2 + ߚߛ2 + ߛߩ2 + ߤߩ + ߚߩ − ݖߛ2 − (ݖߩ + ଷߛ
+ ଶߛߤ+ଶߛߩ + ଶߛߚ + ߤߛߩ + ߚߛߩ − ߛݖߩ − ݖଶߛ
= 0																																																																																																																																														(12) 

Untuk menunjukan kestabilan dari persamaan karakteristik yang dijelaskan pada penelitian 
A’maludin (2016) dapat menggunakan kriteria Routh-Hurwitz, memisalkan: 

ܽ = ߛ3 + ߤ + ߚ + ߩ −  																																																						ݖ
ܾ = ଶߛ3 + ߤߛ2 + ߚߛ2 + ߛߩ2 + ߤߩ + ߚߩ − ݖߛ2 −  	ݖߩ
ܿ = 3ߛ + 2ߛߤ+2ߛߩ + 2ߛߚ + ߤߛߩ + ߚߛߩ − ߛݖߩ −  ݖ2ߛ

dengan ݖ = ఠఋ
ఘାఊ

 

Selanjutnya dengan menuliskan persamaan (12) ke dalam bentuk matriks, sehingga diperoleh: 

൦
3ߣ

2ߣ

1ߣ

0ߣ

൪ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 ܾ
ܽ ܿ

ܾܽ − ܿ

ܽ

ቀܾܽ−ܿ
ܽ
ቁ ܽ

ܾܽ−ܿ

ܽ

= ܽ
0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

																																																																																						(13) 

Matriks (13) telah memenuhi syarat cukup pada teorema 1 (Olsder et al., 2011) agar sistem tersebut 
dikatakan stabil karena semua suku pada kolom pertama matriks bertanda positif. Oleh sebab itu, karena 
syarat perlu dan syarat cukup sudah terpenuhi maka dapat disimpulkan bahwa persamaan (12) stabil, yang 
artinya titik kesetimbangan bebas penyakit pada persamaan (8) dikatakan stabil.Dengan mensubtitusikan 

nilai titik endemik ܧ∗(ܵ∗, (∗ܰ,∗ܫ = ቀߚ+ߤ+ߛ

߱
	 , ݍ) − 1) ቀߛ+ߩ

߱
ቁ ,

(ߛ+ߩ)(1−ݍ)ߤ−߱ߜ	
ߛ߱

ቁ ke persamaan (11) diperoleh 

matriks Jacobian di titik kesetimbangan bebas penyakit adalah sebagai berikut: 
dengan ܵ = ఊାఓାఉ

ఠ
 dan ܫ = ݍ) − 1) ቀఘାఊ

ఠ
ቁ 

misal  ܵ = ܫ dan ݔ =  ݕ
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(∗ܧ)ܬ = 
ݕ߱− − ߩ − ߛ ݔ߱− 0

ݕ߱ ݔ߱ − ߛ − ߤ − 	ߚ 0
0 — ߤ ߛ−

൩ 

Nilai eigen dari matriks (∗ܧ)ܬ adalah solusi dari persamaan karakteristik det൫ܫߣ − ൯(∗ܧ)ܬ = 0 dengan ܫ 
adalah matriks identitas. Sehingga diperoleh nilai eigen, 

														⇔ 	 ଷߣ) + 	 ݔ߱−)ଶߣ ݕ߱+ + ߛ2 + ߤ + ߚ + ߩ ߛݔ߱− ߛݕ߱+ + ଶߛ2 + ߛߤ + ߛߚ + (ߛߩ + ߛݕ߱)ߣ
ߤݕ߱+ ߚݕ߱+ ߩݔ߱− + ߛߩ + ߤߩ + ߚߩ ߛݔ߱− + ଶߛ + ߤߛ + (ߚߛ + ߛ)ߛݕ߱ + ߤ + (ߚ
+ ݔ߱−)ߛߩ + ߛ + ߤ + (ߚ + ݔ߱−)ଶߛ + ߛ + ߤ + ((ߚ
= 0																																																																																																																																												(14) 

Untuk menunjukan kestabilan dari persamaan karakteristik yang dijelaskan pada penelitianA’maludin (2016) 
dapat menggunakan kriteria Routh-Hurwitz, memisalkan: 

݇ = ݔ߱− ݕ߱+ + ߛ2 + ߤ + ߚ + ߩ ߛݔ߱− ߛݕ߱+ + ଶߛ2 + ߛߤ + ߛߚ +  		ߛߩ
݈ = ߛݕ߱ ߤݕ߱+ ߚݕ߱+ ߩݔ߱− + ߛߩ + ߤߩ + ߚߩ ߛݔ߱− + ଶߛ + ߤߛ +  ߚߛ
݉ = ߛ)ߛݕ߱ + ߤ + (ߚ + ݔ߱−)ߛߩ + ߛ + ߤ + (ߚ + ݔ߱−)ଶߛ + ߛ + ߤ +  (ߚ

Selanjutnya dengan menuliskan persamaan (14) ke dalam bentuk matriks, sehingga diperoleh: 

൦
3ߣ

2ߣ

1ߣ

0ߣ

൪ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 ݈
݇ ݉

݈݇ − ݉

݇

ቀ݈݇−݉
݇
ቁ ݇

݈݇−݉

݇

= ݇
0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

																																																																																		(15) 

Matriks (15) telah memenuhi syarat perlu dan syarat cukup pada teorema 1 (Olsder, et al., 2011), 
seingga dapat disimpulkan bahwa persamaan (14) stabil dan dengan kata lain titik kesetimbangan endemik 
(9) stabil. 
 

Berdasarkan penelitian Awaluddin (2018) dan adanya perubahan nilai parameter, diberikan nilai 
awal proporsi individu rentan, terinfeksi dan populasi dengan ܵ(0) = (0)ܫ ,450 = 50 dan ܰ(0) =
500.Selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik untuk model penyebaran penyakit campak dengan 
pengaruh vaksinasi. Dari simulasi dapat dilihat kestabilan model (7).  
 

Tabel 1. Nilai Simulasi Parameter 
 

 Nilai Parameter 

Parameter 
 

Bebas penyakit Saat ܴ0 < 1 
 

Endemik Saat ܴ0 > 1 

 180 250 ߜ

߱ 0.0018 0.002 

 0.007 0.005 ߛ

 0.002 0.006 ߤ

 0.81 0.92 ߚ

 0.4 0.8 ߩ

 
Berikut diberikan simulasi pada saat titik kesetimbangan bebas penyakit ܴ0 < 1 dan titik 

kesetimbangan endemik  ܴ0 > 1. 
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Pada gambar 2, diperoleh ܴ0 = 0.6004 < 1. Berdasarkan gambar 2, terlihat bahwa laju perubahan 

populasi manusia semakin lama semakin meningkat.Sementara laju perubahan populasi terinfeksi(Infected) 
akan menuju kepunahan sehingga kurva akan menuju nol. Sedangkan untuk laju perubahan populasi 
rentan(Susceptible)akan menuju perbandingan laju kelahiran dengan laju kematian alaminya ditambah laju 
orang yang telah di vaksinasi. Diperoleh nilai eigen sebesar (−0.8050,−0.0050,−3720) sehingga pada 
saat ܴ0 < 1 keadaan titik stabil.  

Pada gambar 3 diperolehܴ0 = 2.428 > 1. Dari gambar 3, terlihat bahwa laju perubahan populasi 
manusia semakin lama semakin mengalami kenaikan, karena diakibatkan oleh faktor kematian alaminya dan 
jumlah kelahiran. Sementara untuk laju perubaha populasi terinfeksi (Infected) akan mendekati kurva 
populasi rentan (Susceptible). Sedangkan laju perubahan populas rentan (Susceptible) menurun karena akan 
menuju perbandingan laju kelahiran dengan laju kematianalaminya ditambah laju orang yang telah 
divaksinasi. Diperoleh nilai eigen sebesar	(−0.0080 + 0.000݅,−0.6169 + 0.4869݅,−0.6169− 0.4869݅) 
sehingga pada saat ܴ0 > 1 keadaan titik kesetimbangan endemikstabil. 

 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan penguraian langkah-langkah yang telah dilakukan maka dapat disimpulkan bahwa : 
1. Model matematika SIR pada penyebaran penyakit campak dengan pengaruh vaksinasi yaitu : 

 
݀ܵ
ݐ݀

= ߜ	 − ܫܵ߱ − ܵߩ − ܵߛ

ܫ݀
ݐ݀

= ܫܵ߱	 − ܫߛ − ܫߤ − ܫߚ

ܴ݀
ݐ݀

= ܵߩ − ܫߚ − 													ܴߛ

 

Karena populasi ܵ	(susceptible) dan ܫ(infected) akan menuju ܴ	(recovered) dan jumlah populasi 
tidak konstan karena perbedaan antara jumlah kelahiran dan kematian, sehingga pada populasi 
ܴ	(recovered) dapat diganti dengan jumlah populasi ܰ(ݐ), dengan demikian diperoleh sistem 
persamaan sebagai berikut. 

݀ܵ
ݐ݀

= ߜ	 − ܫܵ߱ − ܵߩ − ܵߛ

ܫ݀
ݐ݀

= ܫܵ߱	 − ܫߛ − ܫߤ − ܫߚ

݀ܰ
ݐ݀

= ߜ	 − ܰߛ − ܫߤ
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Gambar 2. Simulasi titik kesetimbangan 
      bebas penyakit ܴ0 < 1 

Gambar 3. Simulasi titik kesetimbangan 
      endemik ܴ0 > 1 
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2. Diperoleh dua titik kestabilan dari model matematika pada penyebaran penyakit campak dengan 
pengaruh vaksinasi yaitu : 
a. Titik kestabilan bebas penyakit yaituܧ∗(ܵ∗, (∗ܰ,∗ܫ = ቀ ߜ

ߛ+ߩ
, 0, ߜ

ߛ
ቁ yang stabil pada saat ܴ0 < 1. 

Sehingga saat ܴ0 < 1, semakin lama penyakit campak akan menghilang dari populasi. 
b. Titik kestabilan endemik penyakit yaitu ܧ∗(ܵ∗, (∗ܰ,∗ܫ = ቀߚ+ߤ+ߛ

߱
	 , ݍ) − 1) ቀߛ+ߩ

߱
ቁ , ߤ−߱ߜ	

(ߛ+ߩ)(1−ݍ)
ߛ߱

ቁ, 

yang stabil pada saat ܴ0 > 1. Sehingga saat kesetimbangan ini penyakit akan ada sampai pada 
waktu yang tidak terbatas. 
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Abstrak  

 
The purpose of this paper is to evaluate the National Examination scores for Senior High 
School level science program of Lampung Province in the academic year 2016-2017. Method 
in this research is to determine subjects that affect other subjects, hereinafter referred to the 
subject center. The determination of the subject center using the analysis of Maximum 
Spanning Tree (MST) graph model. The result of initial analysis of MST graph shows that 
there are two subjects that become the center, mathematics and biology. Then the eccentricity 
analysis is did by determining longest simple path on the MST graph. Mathematics has 
longest simple path, therefore mathematics is the center of the subjects. The Conclusion of 
this research is mathematics allegedly closely related to other subjects. As a result, ideas on 
mathematics can be explored and applied to other subjects so that the average of National 
Examination for Senior High School level in Lampung Province in the next year will increase.  

 
Kata kunci: evaluation, MST, national examination, Lampung. 

 
 
1. Pendahuluan  

Ujian Nasional (UN) merupakan salah satu tahapan penting yang harus dilaksanakan oleh setiap 
Sekolah Menengah Atas (SMA) atau setara. Bagi pemerintah, nilai UN menjadi salah satu alat evaluasi 
pembelajaran melalui Kementrian Pendidikan dan Kebudayaan (Kemendikbud) untuk mengukur mutu 
pendidikan di Indonesia. Menurut PP No. 13 Tahun 2015, UN bertujuan untuk menilai pencapaian standar 
kompetensi lulusan secara nasional pada mata pelajaran tertentu. Menteri Pendidikan dan Kebudayaan 
(Mendikbud), Muhadjir Effendy dalam situs kemdikbud.go.id (2017) memberikan pernyataan bahwa:  

“Hasil UN tersebut selanjutnya harus bisa dijadikan dasar perencanaan dan intervensi yang tepat untuk 
menata langkah dalam memperbaiki mutu pendidikan di Indonesia. Tindak lanjut tersebut tidak hanya 
dilakukan oleh pemerintah pusat (Kemendikbud), melainkan juga oleh pemerintah daerah, sekolah, maupun 
guru. Dengan begitu, UN sebagai alat evaluasi pembelajaran dapat dimanfaatkan dengan baik untuk 
meningkatkan mutu pendidikan secara berkelanjutan.”  

Berdasarkan pendapat tersebut, perlu adanya analisis yang cermat untuk mengevaluasi data nilai UN 
yang ada. Hasil analisis tersebut selanjutnya dapat digunakan oleh berbagai pihak diantaranya pihak sekolah, 
pemerintah daerah, pemerintah pusat (Kemendikbud), maupun penggiat pendidikan sebagai bahan perbaikan 
mutu pendidikan.  

Apa itu evaluasi pendidikan? Evaluasi pendidikan diterapkan untuk mengetahui prestasi siswa dan 
mendiagnosis hasil pendidikan, serta memaninkan peranan penting dalam meningkatkan kualitas pendidikan. 
Lebih jauh, evaluasi juga dapat menentukan sejauh mana prosedur pendidikan sesuai dengan kemampuan 
siswa, seberapa praktis dan seberapa berhasilnya dalam mencapai tujuan pendidikan (Jahanian, 2012). 
Selanjutnya, Self dalam Jahanian (2012) menyatakan bahwa evaluasi adalah aturan yang mengatur proses 
pengumpulan dan analisis data. Evaluasi digunakan untuk menentukan apakah tujuan pendidikan sudah 
terpenuhi atau masih dalam proses, dan sejauh mana. Self juga percaya bahwa tujuan utama dalam 
pendidikan adalah untuk membuat perubahan dalam perilaku siswa.  

Melakukan evaluasi berdasarkan analisis data merupakan salah satu teknik yang baik untuk 
mendapatkan fakta dari sesuatu yang diteliti. Menurut Qomari (2009) salah satu tahapan yang penting dalam 
penelitian adalah analisis data dimana data dapat diperoleh dari hasil observasi, wawancara, angket, atau 
teknik pengumpulan data yang lain untuk kemudian diolah atau dianalisis untuk membantu peneliti 
menjawab permasalahan yang diteliti. LeCompte dan Schensul dalam Kawulich (2004) mendefinisikan 
analisis data sebagai proses mendeskripsikan dan menginterpretasikan data agar dapat dipahami. Kemudian, 

mailto:sugama_maskar@teknokrat.ac.id
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Patton dalam Kawulich (2004) menunjukan bahwa terdapat tiga hal yang dilakukan pada saat proses analisis 
data: Data dikumpulkan, kemudian data dikelompokan, terakhir data diidentifikasi dan dicari hubungannya 
dengan permasalahan yang diteliti. 

 Pada penelitian ini peneliti tertarik untuk memberikan kontribusi dalam mengevaluasi data nilai UN 
dengan melakukan analisis data hasil UN. Peneliti tertarik untuk mengetahui mata pelajaran yang memiliki 
pengaruh paling tinggi pada mata pelajaran lain di UN. Pengaruh yang dimaksud artinya bahwa mata 
pelajaran tersebut berkaitan erat dengan mata pelajaran lain di UN. Peneliti beranggapan apabila mata 
pelajaran yang dimaksudkan dapat diidentifikasi, hal tersebut dapat menjadi acuan bahan evaluasi 
selanjutnya untuk meningkatkan mutu pembelajaran. Peneliti juga beranggapan bahwa gagasan pada mata 
pelajaran yang berpengaruh tersebut dapat diimplementasikan pada mata pelajaran lain sebagai upaya untuk 
menentukan kompetensi dasar yang tepat sasaran pada suatu mata pelajaran.  

Berdasarkan permasalahan tersebut, peneliti mencoba mencari teknik analisis data yang tepat untuk 
menjawabnya. Saat ini teknik analisis data semakin berkembang sehingga peneliti memiliki banyak pilihan 
untuk menggunakan teknik yang tepat. Pada penelitian ini, untuk mengukur tingkat pengaruh anatara dua 
mata pelajaran di UN, peneliti menggunakan teori statistika dengan teknik regresi, khususnya koefisien 
korelasi. Selanjutnya teori graf, spanning tree, digunakan untuk mencari mata pelajaran yang paling 
berpengaruh pada nilai UN tersebut.  

Walpole dkk (2012) menyatakan bahwa analisis korelasi mencoba mengukur kekuatan hubungan atau 
pengaruh antara dua variabel, katakanlah X dan Y, dengan menggunakan suatu bilangan yang disebut 
koefisien korelasi. Sebagai contoh, jika X dan Y mewakili panjang dan keliling dari jenis tulang tertentu 
dalam tubuh orang dewasa, kita mungkin akan melakukan studi antropologis untuk menentukan apakah ada 
katian antara nilai X yang besar dengan nilai Y yang besar dan sebaliknya.  

Spanning tree telah banyak diterapkan dalam berbagai kajian ilmu seperti jaringan komputer, 
pembangunan rel kereta api, penentuan jarak optimal, sampai pemasaran produk (Nurviana 2016). Untuk 
menentukan mata pelajaran yang paling berpengaruh pada UN, peneliti menggunakan model graf yang 
disebut pohon atau tree.  Rosen (2013) dalam bukunya menyebutkan bahwa graf pohon dinamakan begitu 
karena memang menyerupai pohon. Pohon keluarga adalah contoh dari model graf pohon dimana titik graf 
diinterpretasikan sebagai anggota keluarga dan sisi graf sebagai hubungan keluarga. Apabila dicermati 
pohon keluarga pasti memiliki seseorang yang menempati posisi paling atas atau biasa disebut nenek 
moyang. Berdasarkan hal tersebut, graf pohon merupakan model yang tepat untuk digunakan dalam mencari 
pusat mata pelajaran yang mempengaruhi mata pelajaran lain di UN.  

Selanjutnya, untuk membentuk graf pohon tersebut peneliti menggunakan teori Maximum Spanning 
Tree (MST).Maximum Spanning Tree (MST) adalah graf pohon merentang yang memiliki bobot maksimum. 
Model graf MST tersebut dapat dibentuk dengan cara mengeleminasi beberapa bobot untuk setiap sisi dan 
menerapkan algoritma Kruskal (Pemmaraju and Skiena 2003). Kenapa peneliti tidak menggunakan 
Minimum Spanning Tree? Alasannya karena bobot yang digunakan merupakan representasi dari nilai 
koefisien koreasi antara dua mata pelajaran. Nilai koefisien korelasi bernilai antara 0 sampai dengan 1 untuk 
hubungan yang linear, dengan interpretasi bahwa semakin nilai koefisien korelasi tersebut mendekati 1, 
hubungan atau pengaruh dua variabel tersebut semakin besar. Nilai 0 menunjukan tidak ada pengaruh antara 
dua variabel tersebut dan 1 menunjukan pengaruh yang sempurna antara dua variabel tersebut. Akibatnya, 
peneliti menggunakan analisis Maximum Spanning Tree (MST) terhadap model graf nilai UN yang nantinya 
akan terbentuk.  

Berdasarkan pemaparan tersebut, peneliti tertarik untuk mengevaluasi nilai UN dengan menggunakan 
analisis Maximum Spanning Tree (MST) untuk mencari pusat mata pelajaran yang paling mempengaruhi 
nilai mata pelajaran lainnya di UN. Pada penelitian ini peneliti menggunakan data nilai UN Sekolah 
Menengah Atas (SMA) dan Madrasah Aliyah (MA) program Ilmu Pengetahuan Alam (IPA) tahun pelajaran 
2016-2017 se-Provinsi Lampung dengan alasan peneliti merupakan tenaga pendidik (dosen) di Program 
Studi Pendidikan Matematika, Fakultas Sastra dan Ilmu Pendidikan (FSIP), Universitas Teknokrat Indonesia 
(UTI) yang notabene berdomisili di Provinsi Lampung. Penelitian ini diharapkan dapat memberikan 
kontribusi nyata kepada Provinsi Lampung terutama pada bidang pendidikan.  

 
2. Bahan dan Metode  

Analisis data pada penelitian ini dimulai dengan mengumpulkan data nilai UN SMA program IPA 
tahun pelajaran 2016-2017 se-Provinsi Lampung. Data tersebut diperoleh dari situs resmi Kementrian 
Pendidikan Dan Kebudayaan (Kemendikbud) yang merekap semua nilai UN seluruh indonesia, yaitu 
puspendik.kemendikbud.go.id.  Data yang diambil adalah data nilai mata pelajaran di UN per sekolah. 
Terdapat enam mata pelajaran yang di UN kan pada level SMA/MA program IPA, yaitu (BND), (BNG), 
(MAT), (BIO), (FIS), (KIM). 
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Data UN SMA/MA program IPA tahun pelajaran 2018-2019 tersebut kemudian diolah menggunakan 
Statistical Package for the Social Sciences (SPSS) versi 15 untuk mencari nilai koefisien korelasi antar 
pelajaran. Nilai koefisien korelasi tersebut diperoleh menggunakan uji korelasi Pearson atau Spearman. 
Koefisien korelasi Pearson digunakan apabila kedua variabel menunjukan hubungan yang linier, sebaliknya 
korelasi Spearman digunakan apabila kedua variabel menunjukan hubungan yang tidak linier. 

Nilai koefisien korelasi yang telah diperoleh kemudian diklasifikasikan berdasarkan tingkatannya. 
Tingkatan nilai koefisien korelasi tersebut terdapat pada Tabel 1 (Sugiyono, 2015).  

Tabel 1. Tingkatan Koefisien Korelasi 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Selanjutnya, peneliti membuat model graf berdasarkan 6 mata pelajaran dan nilai koefisien korelasi 
tersebut. Mata pelajaran diinterpretasikan sebagai titik graf dan nilai koefisien korelasi sebagai bobot sisi 
graf. Analisis Maximum Spanning Tree (MST) digunakan untuk membentuk graf pohon dari graf awal agar 
dapat ditentukan pusat mata pelajaran yang paling berpengaruh pada nilai UN. Penentuan mata pelajaran 
yang paling berpengaruh tersebut menggunakan alogritma Kruskal. Adapun algoritma Kruskal pada 
penelitian ini sedikit berbeda karena menggunakan Maximum Spanning Tree. Berdasarkan Wattimena dan 
Lawalata (2013) algoritma Kruskal bersal dari analogi growing forest untuk membentuk pohon merentang 
minimum ܶ dari graf ܩ. Algoritma Kruskal akan terus menambahkan sisi-sisi ke dalam hutan atau forest 
yang sesuai sehingga tidak akan ada lagi forest, melainkan hanyalah sebuah pohon merentang. Dengan 
mengubah nilai minimum menjadi maksimum, kerja Algoritma Kruskal menjadi sebagai berikut: 

1) Bobot sisi graf ܩ	diurut menurun dari bobot terbesar ke terkecil,  
2) Pilih sisi (ݒ,ݑ) yang mempunyai bobot paling maksimum yang tidak membentuk sirkuit di ܶ. 

Tambahkan (ݒ,ݑ) kedalam ܶ.  
3) Ulangi langkah 2 sampai pohon merentang maksimum terbentuk, yaitu ketika sisi di dalam pohon 

merentang ܶ berjumlah ݊ − 1 (݊ merupakan jumlah simpul pada graf). 
 

Setelah Graf MST ditentukan langkah selanjutnya adalah menentukan akar dari graf MST tersebut 
dengan cara menentukan titk graf yang mempunyai derajat paling tinggi. Jika terdapat lebih dari satu titik 
yang mempunyai derajat paling tinggi atau dengan kata lain graf MST tersebut tidak memiliki akar, maka 
analisis eksentrisitas dilakukan untuk menentukan mata pelajaran yang menjadi pusat. Eksentrisitas titik dari 
graf pohon yang tidak memiliki akar adalah lintasan terjauh yang dapat ditempuh oleh titik tersebut. Suatu 
titik disebut pusat apabila tidak ada titik pada graf pohon yang dimaksud memilki nilai eksentrisitas yang 
lebih kecil daripada titik tersebut (Rosen, 2013). Namun, pada penelitian ini penentuan titik pusat dipilih titik 
yang memiliki nilai eksentrisitas terbesar. Hal tersebut dilakukan karena penentuan model graf pohon pada 
penelitian ini menggunakan analisis Maximum Spanning Tree, bukan Minimum Spanning Tree seperti yang 
telah dijelaskan pada bagian pendahuluan. 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Seperti telah dibahas sebelumnya, analisis korelasi pada penelitian ini dilakukan dengan tujuan 
mengetahui nilai koefisien korelasi antara dua mata pelajaran di UN. Sebelum menentukan metode 
penentuan nilai koefisien korelasi, menggunakan nilai koefisien korelasi Pearson atau Spearman, terlebih 
dahulu peneliti menentukan hubungan antara dua mata pelajaran di UN dengan menggunakan grafik 
Skatterplot. Pembentukan grafik Skatterplot dilakukan menggunakan perangkat lunak SPSS versi 15. 
Adapun grafik Skatterplot antara dua mata pelajaran di UN tersebut dapat dilihat pada Gambar 1. 

 

 

 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

126 
 

Gambar 1. Scatterplot Data Nilai UN SMA/MA IPA Provinsi Lampung T.A. 2016-2017 

Perhatikan gambar tersebut. Scatterplot tersebut menunjukan hanya dua pasang mata pelajaran yang 
cenderung mempunyai hubungan linear, yaitu Bahasa Inggris dengan Matematika serta Matematika dengan 
Biologi. Pasangan dua mata pelajaran lain cenderung mempunyai hubungan yang tidak linear. Berdasarkan 
hal tersebut, penentuan nilai koefisien korelasi menggunakan koefisien korelasi Spearman. 

Nilai koefisein korelasi Spearman juga ditentukan dengan menggunakan software SPSS versi 15. 
Nilai koefisien korelasi Spearman antar dua mata pelajaran di UN tersebut terdapat pada Tabel 
1.Berdasarkan Tabel 1, nilai koefisien korelasi tertinggi adalah mata pelajaran Matematika-Biologi dengan 
nilai koefisien korelasi sebesar 0.808. Nilai koefisien korelasi terendah adalah mata pelajaran Bahasa 
Inggris-Fisika dengan nilai 0.496. Berdasarkan data tersebut, rata-rata nilai koefisein korelasinya cukup baik, 
hal tersebut diperkuat dengan data pada Tabel 2 berikut. 
 

Pasang Mata 
Pelajaran UN 

Nilai 
Koefisien 
Korelasi 

Tingkat 
Hubungan 

BING-BND 0.674 Kuat 
BING-MAT 0.770 Kuat 
BING-FIS 0.496 Sedang 
BING-BIO 0.796 Kuat 
BING-KIM 0.626 Kuat 
BIND-MAT 0.695 Kuat 
BIND-FIS 0.664 Kuat 
BIND-BIO 0.641 Kuat 
BIND-KIM 0.583 Sedang 
MAT-FIS 0.665 Kuat 

Tabel 2. Tabel Tingkat Hubungan Nilai MataPelajaran UN SMA/MA IPA 
ProvinsiLampung T.A. 2016-2017 
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Pasang Mata 
Pelajaran UN 

Nilai 
Koefisien 
Korelasi 

Tingkat 
Hubungan 

MAT-BIO 0.808 Sangat Kuat 
MAT-KIM 0.720 Kuat 

FIS-BIO 0.706 Kuat 
FIS-KIM 0.567 Sedang 

 

Tabel 2 tersebut menunjukan bahwa tingkat hubungan nilai mata pelajaran UN SMA/MA provinsi 
Lampung tersebut rata-rata memiliki tingkat hubungan yang kuat dan tingkat hubungannya positif, 
ditunjukan dengan tidak ada nilai negatif pada koefisien korelasi tersebut. Mata pelajaran Matematika-
Biologi bahkan memiliki tingkat hubungan yang sangat kuat. Artinya bahwa untuk setiap pasang mata 
pelajaran di UN tersebut jika mata pelajaran tertentu nilainya baik, maka mata pelajaran yang lainnya juga 
akan baik, begitupun sebaliknya.  

 
Selanjutnya setelah nilai koefsien korelasi mata pelajran di UN tersebut diperoleh, dibentuk graf 

MST untuk mencari mata pelajaran yang menjadi pusat. Penentuan graf MST pada makalah ini menggunakan 
algoritma Kruskal. Adapun sebelum mengimplementasikan algoritma tersebut, dibuat terlebih dahulu graf 
awal, yaitu sebuah graf komplit dengan 6 buah titik yang merepresentasikan mata pelajaran di UN dan sisi 
graf yang merepresentasikan hubungan antara dua mata pelajaran di UN. Bobot sisi graf komplit tersebut 
diisi oleh koefisien korelasi antar dua mata pelajran di UN. Graf awal mata pelajaran di UN tersebut 
ditunjukan pada Gambar 2.  

 

 

 

 

 

 
Gambar 2. Graf Awal Mata Pelajaran UN SMA/MA IPA Provinsi Lampung T.A. 2016-2017 

 
Berdasarkan graf awal tersebut akan dibentuk graf MST dengan algoritma Kruskal dengan terlebih dahulu 
mengurutkan bobot sisi graf dari yang tertinggi ke terendah. Data urut nilai bobot sisi graf tersebut terdapat 
pada Tabel 3. 
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Tabel 3. Data Urut Nilai Bobot Sisi Graf Awal 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Berdasarkan data urut tersebut, selanjutnya dilakukan algoritma Kruskal untuk membentuk graf MST. 
Langkah-langkah agoritma Kruskal untuk pembentukan graf MST tersebut dijelaskan sebagai berikut:  
1. Tambahkan sisi pada mata pelajaran Matematika dan Biologi, karena memiliki bobot yang paling besar. 
2. Tambahkan sisi pada mata pelajaran Biologi dan Bahasa Inggris sebagai bobot terbesar kedua. 
3. Sisi pada matematika dan Bahasa Inggris tidak bisa ditambahkan karena akan membentuk sirkuit antara 

Matematika, Biologi, dan Bahasa Inggris. Oleh karena itu, diambil bobot terbesar selanjutnya yaitu sisi 
mata pelajaran Kimia dan Matematika. 

4. Tambahkan sisi graf pada Matematika dan Bahasa Indonesia sebagai bobot terbesar kelima. 
5. Tambahkan sisi pada titik Fisika dan Biologi. Karena telah terbentuk sisi sebanyak n-1 dengan ݊ 

menyatakan banyak titik pada graf tersebut, sehingga penarikan sisi pada langkah 5 merupakan langkah 
terakhir. 

Graf MST yang terbentuk terdapat pada Gambar 3.  

 

Gambar 3. Graf MST UN SMA/MA IPA Provinsi Lampung T.A. 2016-2017 

Pelajaran yang memiliki derajat paling besar, yaitu Matematika dan Biologi, ݀(ܶܣܯ) = (݅ܤ)݀ = 3, 
sehingga graf MST tersebut tidak memiliki akar. Bedasarkan pemaparan sebelumnya apabila graf pohon 
tidak memiliki akar, dilakukan analisis eksentrisitas untuk menentukan pusat dari graf pohon tersebut. 
Eksentrisitas titik dari graf pohon yang tidak memiliki akar adalah lintasan terjauh yang dapat ditempuh oleh 
titik tersebut (Rosen, 2013). Data nilai lintasan dari titik Matematika dan Biologi terhadap mata pelajaran 
lain terdapat pada Tabel 3. 

Tabel 4. Data Nilai Eksentrisitas Matematika dan Biologi 

 

Pasang Mata Pelajaran 
UN 

Nilai Koefisien 
Korelasi 

MAT-BIO 0.808 
BING-BIO 0.796 
BING-MAT 0.770 
MAT-KIM 0.720 

FIS-BIO 0.706 
BIND-MAT 0.695 
BING-BIND 0.674 

MAT-FIS 0.665 
BIND-FIS 0.664 
BIND-BIO 0.641 
BING-KIM 0.626 
BIND-KIM 0.583 

FIS-KIM 0.567 
BING-FIS 0.496 

Mata Pelajaran MAT KIM FIS BIO BIND BING 
MAT 0 0.720 1.514 0.808 0.695 1.604 
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Rosen (2013) menyatakan bahwa suatu titik disebut pusat apabila tidak ada titik pada graf pohon 
yang dimaksud memilki nilai eksentrisitas yang lebih kecil daripada titik tersebut. Seperti yang telah dibahas 
sebelumnya karena pada penelitian ini menggunakan graf pohon Maximum Spanning Tree, pusat mata 
pelajaran yang dimaksud adalah mata pelajaran yang memiliki nilai ekentrisitas yang paing tinggi. Tabel 4 
menunjukan bahwa nilai lintasan tertinggi pada mata pelajaran Matematika adalah 1.604 dan pada mata 
pelajaran Biologi sebesar 1.528. Akibatnya, nilai eksentrisitas paling tinggi dimiliki oleh mata pelajran 
Matematika, sehingga Matematika merupakan pusat dari mata pelajaran pada UN SMA/MA program IPA 
Provinsi Lampung tahun pelajaran 2016-2017.  

4. Kesimpulan 
Dari hasil pemodelan graf MST terhadap nilai UN SMA/MA IPA se-Provinsi Lampung diperoleh 

bahwa mata pelajaran yang menjadi pusat adalah Matematika. Mata pelajaran Matematika diduga sangat 
berkaitan erat dengan mata pelajaran lainnya. Artinya, nilai matematika berhubungan positif dengan mata 
pelajaran lain di UN tersebut, apabila nilai mata pelajaran Matematika meningkat, nilai mata pelajaran lain 
juga cenderung meningkat. 

Hasil analisis tersebut juga menyiratkan bahwa apabila terdapat siswa yang mempunyai nilai mata 
pelajaran matematika diatas rata-rata dari siswa yang lain, nilai mata pelajaran lain siswa tersebut juga 
cenderung akan diatas rata-rata siswa lainnya. Hal tersebut juga berlaku sebaliknya, apabila terdapat siswa 
dengan rata-rata nilai UN matematikanya dibawah rata-rata siswa lainnya, nilai mata pelajaran lain siswa 
tersebut juga di UN akan cenderung dibawah rata-rata siswa lainnya. 

Untuk meningkatkan nilai UN, khususnya UN SMA/MA IPA di provinsi lampung, Pemerintah 
Provinsi Lampung dapat memulai dengan meningkatkan kemampuan matematika siswanya. Dengan 
meningkatnya kemampuan matematika siswa di sekolah, berdasarkan pemodelan graf MST tersebut, diduga 
siswa tidak akan menemukan kesulitan berarti untuk mempelajari pelajaran lain.  Akibatnya nilai UN 
pelajaran lain juga akan meningkat.  

Sebaiknya dilalukan penelitian lebih lanjut dari hasil evaluasi nilai UN SMA/MA program IPA 
Provinsi Lampung dengan analisis graf MST pada penelitian ini. Penelitian selanjutnya dapat berupa 
perluasan objek penelitian, bisa ditambahkan pada program Ilmu Pengetahuan Sosial (IPS) atau Sekolah 
Menengah Kejuran (SMK) agar diperoleh hasil lebih umum.  

Penelitian lanjutan juga dapat berupa identifikasi gagasan yang terdapat pada ilmu matematika. 
Gagasan pada ilmu Matematika tersebut nantinya dapat diterapkan pada cabang ilmu lainnya. Penerapan 
gagasan tersebut dapat diimplementasikan untuk menyusun kompetensi dasar pada mata pelajaran lain. 
Gagasan ilmu matematika juga dapat diterapkan guru pada siswanya ketika proses pembelajaran atau 
sebagai kompetensi sikap sebagai tolak ukur keberhasilan pembelajaran di kelas untuk semua cabang ilmu.  
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Abstrak  

 
Di Pulau Jawa, Tol Trans Jawa merupakan salah satu bagian prioritas program nasional yang 
diharapkan mampu menghubungkan antara jawa bagian barat hingga timur sehingga dapat 
dibangun infrastruktur yang terkoneksi. Oleh karena itu, untuk efisiensi penggunaan Tol Trans 
Jawa maka dalam makalah ini akan ditelitijarak dan rute terpendek antar daerah dengan 
menggunakan algoritma Floyd-Warshall. Dengan algoritma ini dihasilkan bobot terkecil dari 
semua jalur yang menghubungkan sebuah daerah dengan daerah lainnya (disebut sebagai 
pasangan titik). Selain itu juga ditentukan untuk semua pasangan titik demi titik hingga 
mencapai titik tujuan dengan jumlah bobot yang paling minimum. Simulasi dalam mencapai 
tujuan makalah ini menggunakan software MATLAB. 

 
Kata kunci: Jalur Tol Trans Jawa, Graf, Rute Terpendek, Floyd-Warshall 

 
 
1. Pendahuluan  

Di pulau jawa, Tol Trans Jawa merupakan salah satu bagian prioritas program nasional yang 
diharapkan mampu menghubungkan antara Jawa bagian barat hingga bagian timur sehingga lahirnya 
infrastruktur yang terkoneksi. Pencarian rute terpendek telah diterapkan diberbagai bidang untuk 
mengoptimasi kinerja suatu sistem baik untuk meminimalkan biaya ataupun mempercepat jalurnya suatu 
proses. Salah satu aplikasi pencarian rute terpendek yang paling menarik untuk dibahas adalah masalah 
transportasi. Sebagai studi kasus pada makalah ini adalah jalur Tol Trans Jawa untuk penentuan rute 
terpendek dan jarak untuk semua pasangan titik (jalur yang menghubungkan sebuah daerah dengan daerah 
lainnya) sangat diperlukan untuk memberi efisiensi pada jarak yang akan ditempuh.  

Berdasarkan teori graf, permasalahan rute terpendek dapat didefinisikan sebagai sebuah permasalahan 
dalam menemukan lintasan antara dua buah titik pada graf berbobot yang memiliki gabungan nilai dari 
jumlah bobot pada sisi graf yang dilewati dengan jumlah yang paling minimum (Salaki, 2011). Ada 
beberapa metode untuk pencarian rute terpendek yaitu algoritma Djikstra, algortima Bellman-Ford, 
algoritma Floyd-Warshall dan sebagainya. Dalam menemukan rute terpendek algoritma Djikstra lebih cepat 
namun algoritma Djikstra yang menerapkan prinsip greedy tidak selalu berhasil memberikan solusi optimum 
untuk kasus penentuan lintasan terpendek (single pair shortest path) karena algoritma Djikstra hanya 
memikirkan solusi terbaik yang akan diambil pada setiap langkah tanpa memikirkan konsekuensi ke depan 
serta algortima Djikstra tidak dapat menangani sisi graf berbobot negative. Sedangkan pada algoritma 
Bellman-Ford dapat menangani masalah lintasan terpendek pada sisi graf berbobot negatif, namun 
membutuhkan waktu yang lebih lama (Kamayudi, 2006). Pada algoritma Floyd-Warshall yang 
menggunakan program dinamis lebih menjamin keberhasilan dalam penentuan solusi minimum karena 
algoritma ini dapat membandingkan semua kemungkinan lintasan pada graf untuk setiap sisi dari semua titik 
yang dilewati (Novandi, 2007). 

Oleh sebab itu, pada makalah ini solusi yang digunakan untuk menyelesaikan kasus penentuan rute 
terpendek adalah dengan menerapkan algoritma Floyd-Warshall untuk memperoleh jarak dan rute terpendek 
untuk setiap pasangan titik dengan menggunakan software MATLAB. 

Graf ܩ	(ܧ,ܸ) merupakan suatu himpunan dari titik dan garis. Graf berarah G terdiri dari serangkaian 
titik ܸ = ,ଶݒ,ଵݒ} … , ܧ }, serangkaian garisݒ = {݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁}, dan pemetaan yang memetakan setiap sisi ke 
beberapa pasangan titik (ݒ  } (Deo,1989). Graf bebobot adalah graf yang setiap sisinya diberi sebuahݒ,
bobot maka ܹ(݁) disebut bobot dari edge (Munir, 2001). 

Algoritma Floyd-Warshall adalah salah satu pemrograman dinamis, yaitu suatu metode yang 
melakukan pemecahan masalah dengan memandang solusi yang akan diperoleh sebagai suatu keputusan 

mailto:maharanidamayanti56@gmail.com
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yang saling terkait.  Artinya solusi-solusi tersebut dibentuk dari solusi yang berasal dari tahap sebelumnya 
dan ada kemungkinan solusi lebih dari satu (Ramadhan, 2011). 

Menurut (Jayanti, 2014) mekanisme algoritma Floyd-Warshall dalam menentukan lintasan terpendek 
terdiri dari beberapa langkah yang harus dilaksanakan antara lain : 
1.Merepresentasikan suatu graf sebagai suatu matriks berbobot. Dimana bobot untuk setiap edge adalah  

ܹ = ൞
0,  ݆݅݇ܽ ݅ = ݆

ܹ(݅, ݆),  ݆݅݇ܽ ݅ ≠ ݆ ݀ܽ݊ (݅, ݆) ∈ ܧ
∞,  ݆݅݇ܽ ݅ ≠ ݆ ݀ܽ݊ (݅, ݆) ∉ ܧ

    (1) 

Format output berupa matriks ݊	ݔ	݊ berjarak ܦ = [݀] dimana ݆݀݅ adalah jarak dari vertex ݅ ke ݆. 
2.Melakukan dekomposisi algoritma Floyd-Warshall sebagai berikut. 

 ݆݀݅
(݇) merupakan panjang dari shortest path dari ݅ ke ݆, sehingga semua vertex intermediate yang 

terdapat pada path (jika ada) terkumpul pada {1,2, … , ݇}. 
 ݆݀݅

(0) dikumpulkan pada ܹ݆݅ yaitu tidak ada vertex intermediate 

 ݀(݇) menjadi matriks ݊	ݔ	݊ [݆݀݅
(݇)] 

  Tentukan ݆݀݅
(݊)sebagai jarak dari ݅ ke ݆ kemudian hitung ݀(݊) 

 Hitung ݀(݇) untuk ݇ = 0,1, … , ݊ 
3. Menentukan susunan shortest path, yaitu dengan dilakukan dua pengamatan terlebih dahulu 

sebelummelangkah lebih jauh 
 Sebuah shortest path tidak berisi vertex yang sama sebanyak dua kali 
 Untuk sebuah shortest path dari ݅	ke ݆ dengan beberapa vertex intermediate pada path dipilih dari 

kumpulan {1,2, … , ݇}dengan dua kemungkinan, yaitu 
1. ݇ bukan merupakan vertex pada path (path terpendek memiliki panjang ݀݅݇

(݇−1)). 
2. ݇ merupakan vertex pada path(path terpendek memiliki panjang ݀݅݇

(݇−1) + ݆݀݇
(݇−1)). 

 Setelah melakukan pengamatan di atas, kemudian dilakukan penetuan shortest path dari ݅ ke ݆ yang 
memuat vertex ݇. 

 Shortest path tersebut memuat sebuah subpath dari ݅ ke ݇ dan sebuah subpath dari ݇ ke ݆. 
 Setiap subpath hanya bisa memuat vertexintermediate pada {1, … ,݇ − 1} dan memiliki nilai terkecil, 

kemudian sebut sebagai ݀݅݇
(݇−1) dan ݆݀݇

(݇−1) sehingga path memiliki panjang ݀݅݇
(݇−1)+ ݆݀݇

(݇−1). 
4.Melakukan iterasi yang dimulai dari iterasi ke 0 sampai dengan ݊.  Perhitungan yang dilakukan yaitu : 

 Menentukan (0)ܦ atau iterasi ke 0 =[ܹ݆݅] merupakan matriks berbobot 
 Menentukan ܦ(݇) dapat dicari dengan menggunakan rumus 

 ݆݀݅
(݇) = min{݆݀݅

(݇−1) , ݀݅݇
(݇−1) + ݆݀݇

(݇−1)}      (2)  , untuk ݇ = 1, … , ݊	dimana ݊ adalah jumlah vertex. 
 

 
2. Metodologi Penelitian   
Adapun langkah-langkah dari penelitian ini adalah  
1. Mendefinisikan Masalah 

Mendefinisikan masalah ialah tahapan dalam menetapkan permasalahan yang berhubungan dengan 
penentuan rute terpendek 

2. Studi Literatur 
Studi literatur ialah tahapan dalam mengumpulkan materi referensi mengenai algoritma yang dapat 
menyelesaikan masalah rute terpendek dari buku-buku, jurnal ilmiah, artikel popular, dan lain-lain. 

3. Pengumpulan Data 
Pengumpulan data merupakan tahapan dalam mengumpulkan data jaringan jalur Tol Trans Jawa, untuk 
memperoleh jarak antar sebuah jalur dengan jalur lainnya berdasarkan data Jasa Marga dan sumber-
sumber yang akurat. 

4. Pemodelan Graf dari Data 
Pada tahap ini data dari antar sebuah jalur dengan jalur lainnya pada jalur Tol Trans Jawa dibentuk 
menjadi sebuah graf berbobot yang memiliki arah. 

5. Penerapan Algoritma Floyd-Warshall 
Pada tahap ini graf yang telah dibentuk dihitung dengan menggunakan algoritma Floyd-Warshall dengan 
langkah-langkah sebagai berikut : 
Dimisalkan ܹ adalah matriks awal graf berbobot. ܹ∗adalah matriks berbobot terpendek dengan ܹ  
sama dengan shortest path dari titik ݒke ݒ. 

 i. ܹ =  (0)ܦ
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 ii. untuk ݇ = 1 hingga ݊ 
untuk ݅ = 1 hingga ݊ 
untuk ݆ = 1 hingga ݊ 

iii. ݀
() = min{݀

(ିଵ) ,݀
(ିଵ) + ݀

(ିଵ)} 
iv. ܹ∗ =  (݇)ܦ

6. Hasil Rute 
Hasil akhir yang didapatkan dari algoritma Floyd-Warshall yaitu matriks untuk iterasi ke-݊. Dari matriks 
ke-݊ dapat diketahui nilai shortest path untuk setiap titik pada suatu graf. 

 
3. Hasil Dan Pembahasan 

Permasalahan yang berhubungan dengan penentuan rute terpendek yang akan di bahas pada 
makalah ini adalah penentuan rute terpendek pada jalur Tol Trans Jawa, masalah dalam kehidupan sehari-
hari yang dapat diselesaikan dengan menerapkan teori optimasi untuk penentuan rute terpendek.  Jalur Tol 
Trans Jawa adalah penghubung dari Jakarta sampai dengan Surabaya yang menghubungkan 21 titik daerah 
yaitu dimulai dari Merak - Jakarta, Jakarta - Cikampek, Cikampek - Palimanan, Palimanan - Kanci, Kanci - 
Penjagaan, Penjagaan - Pemalang, Pemalang - Batang, Batang - Semarang, Semarang seksi A,B,C,Semarang 
- Solo, Solo - Ngawi, Ngawi - Kertosono, Kertosono - Mojokerto, Surabaya – Mojokerto, Surabaya - 
Gempol, Gempol – Pasuruan, Pasuruan – Purbolinggo, Gempol – Pandaan.  Dengan adanya beberapa pilihan 
jalur ini maka penulis akan menentukan rute terpendek dari setiap pasang titik daerah untuk memudahkan 
para pengguna jalur Tol Trans Jawa.  
  

 
 

Gambar 1. Jaringan Jalur Tol Trans Jawa 
 

Tabel 1. Jalur Jaringan Jalur Tol Trans Jawa dan Jarak Untuk Setiap Jalur Jaringan Jalur Tol Trans Jawa 
 

No Jalur Jarak 
1. Merak – Jakarta 98 km 
2. Jakarta – Cikampek 73 km 
3. Cikampek – Palimanan 114 km 
4. Palimanan – Kanci 28 km 
5. Kanci – Panjagaan  34 km 
6. Panjagaan – Pemalang 58 km 
7. Pemalang – Batang 39 km 
8. Batang – Semarang 75 km 
9. Semarang Seksi A, B, C 20 km 
10. Semarang – Solo 73 km 
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Tabel 2.Vertex Dari Jaringan Jalur Tol Trans Jawa 
 

Vertex Nama Tol 
 Merak 1ݒ

 Jakarta 2ݒ

 Cikampek 3ݒ

 Palimanan 4ݒ

 Kanci 5ݒ

 Panjagaan 6ݒ

 Pemalang 7ݒ

 Batang 8ݒ

 Jatingaleh (Semarang) 9ݒ

 Krapyak (Semarang Seksi A) 10ݒ

 Srondol (Semarang Seksi B) 11ݒ

 Kaligawe (Semarang Seksi C) 12ݒ

 Solo 13ݒ

 Ngawi 14ݒ

 Kertosono 15ݒ

 Mojokerto 16ݒ

 Surabaya 17ݒ

 Gempol 18ݒ

 Pasuruan 19ݒ

 Purbolinggo 20ݒ

 Pandaan 21ݒ
 

Dari Gambar 1, Tabel.1 dan Tabel.2, didapatkan jaringan jalur Tol Trans Jawa berdasarkan sumber 
Jasa Marga maka berikut adalah jalur dari jalur Tol Trans Jawa dan jarak untuk setiap pasangan daerah yang 
dihubungkan oleh Tol Trans Jawa. 
 

Tabel 3.Edge Dari Jaringan Tol Trans Jawa 
 

Edge Pasangan Vertex Nama Jalur Bobot (Km) 
1ݒ 1݁ −  Merak - Jakarta 98 2ݒ

2ݒ 2݁ −  Jakarta - Cikampek 73 3ݒ

3ݒ 3݁ −  Cikampek – Palimanan 114 4ݒ

4ݒ 4݁ −  Palimanan – Kanci 28 5ݒ

5ݒ 5݁ −  Kanci – Panjagaan 34 6ݒ

6ݒ 6݁ −  Panjagaan – Pemalang 58 7ݒ

7ݒ 7݁ −  Pemalang – Batang 39 8ݒ

8ݒ 8݁ −  Batang – Semarang (Seksi A) 75 10ݒ

9ݒ 9݁ −  Jatingaleh – Krapyak (Semarag seksi A) 8,45 10ݒ

9ݒ 10݁ −  Jatingaleh – Srondol (Semarang Seksi B) 5,5 11ݒ

11. Solo – Ngawi 90 km 
12. Ngawi – Kertosono 87 km 
13. Kertosono – Mojokerto 41 km 
14. Surabaya – Mojokerto 37 km 
15. Surabaya – Gempol 37 km 
16. Gempol – Pasuruan 34 km 
17. Pasuruan – Purbolinggo 41 km 
18. Gempol – Pandaan 13 km 
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9ݒ 11݁ −  Jatingaleh – Kaligawe (Semarang Seksi C) 10,716 12ݒ

11ݒ 12݁ −  Semarang (Seksi B) – Solo 73 13ݒ

13ݒ 13݁ −  Solo – Ngawi 90 14ݒ

14ݒ 14݁ −  Ngawi - Kertosono 87 15ݒ

15ݒ 15݁ −  Kertosono – Mojokerto 41 16ݒ

17ݒ 16݁ −  Surabaya – Mojokerto 37 16ݒ

17ݒ 17݁ −  Surabaya – Gempol 37 18ݒ

18ݒ 18݁ −  Gempol – Pasuruan 34 19ݒ

19ݒ 19݁ −  Pasuruan – Purbolinggo 41 20ݒ

18ݒ 20݁ −  Gempol – Pandaan 13 21ݒ
 

 
Gambar 2. Graf dari Jalur Tol Trans Jawa 

 
Dari Gambar 2 dapat di bentuk sebuah representasi matriks sebagai berikut. 
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ܹ = (0)ܦ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 98 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
98 0 73 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ 73 0 114 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ 114 0 28 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 28 0 34 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 34 0 58 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 58 0 39 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 39 0 75 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 75 0 8,45 5,5 10,176 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 8,45 0 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 5,5 ݂݅݊ 0 ݂݅݊ 73 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 10,176 ݂݅݊ ݂݅݊ 0 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 73 ݂݅݊ 0 90 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 90 0 87 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 87 0 41 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 41 0 37 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 37 0 37 ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 37 0 34 ݂݅݊ 13
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 34 0 41 ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 41 0 ݂݅݊
݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ ݂݅݊ 13 ݂݅݊ ݂݅݊ 0 ⎦
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Berdasarkan matriks awal dari representasi graf, kemudian dilakukan proses perhitungan dengan algoritma 
Floyd-Warshall untuk mencari bobot terkecil antara semua titik, dimana semakin kecil bobot maka semakin 
optimal rute tersebut. Berikut adalah hasil iterasi algoritma Floyd-Warshall yang ke-21. 

 ܹ
= (21)ܦ

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0 98 171 285 313 347 405 444 519 527.45 524.5 529.176 597.5 687.5 774.5 815.5 852.5 889.5 923.5 964.5 902.5
98 0 73 187 215 249 307 346 421 429.45 426.5 431.176 499.5 589.5 676.5 717.5 754.5 791.5 825.5 866.5 804.5

171 73 0 114 142 176 234 273 348 356.45 353.5 358.176 426.5 516.5 603.5 644.5 681.5 718.5 752.5 793.5 731.5
285 187 114 0 28 62 120 159 234 242.45 239.5 244.176 312.5 402.5 489.5 530.5 567.5 604.5 638.5 679.5 617.5
313 215 142 28 0 34 92 131 206 214.45 211.5 216.176 284.5 374.5 461.5 502.5 539.5 576.5 610.5 651.5 589.5
347 249 176 62 34 0 58 97 172 180.45 177.5 182.176 250.5 340.5 427.5 468.5 505.5 542.5 576.5 617.5 555.5
405 307 234 120 92 58 0 39 114 122.45 119.5 124.176 192.5 282.5 369.5 410.5 447.5 484.5 518.5 559.5 497.5
444 346 273 159 131 97 39 0 75 83.45 80.5 85.176 153.5 243.5 330.5 371.5 408.5 445.5 479.5 520.5 458.5
519 421 348 234 206 172 114 75 0 8.45 5.5 10,176 78.5 168.5 255.5 296.5 333.5 370.5 404.5 445.5 383.5

527.45 429.45 356.45 242.45 214.45 180.45 122.45 83.45 8.45 0 13.95 18.626 86.95 176.95 263.95 304.95 341.95 378.95 412.95 453.95 391.95
524.5 426.5 353.45 239.5 211.5 177.5 119.5 80.5 5.5 13.95 0 15.676 73 163 250 291 328 365 399 440 378

529.716 431.716 358.716 244.716 216.716 182.716 124.716 85.716 10.716 19.166 16.216 0 89.216 179.216 266.216 307.216 344.216 381.216 415.216 456.216 394.216
597.5 499.5 426.5 312.5 284.5 250.5 192.5 153.5 78.5 86.95 73 88.676 0 90 177 218 255 292 326 367 305
687.5 589.5 516.5 402.5 374.5 340.5 282.5 243.5 168.5 176.95 163 178.676 90 0 87 128 165 202 236 277 215
774.5 676.5 603.5 489.5 461.5 427.5 369.5 330.5 255.5 263.95 250 265.676 177 87 0 41 78 115 149 190 128
815.5 717.5 644.5 530.5 502.5 468.5 410.5 371.5 296.5 304.95 291 306.676 218 128 41 0 37 74 108 149 87
852.5 754.5 681.5 567.5 539.5 505.5 447.5 408.5 333.5 341.95 328 343.676 255 165 78 37 0 37 71 112 50
889.5 791.5 718.5 604.5 576.5 542.5 484.5 445.5 370.5 378.95 365 380.676 292 202 115 74 37 0 34 75 13
923.5 825.5 752.5 638.5 610.5 576.5 518.5 479.5 404.5 412.95 399 414.676 326 236 149 108 71 34 0 41 47
964.5 866.5 793.5 679.5 651.5 617.5 559.5 520.5 445.5 453.95 440 455.676 367 277 190 149 112 75 41 0 88
902.5 804.5 731.5 617.5 589.5 555.5 497.5 458.5 383.5 391.95 378 393.676 305 215 128 87 50 13 47 88 0 ⎦
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Hasil akhir yang didapatkan dari algoritma Floyd-Warshall yaitu matriks untuk iterasi ke-n dan pada 

kasus jalur Tol Trasn Jawa telah didapatkan matriks untuk iterasi ke-21. Dari matriks ke-21dapat diketahui 
nilai shortest path untuk setiap vertex pada graf jalur Tol Trans Jawa.Terdapat 420 rute terpendek untuk jalur 
Tol Trans Jawa, berikut adalah beberapa hasil rute untuk beberapa vertex pada jalur Tol Trans Jawa. 
– Rute terpendek dari Merak ke Jakarta dan sebaliknya adalah 98 km 
– Rute terpendek dari Merak ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Jakarta, Cikampek, Palimanan, Kanci, 

Panjagaan, Pemalang, Batang, Jatingaleh, Srondol (Semarang Seksi B), Solo, Ngawi, Kertosono, 
Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 902.5 km 

– Rute terpendek dari Jakarta ke Cikampek dan sebaliknya adalah 73 km 
– Rute terpendek dari Jakarta ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Jakarta, Cikampek, Palimanan, Kanci, 

Panjagaan, Pemalang, Batang, Jatingaleh, Srondol (Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, 
Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 804.5 km 

– Rute terpendek dari Cikampek ke Palimanan dan sebaliknya adalah 114 km 
– Rute terpendek dari Cikampek ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Palimanan, Kanci, Panjagaan, 

Pemalang, Batang, Jatingaleh, Srondol (Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, 
Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 731.5 km 

– Rute terpendek dari Palimanan ke Kanci dan sebaliknya adalah 28 km 
– Rute terpendek dari Palimanan ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Kanci, Panjagaan, Pemalang, 

Batang, Jatingaleh, Srondol (Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol 
dan Pasuruan adalah 617.5 km 

– Rute terpendek dari Kanci ke Panjagaan dan sebaliknya adalah 34 km 
– Rute terpendek dari Kanci ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Kanci, Panjagaan, Pemalang, Batang, 

Jatingaleh, Srondol (Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan 
Pasuruan adalah 589.5 km 

– Rute terpendek dari Penjagaan ke Pemalang dan sebaliknya adalah 58 km 
– Rute terpendek dari Panjagaan ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Pemalang, Batang, Jatingaleh, 

Srondol (Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 
555.5 km 

– Rute terpendek dari Pemalang ke Batang dan sebaliknya adalah 39 km 
– Rute terpendek dari Pemalang ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Batang, Jatingaleh, Srondol 

(Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 497.5 
km 
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– Rute terpendek dari Batang ke Jatingaleh (Semarang) dan sebaliknya adalah 75 km 
– Rute terpendek dari Batang ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Jatingaleh, Srondol (Semarang Seksi 

A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 458.5 km 
– Rute terpendek dari Jatingaleh ke Krapyak (Semarang Seksi A) dan sebaliknya adalah 8.45 km 
– Rute terpendek dari Jatingaleh ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Srondol (Semarang Seksi A), Solo, 

Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 383.5 km 
– Rute terpendek dari Krapyak (Semarang Seksi A) ke Srondol (Semarang Seksi B) dan sebaliknya 

adalah 13.95 km 
– Rute terpendek dari Krapyak (Semarang Seksi A) ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Srondol 

(Semarang Seksi A), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 
391.95km 

– Rute terpendek dari Srondol (Semarang Seksi B) ke Kaligawe (Semarang Seksi C) dan sebaliknya, 
melewati Jatingaleh adalah 15.676 km 

– Rute terpendek dari Srondol (Semarang Seksi B) ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Solo, Ngawi, 
Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 378 km 

– Rute terpendek dari Kaligawe (Semarang Seksi C) ke Solo dan sebaliknya, melewati Jatingaleh dan 
Srondol (Semarang Seksi B) adalah 89.216 km 

– Rute terpendek dari Kaligawe (Semarang Seksi C) ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Jatingaleh, 
Srondol (Semarang Seksi B), Solo, Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, Gempol dan Pasuruan adalah 
394.216 km 

– Rute terpendek dari Solo ke Ngawi dan sebaliknya adalah 90 km 
– Rute terpendek dari Solo ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Ngawi, Kertosono, Mojokerto, Surabaya, 

Gempol dan Pasuruan adalah 305 km 
– Rute terpendek dari Ngawi ke Kertosono dan sebaliknya adalah 87 km 
– Rute terpendek dari Ngawi ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Kertosono, Mojokerto, Surabaya, 

Gempol dan Pasuruan adalah 215 km 
– Rute terpendek dari Kertosono ke Mojokerto dan sebaliknya adalah 41 km 
– Rute terpendek dari Kertosono ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Mojokerto, Surabaya, Gempol dan 

Pasuruan adalah 128 km 
– Ruteterpendek dari Mojokerto ke Surabaya dan sebaliknya adalah 37 km 
– Rute terpendek dari Mojokerto ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Surabaya, Gempol dan Pasuruan 

adalah 87 km 
– Rute terpendek dari Surabaya ke Gempol dan sebaliknya adalah 37 km 
– Rute terpendek dari Surabaya ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Gempol dan Pasuruan adalah 50 km 
– Rute terpendek dari Gempol ke Pasuruan dan sebaliknya adalah 34 km 
– Rute terpendek dari Gempol ke Pandaan dan sebaliknya adalah 13 km 
– Rute terpendek dari Pasuruan ke Purbolinggo dan sebaliknya adalah 41 km 
– Rute terpendek dari Pasuruan ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Gempol adalah 47 km 
– Rute terpendek dari Purbolinggo ke Pandaan dan sebaliknya, melewati Pasuruan dan Gempol adalah 88 

km 
 

4. Kesimpulan 
Adapun kesimpulan pada makalah ini adalah. 
1. Telah berhasil dibentuk rute terpendek pada jalur Tol Trans Jawa untuk setiap pasangan titik. 
2. Algoritma Floyd-Warshall dapat menyelesaikan permasalahan rute terpendek pada jalur Tol Trans Jawa 

dengan menghitung jarak seluruh jalur atau lintasan yang ada antar daerah. 
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ABSTRAK 
 

Graf (ܧ,ܸ)ܩ disebut graf terhubung (connected graph) jika terdapat sekurang-kurangnya ada 
satu path yang menghubungkan sepasang titik di G.  Jika ada ݊ titik dan ݉	garis maka banyak 
graf terbentuk, baik yang terhubung atau tak terhubung. Dalam penelitian ini akan dibahas 
tentang formula untuk menentukan banyaknya graf terhubung berlabel titik dengan garis 
paralel atau loop maksimal dua jika diberikan ݊ = 5	dan ݉ ≥ 4 serta ݃ ≤ 6, ݃ adalah 
banyaknya garis non paralel. 
 
Kata Kunci : graf, graf terhubung, loop, garis paralel 

 
 
1. Pendahuluan 

Teori graf merupakan salah satu kajian matematika yang memiliki banyak terapannya diberbagai 
bidang sampai saat ini.  Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara 
objek-objek tersebut.  Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek sebagai noktah, 
bulatan, vertex atau titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan garis atau edge. Dalam suatu 
teori graf dikenal istilah loop. Loop adalah suatu garis dalam suatu graf yang memiliki titik awal dan titik 
akhir yang sama.  Graf berlabel adalah suatu graf yang titik atau sisinya memiliki label atau nama.  Jika titik-
titiknya yang diberi label, maka pelabelannya disebut pelabelan titik.  Jika sisi-sisinya yang diberi label, 
maka pelabelannya disebut pelabelan sisi, sedangkan jika keduanya, titik dan sisi, yang diberi label, maka 
pelabelannya disebut pelabelan total (pelabelan titik dan garis). Pada penelitian ini didiskusikan tentang 
banyaknya graf terhubung dengan garis paralel atau loop maksimal dua dan garis non paralel maksimal 
enam yang terbentuk jika di berikan ݊ = 5 serta ݉ ≥ 4 dan menentukan rumus dari pola-pola tersebut untuk 
menghitung banyaknya graf. 

 
Graf (ܧ ,ܸ) = ܩ didefinisikan sebagai pasangan tak terurut suatu himpunan ((ܩ), (ܩ)) dengan ܸ(ܩ) = 

 merupakan himpunan sisi atau { … ,ଵ,݁ଶ݁} = (ܩ)ܧ dan ,∅ ≠ (ܩ)ܸ ,merupakan himpunan titik { …,ଶݒ,ଵݒ}
garis dari pasangan tak terurut ܸ(ܩ). Suatu sisi atau garis yang titik awal dan titik akhirnya sama disebut 
loop, sedangkan garis paralel adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan titik-titik yang sama. (Deo, 
1989).   

Barisan merupakan suatu fungsi yang semua domainnya merupakan bilangan bulat positif (Rosen, 
2012 ).  Secara umum, barisan dinotasikan sebagai berikut : 

 
ܽ ,ܽାଵ,ܽାଶ, … … … …ܽ 

 
Barisan yang sering digunakan adalah barisan aritmatika dan barisan geometri. Barisan aritmatika adalah 
barisan yang berbentuk ܽ, ܽ + ݀, ܽ + 2݀, . . ,ܽ + ݊݀, …, dengan ܽ dan ݀ adalah bilangan rill, dimana d 
merupakan beda.  Barisan yang memiliki pola ܽ,ܽݎ, ,ଶݎܽ … . . , ݎܽ , … ., dengan a dan r adalah bilangan riil 
dimana r merupakan rasio (beda) disebut barisan geometri (Rosen,2012). Beberapa konsep dasar teknik 
pencacahan yang banyak digunakan antara lain adalah faktorisasi, permutasi, dan kombinasi. 
1. Faktorisasi 

Hasil kali semua bilangan bulat antara n sampai 1 didefinisikan sebagai besaran n! sering di sebut n 
faktorial, dan dinotasikan dengan  

݊! = ݊(݊ − 1)(݊ − 2) … … 1 
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(Ayres dan Schmidt,2004) 
2. Permutasi 

Permutasi r objek dari n objek adalah suatu urutan r objek yang diambil dari n objek yang berbeda yang 
dapat dibentuk. Secara umum, permutasi r objek dari n buah objek dapat dihitung dengan persamaan  

ܲ(݊, (ݎ =
݊!

(݊ −  !(ݎ

Jika r = n, maka persamaan menjadi 

ܲ(݊,݊) =
݊!

(݊ − ݊)! =
݊!
0! = ݊! 

ܲ(݊,݊) sering disebut permutasi n objek karena permutasi tersebut menyusun keseluruhan objek yang 
ada (Siang, 2002). 

3. Kombinasi 
Misalkan himpunan S memiliki |ܵ| = ݊ elemen. Banyaknya himpunan bagian ܵ yang terdiri dari 
ݎ)ݎ ≤ ݊) disebut kombinasi n objek yang diambil sebanyak r objek sekaligus.  Simbolnya adalah ቀ݊ݎቁ 
atau C(n,r) atau ܥ .  Banyaknya kombinasi yang dimaksud dapat dinyatakan dalam persamaan 
ቀ݊ݎቁ = !

!(ି)!
 . 

 
2. Metode Penelitian 
Beberapa penelitian terkait yang pernah dilakukan antara lain : 
1. Wamiliana, dkk. (2016) melakukan penelitian tentang graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel 

dengan ݊ = 5 dan ݉ ≥ 1 dapat dirumuskan secara umum, yaitu : 

ܰ൫ܩହ,
ᇱ ൯ = ܰ൫ܩହ,

ᇱ ൯+ ܰ൫ܩହ,,
ᇱ ൯



ୀଵ

 

= ൬
݉+ 4

4
൰ +ܰ൫ܩହ,,ଵ

ᇱ ൯ +ܰ൫ܩହ,,ଶ
ᇱ ൯+ ܰ൫ܩହ,,ଷ

ᇱ ൯+ ܰ൫ܩହ,,ସ
ᇱ ൯+ܰ൫ܩହ,,ହ

ᇱ ൯ +ܰ൫ܩହ,,
ᇱ ൯ 

= ൬
݉+ 4

4
൰ + 10 ൬

݉ + 3
4

൰ + 45 × ൬
݉+ 2

4
൰ + 120 × ൬

݉ + 1
4

൰ + 85 × ቀ
݉
4
ቁ+ 30 × ൬

݉− 1
4

൰ 

+5 × ൬
݉− 2

4
൰ 

 
dengan : 
ܰ൫ܩହ,

ᇱ ൯ = Jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk 	݊ = 5 dan ݉ ≥ 1. 
 
2. Selanjutnya, Amanto dkk. (2017), melakukan penelitian untuk menentukan banyaknya graf tak 

terhubung berlabel titik berorde maksimal empat dengan hasil sebagai berikut : 
 

ܰ൫ܩସ,,
ᇱ ൯ = ܰ൫ܩସ,,బ

ᇱ ൯ +ܰ൫ܩସ,,భ
ᇱ ൯ +ܰ൫ܩସ,,మ

ᇱ ൯+ ܰ൫ܩସ,,య
ᇱ ൯ 

ܰ൫ܩସ,,
ᇱ ൯ = ቀ݉ + 3

3 ቁ+
3
2݉

ቀ݉ + 3
3 ቁ + 15 ቀ݉ + 3

5 ቁ + 4 ቀ݉+ 3
6 ቁ 

dengan : 
n   = banyaknya titik 
m   = banyaknya garis 
݃  = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu ݅ = 0,1,2,3 
,,ܩ
ᇱ  = graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop dengan n titik, m garis, dan ݃ 

banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu. 
 

3. Hasil dan Pembahasan 
Notasikan : 
n = banyaknya titik 
m = banyaknya garis 
g = banyaknya garis yang bukan paralel 
 …, = garis i paralel yang menempel pada suatu titik, i=2,3,4
li = garis i loop yang menempel pada titik 
݆ܰ߳, = jumlah i paralel yang menempel pada j garis.݆ ∪ {0} 

݉ = ∑ ݆.  +ୀଵ g 
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Tabel 1. Pola jumlah graf terhubung dengan garis paralel atau loop maksimal dua 

݉ 
Jumlah graf terhubung dengan garis paralel atau loop maksimal dua dan garis 

non paralel maksimal enam 

 ݃ 

 4 5 6 

4 1 x 125   

5 9 x 125 1 x 222  

6 45 x 125 10 x 222 1 x 205 

7 130 x 125 55 x 222 11 x 205 

8 285 x 125 185 x 222 66 x 205 

9 531 x 125 470 x 222 251 x 205 

10  1001 x 222 721 x 205 

11   1722 x 205 

Perhatikan Tabel 1. pada g = 4, ݉ ≥ 4 membentuk pola 1, 9, 45, 130, 285, 531, 889,....  

Barisanyang terbentukdari polatersebut yaitu: 
          1         9           45          130          285          531      889 

 
                                            8          36          85            155          246        358 

 
       28         49          70            91           112 
 
               21         21           21           21 

 
Karenaselisih tepatnyaberadapadaordeke-tigamakabarisan bilangantersebut merupakanbarisanaritmatika orde 
tiga. Bentukumumbarisanaritmatika orde tiga suku ke-myaitu: 

ܽ = ܽଷ݉ଷ + ܽଶ݉ଶ + ܽଵ݉ + ܽ 
 
Notasikan : 

,,ܩ 								= graf terhubung dengan ݊ titik, ݉ garis dan ݃ adalah banyaknya garis non paralel 
ܰ൫ܩ,,൯ = banyaknya ܩ,, 

 
Hasil 1.  Banyaknya graf-graf terhubung berlabel dengan garis paralel݊ = 5, ݉ ≥ 4, ݃ = 4 atau loop 
maksimal dua adalah : 

ܰ൫ܩହ,,ସ൯ =
125

2
(݉− 3)(7݉ଶ − 56݉ + 114) 

Bukti : 
Karena terletak pada orde ke-tiga, maka bentuk umum suku ke-m dari barisan aritmatika polinomialnya 
adalah 

ܽ = ܽଷ݉ଷ + ܽଶ݉ଶ + ܽଵ݉ + ܽ 
 
Sehingga diperoleh persamaan-persamaan berikut: 
untuk 	݉ = 4	; 125 = 64ܽଷ + 16ܽଶ + 4ܽଵ + ܽ                        (1) 
untuk  ݉ = 5	; 1125 = 125ܽଷ + 25ܽଶ + 5ܽଵ + ܽ                        (2) 
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untuk 	݉ = 6	; 5625 = 216ܽଷ + 36ܽଶ + 6ܽଵ + ܽ                      (3) 
untuk  ݉ = 7	; 16250 = 343ܽଷ + 49ܽଶ + 7ܽଵ + ܽ                      (4) 
Pada Persamaan (4.2.1) sampai dengan (4.2.4) membentuk sistem persamaan linear yang dapat diubah dalam 
bentuk matriks ݔܣ = ܾ, seperti berikut: 


64 16

125 25
4 1
5 1

216 36
343 49

6 1
7 1

 

ܽଷ
ܽଶ
ܽଵ
ܽ

 = 
125

1125
5625

16250

 

Selanjutnya untuk menentukan nilai ܽ,ܽଵ, ܽଶ,		dan ܽଷ dapat menggunakan aturan Cramer dengan nilai 
matriks ܣ yaitu: 

ܣ = 
64 16

125 25
4 1
5 1

216 36
343 49

6 1
7 1

,  							ܣଷ = 
125 16

1125 	25
4 1
5 1

5625 36
16250 49

6 1
7 1

, 

ଶܣ = 
64 125

125 1125
4 1
5 1

216 5625
343 16250

6 1
7 1

, ܣଵ = 
64 16

125 25
125 		1

1125 		1
216 36
343 49

5625 1
16250 1

,  

ܣ = 
64 16

125 25
4 125
5 	1125

216 36
343 49

		6 5625
		7 16250

 

Berdasarkan matriks ܣ,ܣ,ܣଵ,ܣଶ,		dan ܣଷ diperoleh nilai determinan matriks menggunakan metode kofaktor 
yaitu: 

det(ܣ) = ቮ
64 16

125 25
4 1
5 1

216 36
343 49

6 1
7 1

ቮ 

														= 64 อ
25 5 1
36 6 1
49 7 1

อ − 125 อ
16 4 1
36 6 1
49 7 1

อ + 216 อ
16 4 1
25 5 1
49 7 1

อ − 343 อ
16 4 1
25 5 1
36 6 1

อ 

													= (−128) + 750− 1296 + 686 
													= 12 
Kemudian untuk menentukan nilai determinan ܣ,ܣଵ,ܣଶ,		dan ܣଷ dapat dihitung dengan menggunakan 
prosedur yang sama, sehingga diperoleh sebagai berikut, 

det	(ܣଷ) = ቮ
125 16

1125 	25
4 1
5 1

5625 36
16250 49

6 1
7 1

ቮ 

det(ܣଷ) = 5250 

det	(ܣଶ) = ቮ
64 125

125 1125
4 1
5 1

216 5625
343 16250

6 1
7 1

ቮ 

det(ܣଶ) = −57750 

det	(ܣଵ) = ቮ
64 16

125 25
125 		1

1125 		1
216 36
343 49

5625 1
16250 1

ቮ 

det(ܣଵ) = 211500 

det	(ܣ) = ቮ
64 16

125 25
4 125
5 	1125

216 36
343 49

		6 5625
		7 16250

ቮ 

det(ܣ) = −256500 
Berdasarkan nilai determinan yang diperoleh, maka nilai ܽ,ܽଵ,ܽଶ,		dan ܽଷ yaitu: 

ܽଷ =
det(ܣଷ)
det(ܣ) =

5250
12 =

875
2  

ܽଶ =
det(ܣଶ)
det(ܣ) =

−57750
12 = −

9625
2  

ܽଵ =
det(ܣଵ)
det(ܣ) =

211500
12 =

35250
2  
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ܽ =
det(ܣ)
det(ܣ) =

−256500
12 = −

42750
2  

Jadi, rumus umum suku ke-m pada barisan aritmatika polinomial orde tiga tersebut adalah 

ܽ =
875

2 ݉ଷ −
9625

2 ݉ଶ +
35250

2 ݉−
42750

2  

											=
1
2

(875݉ଷ − 9625݉ଶ + 35250݉ − 42750) 

=
125

2
(݉− 3)(7݉ଶ − 56݉ + 114) 

Hasil 2.  Banyaknya graf-graf terhubung berlabel dengan garis paralel ݊ = 5, ݉ ≥ 4, ݃ = 5 atau loop 
maksimal dua adalah : 

ܰ൫ܩହ,,ହ൯ =
37
4

(݉− 3)(݉− 4)(21݉ଶ − 203݉ + 502)					 
Hasil 3.  Banyaknya graf-graf terhubung berlabel dengan garis paralel ݊ = 5, ݉ ≥ 4, ݃ = 6 atau loop 
maksimal dua adalah : 

(ହ,,ܩ)ܰ =
41
24

(݉− 3)(݉− 4)(݉− 5)(21݉ଶ − 238݉ + 692) 
Untuk Pembuktian Hasil 2 dan Hasil 3 caranya sama dengan mencari Hasil 1. 
 
 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil konstruksi graf-graf terhubung berlabel titik berorde lima dengan garis paralel atau loop 
maksimal dua, maka diperoleh kesimpulan bahwa : 
Jumlah graf-graf terhubung berlabel berorde lima dengan garis paralel atau loop maksimal dua untuk 
݊ = 5,݉ ≥ 4, diperoleh rumus yaitu: 

a. ܰ൫ܩହ,,ସ൯ = 
125

2
(݉ − 3)(7݉ଶ − 56݉ + 114) 

b. ܰ൫ܩହ,,ହ൯ = 
37
4

(݉ − 3)(݉− 4)(21݉ଶ − 203݉ + 502) 

c. ܰ൫ܩହ,,൯ = 
41
24

(݉ − 3)(݉− 4)(݉− 5)(21݉ଶ − 238݉ + 692) 
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ABSTRAK 
 

Persamaan umum Tricomi adalah persamaan diferensial parsial berbentuk: ߲௫௫݃ +
௬௬߲݃(ݔ)ܽ = 0 dimana ݃(ݕ,ݔ)	݀ܽ݊	ܽ(ݔ) adalah sebuah fungsi biasa.  Solusi dari persamaan 
ini dapat dinyatakan dalam bentuk 

,ݔ)݃ (ݕ = න ,ݔ)ݐ ݎ݀	(ݎ
௬


−න න ,ݏ)௬ݐ	(ݏ)ܽൣ ܾ)൧





௫


 ݍ݀	ݏ݀

Dengan (ݕ,ݔ)ݐ = ݃௬. 
 

Kata kunci:Persamaan Tricomi, Persamaan Diferensial Parsial, Solusi eksak. 
 
 
1. Pendahuluan 
  Persamaan diferensial merupakan salah satu topik dalam matematika yang cukup menarik untuk 
dikaji lebih lanjut. Hal itu karena banyak permasalahan kehidupan sehari-hari yang dapat dimodelkan 
dengan persamaan diferensial,Persamaan Diferensial secara umum dibedakan menjadi dua, yaitu persamaan 
diferensial biasa danpersamaan diferensial parsial. 
  Dalam sejarah tentang persamaan diferensial parsial, pada tahun 1923 Francesco Giacomo Tricomi 
melakukan sebuah penelitian tentang persamaan diferensial, kemudian saat ini dikenal persamaan Tricomi 
dengan bentuk ݑ௫௫ + ௬௬ݑݔ = 0 dengan solusi ݔ)ݑ,  Persamaan ini digunakan untuk analisis aliran .(ݕ
transonik pada aerodinamika. Persamaan ini berbentuk hiperbolik pada ݔ < 0, eliptik pada ݔ > 0 dan 
berdegenerasi pada ݔ = 0. Untuk lebih mempermudah dalam memahami dan mencari solusi dari persamaan 
Tricomi ini dalam hal yang lebih sederhana, maka penulis akan mencari formula solusi eksak dari persamaan 
Tricomi dengan menggunakan teknik integral dan teorema dasar kalkulus. 

Dalam persamaan diferensial parsial terdapat teorema bahwa, misalkan ݑ = ,ݔ)݂  merupakan (ݕ
fungsi dari dua variabel x dan y.  Kontinu dalam neighborhood di titik (x,y), maka డ

మ௨
డ௫డ௬

= డమ௨
డ௬డ௫

 (Whittemore, 
1898).Teori lain yang digunakan dalam penelitian ini adalah teorema dasar kalkulus I dan teorema dasar 
kalkulus II. Pada buku (Purcell, 2010), teorema dasar kalkulus I, misalkan ݂ kontinu pada interval tertutup 
[a,b] dan misalkan ݔ sebarang titik (variabel) dalam (a,b). Maka: 

݀
ݔ݀

න ݐ݀	(ݐ)݂
௫


=  (ݔ)݂

 
Sedangkan teorema dasar kalkulus II, misalkan f kontinu pada [a,b] dan misalkan F sembarang anti-turunan 
dari f pada [a,b], maka: 

න ݔ݀	(ݔ)݂ = −(ܾ)ܨ (ܽ)ܨ



 

2. Metodologi Penelitian 
  Metode yang digunakan dalam mencari solusi eksak dari persamaan Tricomi adalah metode studi 
pustaka dengan langkah-langkah sebagai berikut: 
1. Mengumpulkan referensi yang berhubungan dengan penelitian. 
2. Mengasumsikan persamaan Tricomi kedalam sistem persamaan diferensial parsial orde pertama. 
3. Menyelesaikan asumsi yang ada dengan menggunakan teknik integral sehingga didapatkan formula 

solusi eksaknya. 

mailto:aura.purwaningrum08@gmail.com
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4. Membuktikan bahwa solusi eksak memenuhi persamaan Tricomi. 
5. Menggunakan solusi eksak kedalam beberapa kasus penerapan persamaan Tricomi. 

 
3. Hasil dan Pembahasan 
Persamaan umum Tricomi dapat ditulis sebagai berikut: 

߲௫௫݃ + ௬௬߲݃(ݔ)ܽ = 0               (1) 
Dimana ݃(ݔ,  merupakan sembarang (ݔ)ܽ merupakan fungsi biasa yang memuat variabel x dan y dan (ݕ
fungsi yang memuat variabel x. Untuk ܽ(ݔ) =  .persamaan ini merupakan Persamaan Tricomi Klasik ݔ

Misalkan ݑ = డ
డ௫

= ߲௫݃ = ݃௫ dan ݒ = డ
డ௬

= ߲௬݃ = ݃௬, maka persamaan Tricomi dapat ditulis dalam 
sistem persamaan diferensial parsial orde satu dengan bentuk sebagai berikut: 

ቊ
,ݔ)௫ݑ (ݕ + (ݕ,ݔ)௬ݒ(ݔ)ܽ = 0
−(ݕ,ݔ)௬ݑ (ݕ,ݔ)௫ݒ = 0								                    (2) 

Untuk mempermudah pemahaman, misalkan parameter ݐ = (ݕ,ݔ)ݐ = ,ݔ)ݒ  Dari persamaan pertama  .(ݕ
pada sistem (2), maka 

(ݕ,ݔ)௫ݑ + ,ݔ)௬ݒ(ݔ)ܽ (ݕ = 0 
(ݕ,ݔ)ݑ = −∫ ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽൣ ௫ݏ൧݀(ݕ

 + ℎ(ݕ)     (3) 
Dimana ܽ ∈ ℝ dan ℎ adalah sembarang fungsi dari variabel real. 
Dari persamaan kedua pada sistem (2), dengan menggunakan aturan dasar integral yang bergantung pada 
parameter maka didapatkan formula, 

,ݔ)௬ݑ −(ݕ ,ݔ)௫ݒ (ݕ = 0 
,ݔ)௬ݑ (ݕ = ,ݔ)௫ݒ  (ݕ

−∫ ௫ݏ൧݀(ݕ,ݏ)௬௬ݐ(ݏ)ܽൣ
 + ℎᇱ(ݕ) =  (4)    (ݕ,ݔ)௫ݐ

 
Sehingga, 

ℎᇱ(ݕ) = ,ݔ)௫ݐ (ݕ + න ݏ൧݀(ݕ,ݏ)௬௬ݐ(ݏ)ܽൣ
௫


 

ℎ(ݕ) = ∫ ,ݔ)௫ݐൣ (ݎ + ∫ ,ݏ)௬௬ݐ(ݏ)ܽൣ ௫ݏ൧݀(ݎ
 ൧݀ݎ௬

            (5) 
dengan ܽ,ܾ ∈ ℝ.  Tetapi ℎ harus bergantung hanya pada y. 
 
Dengan menggunakan Teorema Fundamental Integral Kalkulus, maka 

߲௫ℎ(ݕ) =
߲
ݔ߲

ቆන ቈݐ௫(ݔ, (ݎ + න ,ݏ)௬௬ݐ(ݏ)ܽൣ ݏ൧݀(ݎ
௫


 ݎ݀

௬


ቇ 

߲௫ℎ(ݕ) = න ,ݔ)௫௫ݐൣ (ݎ + ,ݔ)௬௬ݐ(ݔ)ܽ ݎ൧݀(ݎ
௬


 

0 = ߲௫ℎ(ݕ) = ∫ ,ݔ)௫௫ݐൣ (ݎ + ,ݔ)௬௬ݐ(ݔ)ܽ ௬ݎ൧݀(ݎ
  (6)   ݕ∀					

Jika t adalah solusi dari persamaan Tricomi maka kondisi di atas terpenuhi. 
 
Dengan mengintegralkan ℎ(ݕ) terhadap y maka akan didapatkan formula ݔ)ݑ,  :yang baru, yaitu (ݕ

ℎ(ݕ) = න ,ݔ)௫ݐ ݎ݀	(ݎ
௬


+න ݏ݀	(ݕ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ

௫


−න ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ ݏ݀	(ܾ

௫


 

substitusikan kedalam ݔ)ݑ,  :sehingga diperoleh ,(3)(ݕ

,ݔ)ݑ (ݕ = −න ݏ൧݀(ݕ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽൣ
௫


+න ,ݔ)௫ݐ ݎ݀	(ݎ

௬


+ න ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ ݏ݀	(ݕ

௫


−න ݏ݀	(ܾ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ

௫


 

(ݕ,ݔ)ݑ = ∫ ,ݔ)௫ݐ ௬ݎ݀	(ݎ
 − ∫ ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ ௫ݏ݀	(ܾ

         (7) 
 
Maka, solusi persamaan Tricomi adalah t dengan fungsi ݃ sehingga ݃௫ = dan ݃௬ ݑ =   dengan ݐ

(ݕ,ݔ)ݑ	 = ∫ ,ݔ)௫ݐ ௬ݎ݀	(ݎ
 − ∫ ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ ௫ݏ݀	(ܾ

 . 
Oleh karena itu, dari ݃௬ =  :persamaan dapat ditulis sebagai berikut ݐ

݃௬ = ,ݔ)ݐ  (ݕ
(ݕ,ݔ)݃ = ∫ ,ݔ)ݐ ௬ݎ݀	(ݎ

 +  (8)        (ݔ)݇
Dimana k adalah sembarang fungsi variabel real. 
Dari ݃௫ =  ݑ

݃௫ = ,ݔ)ݑ  (ݕ
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݃௫ = න ,ݔ)௫ݐ ݎ݀	(ݎ
௬


−න ݏ݀	(ܾ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ

௫


 

߲
ݔ߲

൭න ,ݔ)ݐ ݎ݀	(ݎ
௬


+ ൱(ݔ)݇ = න ,ݔ)௫ݐ ݎ݀	(ݎ

௬


−න ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ ݏ݀	(ܾ

௫


 

න ,ݔ)௫ݐ ݎ݀	(ݎ
௬


+ ݇ᇱ(ݔ) = න ,ݔ)௫ݐ ݎ݀	(ݎ

௬


−න ݏ݀	(ܾ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ

௫


 

݇ᇱ(ݔ) = −න ,ݏ)௬ݐ(ݏ)ܽ ݏ݀	(ܾ
௫


 

(ݔ)݇ = −∫ ∫ (ݏ)ܽ


௫
  (9)             ݍ݀	ݏ݀	(ܾ,ݏ)௬ݐ

 
Jika (ݕ,ݔ)ݐ adalah solusi, maka solusi eksak klasik persamaan Tricomi dapat dituliskan dalam rumus: 

(ݕ,ݔ)݃ = ∫ ,ݔ)ݐ ݎ݀	(ݎ − ∫ ∫ (ݏ)ܽ


௫
 ,ݏ)௬ݐ ௬ݍ݀	ݏ݀	(ܾ

     (10) 
Dengan ݔ)ݐ, (ݕ = ݃௬ adalah solusi trivial yang memenuhi persamaan kedua dari sistem (2). 
Untuk membuktikan bahwa ݃(ݔ, ,ݔ)݃ adalah solusi dari persamaan Tricomi maka (ݕ  harus memenuhi (ݕ
persamaan. 

݃௫௫ = න ,ݔ)௫௫ݐ ݎ݀	(ݎ
௬


− ,ݔ)௬ݐ(ݔ)ܽ ܾ) 

= −න ,ݔ)௬௬ݐ(ݔ)ܽ ݎ݀	(ݎ
௬


− ,ݔ)௬ݐ(ݔ)ܽ ܾ) 

= ,ݔ)௬ݐ(ݔ)ܽ− (ݕ + ,ݔ)௬ݐ(ݔ)ܽ ܾ)− ,ݔ)௬ݐ(ݔ)ܽ ܾ) 
= ,ݔ)௬ݐ(ݔ)ܽ−  (ݕ

= න(ݔ)ܽ− ,ݔ)௬௬ݐ(ݔ)ܽ ݎ݀	(ݎ
௬


 

=  ௬௬݃(ݔ)ܽ−
 
Jadi, ݃௫௫ =  ௬௬݃(ݔ)ܽ−

݃௫௫ + ௬௬݃(ݔ)ܽ = 0 
Terbukti benar bahwa rumus	݃(ݔ, (ݕ = ∫ ,ݔ)ݐ ݎ݀	(ݎ − ∫ ∫ (ݏ)ܽ


௫
 ,ݏ)௬ݐ ௬ݍ݀	ݏ݀	(ܾ

  
Merupakan solusi eksak klasik persamaan Tricomi. 
 
Contoh 1: 
Berdasarkan persamaan Tricomi ݑ௫௫ + ௬௬ݑݔ = 0, maka persamaan tersebut dapat ditulis sebagai berikut: 

߲௫௫݃ + ௬௬߲݃ݔ = 0 
Dalam hal ini ܽ(ݔ) = ,ݔ)ݐ Misalkan  .ݔ (ݕ =  adalah solusi trivial, maka dengan menggunakan persamaan ݕ
(12) dengan ܽ = ܾ = 0, maka: 
,ݔ)݃   (ݕ = ∫ ௬ݎ݀	ݎ

 − ∫ ∫ ,ݏ)௬ݐ	ݏ ܾ)
 ௫ݍ݀	ݏ݀	

  
             = ଵ

ଶ
ଶݕ − ଵ


 ଷݔ

Jadi, ݃(ݕ,ݔ) = ଵ
ଶ
ଶݕ − ଵ


 .ଷ merupakan solusi eksak dari persamaan Tricomiݔ

 
Contoh 2: 
Dari persamaan (1) dengan ܽ(ݔ) = sin	(ݔ) maka dapat di cari solusi eksak dari bentuk persamaan: 

߲௫௫݃ + sin(ݔ) ߲௬௬݃ = 0     (11) 
 
Misalkan (ݕ,ݔ)ݐ = ܽ adalah solusi trivial dan ݕ = ܾ = 0.  Maka: 

,ݔ)݃ (ݕ = න ݎ݀	ݎ
௬


−න න sin	(ݏ)	ݐ௬(ݏ,ܾ)




ݍ݀	ݏ݀	

௫


 

                                                            	= ଵ
ଶ
ଶݕ + sin(ݔ) −  																																						ݔ

Jadi, ݃(ݕ,ݔ) = ଵ
ଶ
ଶݕ + sin(ݔ) −  .merupakan solusi eksak dari persamaan (11) ݔ

 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan pembahasan diatas, didapatkan rumus umum untuk mencari solusi eksak dari persamaan 
tricomi adalah  
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(ݕ,ݔ)݃ = න ,ݔ)ݐ ݎ݀	(ݎ −න න (ݏ)ܽ




௫


,ݏ)௬ݐ ݍ݀	ݏ݀	(ܾ

௬


 

Dengan ݔ)ݐ, (ݕ = ݃௬ adalah solusi trivial yang memenuhi persamaan kedua dari sistem  

ቊ
,ݔ)௫ݑ (ݕ + (ݕ,ݔ)௬ݒ(ݔ)ܽ = 0
−(ݕ,ݔ)௬ݑ (ݕ,ݔ)௫ݒ = 0								  

Sehingga didapatkan solusi eksak dari persamaan Tricomi ݑ௫௫ + ௬௬ݑݔ = 0 adalah  
(ݕ,ݔ)݃ = ଵ

ଶ
ଶݕ − ଵ


 .ଷݔ
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Abstrak 

 
Suatu graf G disebu tgraf terhubung jika terdapat sekurang-kurangnya ada satu path yang 
menghubungkan sepasang titik di G. Loop adalah garis yang titik awal dan ujungnya sama, 
garis parallel adalah dua garis atau lebih yang titik-titik ujungnya sama, dan graf sederhana 
adalah suatu graf tanpa loop dan garis paralel.Graf berlabel adalah graf yang setiap titik 
atau garisnya diberi nilai atau label. Label yang diberikan pada titik disebut sebagai 
pelabelan titik, label yang diberikan pada tiap garis disebut pelabelan garis, dan jika label 
diberikan pada tiap garis dan titik disebut sebagai pelabelan total. Jika diberikan n titik dan m 
garis, banyak graf yang dapat dibentuk adalah graf terhubung, graf tidak terhubung, graf 
sederhana ataupun graf tidak sederhana. Pada penelitian ini akan didiskusikan banyaknya 
graf terhubung berlabel titik berorde empat. 
 
Kata kunci :graf, graf terhubung, loop, garis paralel, dan graf berlabel. 

 
1. Pendahuluan 

Teori Graf berawal dari permasalahan jembatan Konisberg yang melalui sungai Pregel di 
Kaliningrat. Terdapat tujuh jembatan yang menghubungkan empat daratan yang dipisahkan oleh sungai ini. 
Permasalahannya adalah menentukan apakah mungkin melakukan perjalanan yang dimulai dari satu daratan 
dan melalui setiap jembatan tersebut tepat satu kali serta kembali ke tempat semula. Pada tahun 1736 
seorang matematikawan Swiss, Leonard Euler menemukan jawaban dari permasalahan ini dengan 
memodelkan masalah tersebut ke dalam bentuk graf.  Ia mendapati bahwa tidak mungkin dapat melewati 
jembatan tersebut tepat satu kali jika derajat tiap titik jumlahnya tidak genap, sehingga model graf tersebut 
saat ini dikenal sebagai graf Eulerian. 

Penelitian mengenai teori graf di bidang murni pun sudah semakin berkembang. Pada tahun 2017 
Amanto, dkk., memperoleh rumus umum untuk menentukan banyaknya graf tak terhubung berlabel titik 
menggunakan garis parallel atau loop dengan orde maksimal empat. Pada penelitian ini akan ditentukan 
banyaknya graf terhubung berlabel titik yang mungkin memuat loop atau garis paralel untuk orde empat. 
 
2. Bahan dan Metode 

Suatu graf G terdiri dari dua struktur V(G) dan E(G) dengan V(G) adalah himpunan takkosong yang 
elemen-elemennya berupa titik dan E(G) adalah himpunan pasangan tak terurut dari titik-titik di V(G) yang 
disebut sebagai garis atau edge. Banyaknya himpunan titik V(G) disebut orde dari suatu graf G. 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 1.  Contoh graf dengan 3 titik dan 5 garis 
Suatu garis dikatakan menempel (incident) dengan titik u jika u merupakan salah satuujung dari 

garis tersebut.  Dua titik u, v dikatakan bertetangga (adjacent) satu sama lain jika kedua titik tersebut 
dihubungkan oleh garis yang sama dan dinotasikan dengan (u, v).Walkadalah barisan berhingga dari suatu 
titik dan garis yang dimulai dan diakhiri dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik 
sebelum dan sesudahnya. Walk yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut closed walk (walk 
tertutup). Walk yang melewati titik yang berbeda–beda disebut sebagai path (lintasan). Path yang berawal 
dan berakhir pada titik yang sama disebut cycle.  

Suatu graf G dikatakan graf berlabel jika titik atau garisnya diberikan suatu nilai atau data tertentu.  
Jika tidak maka graf G dikatakan graf tak berlabel.  Pelabelan graf dapat berupa pelabelan titik, pelabelan 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

149 
 

garis, atau pelabelan titik dan garis.  Jika pelabelan tersebut merupakan pelabelan titik dan garis, maka 
pelabelan tersebut disebut dengan pelabelan total.  
 
 
 
 
 

 
Gambar 2.  Contoh graf dengan pelabelan total 

 
Loop adalah garis yang titik awal dan ujungnya sama, sedangkan garis paralel adalah dua garis atau 

lebih yang titik-titik ujungnya sama. Graf sederhana adalah suatu graf tanpa loop atau garis paralel. 
 
 
 
 
 
 
 

(a)  (b) (c)  (d) 
 

Gambar 3.  (a) Contoh graf dengan loop, (b) Contoh graf dengan garis paralel,(c) Contoh graf dengan loop 
dan garis parallel, (d) Contoh graf sederhana 

 
Suatu graf G disebut graf terhubung (connected graph) jika terdapat sekurang-kurangnya ada satu 

path yang menghubungkan sepasang titik di G.  Suatu graf tidak terhubung G merupakan graf yang terdiri 
dari dua atau lebih graf terhubung. 
 
 
 

 
Gambar 4.  Contoh graf terhubung 

 
Derajat suatu titik pada graf G adalah banyaknya sisi yang menempel dengan titik v yang dinotasi ݀(ݒ). 
Titik terpencil adalah titik dengan ݀(ݒ) = 0 karena tidak ada satu pun garis yang menempel dengan garis 
tersebut. Satu garis yang kembali ke titik semula (merupakan loop) dihitung berderajat dua. Titik yang 
berderajat satu disebut daun. Dengan kata lain, daun hanya bertetangga dengan satu titik.Secara umum, jika 
terdapat g loop dan e sisi bukan loop yang menempel dengan titik v, maka derajat titik vadalah : 

(ݒ)݀ = 2݃ + ݁ 
Dua graf dikatakan ekuivalen (dan disebut isomorfis) jika keduanya memiliki ciri-ciri yang 

samapada istilah dalam teori graf. Dua graf G dan G’ dikatakan isomorfis jika ada korespondensi 1-1 antara 
vertex pada kedua graf tersebut dan antara edge keduanya sehingga jika sisi e bersisian dengan titik u dan v 
pada G maka sisi e’ pada G’juga bersisian dengan simpul u’ dan v’. Dua graf isomorfis harus memiliki 
1. Jumlah vertex yang sama. 
2. Jumlah edge yang sama. 
3. Mempunyai jumlah vertex yang sama berderajat tertentu  

 
Berikut akan dipaparkan konsep-konsep mengenai teknik dasar pencacahan.  
1. Faktorial 

Misalkan n adalah bilangan bulat positif. Besaran n faktorial (simbol n!) didefinisikan sebagai hasil 
kali semua bilangan bulat antara n hingga 1. 

݊! = ݊ × (݊ − 1) × … × 2 × 1	 
2. Kombinasi 

Misalkan himpunan S memiliki |ܵ| = ݊ elemen. Banyaknya himpunan bagian S yang terdiri dari r (r	≤ 
n) disebut kombinasi n objek yang diambil sebanyak r objek sekaligus. Simbolnya adalah ቀ݊ݎቁ  atau 
C(n,r) atau  nCr. Banyaknya kombinasi yang dimaksud dapat dinyatakan dalam persamaan 

ቀ݊ݎቁ =
݊!

!ݎ (݊ −  !(ݎ
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Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan kemunculan anggotanya tidaklah diperhatikan. Hal yang 
diperhatikan adalah objek yang muncul. 

3. Barisan Aritmatika Orde Tinggi 
Barisan aritmatika tingkat ke- adalah sebuah barisan yang memiliki selisih yang sama setiap suku 
berurutannya setelah  tingkatan. Tingkatan pada barisan aritmatika akan menghasilkan persamaan 
dengan pangkat tertingginya adalah . Pangkat tertinggi dari suatu persamaan merupakan orde dari 
persamaan tersebut.  
 
Fungsi polinomial adalah fungsi yang mengandung banyak suku (polinom) dalam variabel bebasnya. 
Bentuk umum persamaan polinomial pada deret aritmatika orde ke- adalah   

Ρ(݉) = ݉ߙ + ିଵ݉ିଵߙ + ିଶ݉ିଶߙ +⋯+ ଶ݉ଶߙ + +ଵ݉ߙ  ߙ
Dengan koefisien tertentu ߙଵ,ߙଶ,ߙଷ, … ାଵߙ,ߙ,ିଵߙ,  . Polinom ini mempunyai derajat sebesar p, jika 
koefisien penentunya ߙ ≠ 0[4]. 

4. Cramer’s Rule 
Metode berikut memberikan rumus untuk solusi dari sistem linear tertentu dengan n persamaan dan n 
faktor yang tidak diketahui. Jika ݔܣ = ܾ adalah suatu sistem dari n persamaan linear dengan n faktor 
yang tidak diketahui sedemikian rupa sehingga det	(A) ≠ 0, maka sistem ini memiliki solusi yang unik. 
Solusinya adalah  

ଵݔ =
det	(Aଵ)
det	(A) ଶݔ, =

det	(Aଶ)
det	(A) , … … , ݔ =

det	(A)
det	(A)  

dengan ܣ adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada kolom ke-j dari A dengan 

entri-entri pada matriks  ܾ = 
ܾଵ
ܾଶ. .
ܾ

, dengan j = 1, 2,…,n. 

 
Penelitian yang pernah dilakukan, 
Misal ݉,݊	ϵ	N, dengan 0 ≤ m ≤ ቀ݊2ቁ 

a. Banyaknya ݃graf sederhana berlabel dengan n titik dinyatakan sebagai ݃ = 2൫

ଶ൯ 

b. Banyaknya ݃(݉)graf sederhana dengan n titik dan m garis dinyatakan sebagai  

݃(݉) = ቆቀ
݊
2ቁ
݉
ቇ 

Banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde maksimal empat menggunakan garis paralel atau loop 
adalah  
1. Untuk n = 3 dan m ≥ 1, diperoleh rumus umum yaitu: 

ܰ൫ܩଷ,൯ = (݉ + 1) ቀ݉ + 2
2 ቁ 

dengan n = banyaknya titik pada graf, dan m = banyaknya garis pada graf. 
2. Untuk n = 4, 1 ≤ ݉ ≤ 10, dan 0 ≤ ݃ ≤ 3, ݅ = 0,1,2,3 diperoleh rumus umum yaitu 

ܰ൫ܩସ,,൯ = ܰ൫ܩସ,,బ൯ +ܰ൫ܩସ,,భ൯ +ܰ൫ܩସ,,మ൯+ ܰ൫ܩସ,,య൯ 

ܰ൫ܩସ,,൯ = ቀ݉ + 3
3 ቁ+

3
2݉

ቀ݉ + 3
3 ቁ + 15 ቀ݉ + 3

5 ቁ + 4 ቀ݉+ 3
6 ቁ 

dengan  
݃  = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu ,i = 0, 1, 2, 3 
,,ܩ  = graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop dengan n titik, m garis, dan ݃ 

   banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel dihitung satu.  
,,ܩ Banyaknya = (,,ܩ)ܰ  

 
Untuk menentukan jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk ݊ = 5 dan ݉ ≥ 1 dapat 
dirumuskan secara umum sebagai berikut. 

ܰ൫ܩ′ହ,൯ 			= 	ܰ൫ܩ′ହ,൯ + ܰ(ܩ′ହ,,)


ୀଵ

 

= 	 ቀ݉ + 4
4 ቁ +ܰ൫ܩ′ହ,,ଵ൯ +ܰ൫ܩ′ହ,,ଶ൯+ ܰ൫ܩ′ହ,,ଷ൯ +ܰ൫ܩ′ହ,,ସ൯ + 						ܰ൫ܩ′ହ,,ହ൯

 (ହ,,′ܩ)ܰ+
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= 	 ቀ݉ + 4
4 ቁ + 10	 ቀ݉ + 3

4 ቁ + 	45 × ቀ݉+ 2
4 ቁ + 120 × 	 ቀ݉ + 1

4 ቁ + 						85 × 	 ቀ݉4 ቁ+ 30

× 	 ቀ݉ − 1
4 ቁ+ 5 × 	 ቀ݉ − 2

4 ቁ 

 
Adapun langkah-langkah yangdilakukan untuk mendapatkan rumus banyaknya graf terhubung berorde 
empat adalah sebagai berikut. 
1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi kepustakaan yang berhubungan dengan graf. 
2. Menggambar graf terhubung berlabel titik dengan ݊ = 	4 dengan loop atau paralel. 
3. Mengelompokkan graf terhubung untuk n titik dan m garis yang sama. 
4. Menghitung jumlah graf terhubung untuk setiap n titik dan m garis. 
5. Melihat pola yang terbentuk pada n titik dan m garis yang sama. 
6. Menentukan rumus umum untuk menghitung jumlah graf terhubung berlabel titik dengan loop atau 

parallel pada ݊ = 4. 
 

3. Hasil dan Pembahasan 
Hasilkonstruksigrafterhubungberlabel tanpagarisloop berorde lima dengan maksimal garis paralel 

lima,dapatdibentuk dalambentuktabel  sebagai berikut: 
 

Tabel 1.  Jumlah graf terhubung berlabel titik untuk ݊ = 4 
 

m Banyaknya graf terhubung 
݃ = 3 ݃ = 4 ݃ = 5 ݃ = 6 

3 16    
4 112 15   
5 448 120 6  
6 1344 540 54 1 
7 3360 1800 270 10 
8 7392 4950 990 55 
9 14784 11880 2970 220 
10 27456 25740 7722 715 
11  51480 18018 2002 
12  96525 38610 5005 
13   77220 11440 
14   145860 24310 
15    48620 
16    92378 

 
Berdasarkan Tabel 1. untuk ݊ = 4,݉ ≥ 3,݃ = 3 diperoleh suatu barisan yang membentuk suatu pola, yaitu: 
 

16     112    448   1344    3360    7392    14784         27456 
1          7         28        84        210       462       924       1716 

  6  21   56   126   252      462      792 

       15         35        70         126      210      330 

   20   35    56    84   120 

         15        21         28        36 

     6    7     8 

            1          1 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

152 
 

Karena selisihnya tepat berada pada orde ke-enam, maka barisan bilangan tersebut merupakan barisan 
aritmatika polinomial orde enam suku ke-m yaitu: 

ܲ(݉) = 	 ݉ߙ + ହ݉ହߙ + ସ݉ସߙ + ଷ݉ଷߙ + ଶ݉ଶߙ + +ଵ݉ߙ  ߙ
 
Hasil 1. Jumlah graf terhubung berlabel titik dengan ݊ = 4,݉ ≥ 3,݃ = 3 adalah 

(ସ,,ଷܩ)ܰ = 16 ×  ାଷܥ
 
Bukti: 
Karena terletak pada orde ke-enam, maka bentuk umum suku ke-m dari barisan aritmatika polinomialnya 
adalah 

ܲ(݉) = 	 ݉ߙ + ହ݉ହߙ + ସ݉ସߙ + ଷ݉ଷߙ + ଶ݉ଶߙ + +ଵ݉ߙ  ߙ
 
Berdasarkan Tabel 1. diperoleh persamaan-persamaan berikut. 
 
 Untuk ݉ = 3 

ܲ(3) = 	 (3)ߙ + ହ(3)ହߙ + ସ(3)ସߙ + ଷ(3)ଷߙ + ଶ(3)ଶߙ + ଵ(3)ߙ +  ߙ
			16			 = ߙ729	 + ହߙ243 + ସߙ81 + ଷߙ27 + ଶߙ9 + ଵߙ3 +  ߙ

(1) 
 Untuk ݉ = 4 

ܲ(4) = 	 (4)ߙ + ହ(4)ହߙ + ସ(4)ସߙ + ଷ(4)ଷߙ + ଶ(4)ଶߙ + ଵ(4)ߙ +  ߙ
			112 = ߙ4096	 + ହߙ1024 + ସߙ256 + ଷߙ64 + ଶߙ16 + ଵߙ4 +  ߙ

(2) 
 Untuk ݉ = 5 

ܲ(5) = 	 (5)ߙ + ହ(5)ହߙ + ସ(5)ସߙ + ଷ(5)ଷߙ + ଶ(5)ଶߙ + ଵ(5)ߙ +  ߙ
		448	 = ߙ15625	 + ହߙ3125 + ସߙ625 + ଷߙ125 + ଶߙ25 + ଵߙ5 +  ߙ

(3) 
 Untuk ݉ = 6 

ܲ(6) = 	 (6)ߙ + ହ(6)ହߙ + ସ(6)ସߙ + ଷ(6)ଷߙ + ଶ(6)ଶߙ + ଵ(6)ߙ +  ߙ
1344	 = ߙ46656	 + ହߙ7776 + ସߙ1296 + ଷߙ216 + ଶߙ36 + ଵߙ6 +  ߙ

(4) 
 Untuk ݉ = 7 

ܲ(7) = 	 (7)ߙ + ହ(7)ହߙ + ସ(7)ସߙ + ଷ(7)ଷߙ + ଶ(7)ଶߙ + ଵ(7)ߙ +  ߙ
3360 = ߙ117649	 + ହߙ16807 + ସߙ2401 + ଷߙ343 + ଶߙ49 + ଵߙ7 +  ߙ

(5) 
 Untuk ݉ = 8 

ܲ(8) = 	 (8)ߙ + ହ(8)ହߙ + ସ(8)ସߙ + ଷ(8)ଷߙ + ଶ(8)ଶߙ + ଵ(8)ߙ +  ߙ
7392 = ߙ262144	 + ହߙ32768 + ସߙ4096 + ଷߙ512 + ଶߙ64 + ଵߙ8 +  ߙ

(6) 
 Untuk ݉ = 9 

ܲ(9) 		= 	 (9)ߙ + ହ(9)ହߙ + ସ(9)ସߙ + ଷ(9)ଷߙ + ଶ(9)ଶߙ + ଵ(9)ߙ +  ߙ
14784 = ߙ	531441 + ହߙ59049 + ସߙ6561 + ଷߙ729 + ଶߙ81 + ଵߙ9 +  ߙ

(7) 
 

Persamaan (4.2.15) – (4.2.21) membentuk SPL yang dapat ditulis dalam bentuk matriks ݔܣ = ܾ, yaitu: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	243 		81 		27
	1024 		256 		64
	3125 		625 		125

9 3 1
16 4 1
25 5 1

7776 1296 216
16807 2401 343
32768 4096 515

36 6 1
49 7 1
64 8 1

59049 6561 72981 9 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ߙ
ହߙ
ସߙ
ଷߙ
ଶߙ
ଵߙ
⎦ߙ
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

16
112
448

1344
3360
7392

14784⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Akan ditentukan nilai ߙ,ߙହ,ߙସ,ߙଷ,ߙଶ,ߙଵ, dan ߙ menggunakan aturan Cramer dengan nilai-nilai matiks ܣ 
sebagai berikut 
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ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	243 		81 		27
	1024 		256 		64
	3125 		625 		125

9 3 1
16 4 1
25 5 1

7776 1296 216
16807 2401 343
32768 4096 515

36 6 1
49 7 1
64 8 1

59049 6561 72981 9 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

16
112
448

1344
3360
7392

14784

	243 		81 		27
	1024 		256 		64
	3125 		625 		125

9 3 1
16 4 1
25 5 1

7776 1296 216
16807 2401 343
32768 4096 515

36 6 1
49 7 1
64 8 1

59049 6561 72981 9 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ହܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	16 		81 		27
	112 		256 		64
	448 		625 		125

9 3 1
16 4 1
25 5 1

1344 1296 216
3360 2401 343
7392 4096 515

36 6 1
49 7 1
64 8 1

14784 6561 72981 9 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ସܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	243 		16 		27
	1024 			112 		64
	3125 			448 			125

9 3 1
16 4 1
25 5 1

7776 	1344 	216
16807 	3360 	343
32768 	7392 	515

36 6 1
49 7 1
64 8 1

59049 14784 72981 9 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ଷܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	243 		81 					16
	1024 		256 					112
	3125 		625 					448

9 3 1
16 4 1
25 5 1

7776 1296 		1344
16807 2401 		3360
32768 4096 		7392

36 6 1
49 7 1
64 8 1

59049 6561 1478481 9 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ଶܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	243			 81 		27				
	1024				 256 		64				
	3125					 625	 		125				

9		 16 	1
16			 112 	1
25			 448 	1

7776 		1296 216
16807 		2401 343
32768 		4096 		515		

36 	1344 1
49 	3360	 1
64 	7392 1

	59049		 	6561		 729		81 14784 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

729
4096

15625
46656

117649
262144
531441

	243 		81 		27
	1024 		256 		64
	3125 		625 		125

9 3 				16
16 4 					112
25 5 				448

7776 1296 216
16807 2401 343
32768 4096 515

36 6 			1344
49 7 			3360
64 8 			7392

59049 6561 72981 9 	14784⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Berdasarkan matriks ܣ,ܣ,ܣହ,ܣସ,ܣଷ,ܣଶ,ܣଵ, dan ܣ diperoleh nilai determinan menggunakan metode 
kofaktor sebagai berikut. 
det(ܣ) 		= 	−24883200 
det(ܣ) = −552960 
det(ܣହ) = −1658880 
det	(ܣସ) = 2764800 

det	(ܣଷ) = 8294400 
det(ܣଶ) = −2211840 
det(ܣଵ) = −6635520 
det	(ܣ) = 0 
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Berdasarkan nilai determinan yang telah diperoleh, maka nilai dari ߙ,ߙହ,ߙସ,ߙଷ,ߙଶ,ߙଵ, dan ߙ adalah 

ߙ =
det(ܣ)
det(ܣ) =

−552960
−24883200 =

1
45 

ହߙ =
det(ܣହ)
det(ܣ) =

−1658880
−24883200 =

3
45 

ସߙ =
det(ܣସ)
det(ܣ) =

27648000
−24883200 = −

5
45 

ଷߙ =
det(ܣଷ)
det(ܣ) =

8294400
−24883200 = 	−

15
45 

ଶߙ =
det(ܣଶ)
det(ܣ) =

−2211840
−24883200 =

4
45 

ଵߙ =
det(ܣଵ)
det(ܣ) =

−6635520
−24883200 =

12
45 

ߙ =
det(ܣ)
det(ܣ) =

0
−24883200 = 0 

 

 
Sehingga diperoleh rumus umum suku ke-m pada barisan aritmatika polinomial orde enam adalah 

ܲ(݉) =
1

45݉
 +

3
45݉

ହ −
5

45݉
ସ −

15
45݉

ଷ +
4

45݉
ଶ +

12
45݉ 

ܲ(݉) =
1

45 (݉ + 3݉ହ − 5݉ସ − 15݉ଷ + 4݉ଶ + 12݉) 

ܲ(݉) =
1

45 ((݉ + 3)(݉ + 2)(݉ + 1)(݉)(݉− 1)(݉− 2) 

ܲ(݉) = 16 ×  ାଷܥ
(Terbukti) 

 
Berikut ini adalah  rumus umum yang didapatkan untuk menentukan banyaknya graf terhubung untuk 
݊ = 4, dan		݃ = 4,5,6dengan menggunakan cara yang sama untuk mendapatkan Hasil 1(݊ = 4,݃ = 3). 
Berdasarkan tabel 3.1 untuk ݊ = 4,݉ ≥ 4,݃ = 4 diperoleh suatu barisan yang membentuk suatu pola, yaitu: 

15    120    540    1800    4950    11880    25740    51480    96525 

   1        8       36       120      330      792      1716    3432    6435 

         7     28    84 210 462 924     1716    3003 

 21      56     126      252       462      792     1287 

        35     70 126       210      330      495 

   35       56      84       120        165 

        21        28   36          45 

               7           8          9 

        1           1 

Karena selisihnya tepat berada pada orde ke-tujuh, maka barisan bilangan tersebut merupakan barisan 
aritmatika polinomial orde tujuh suku ke-m yaitu: 

ܲ(݉) = 	 ݉ߙ + ݉ߙ + ହ݉ହߙ + ସ݉ସߙ + ଷ݉ଷߙ + ଶ݉ଶߙ + ଵ݉ߙ +  ߙ
Hasil 2. Jumlah graf terhubung berlabel titik dengan ݊ = 4,݉ ≥ 4,݃ = 4 adalah 

(ସ,,ସܩ)ܰ = 15 ×  ାଷܥ
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Berdasarkan tabel 3.1. untuk ݊ = 4,݉ ≥ 5,݃ = 5 diperoleh suatu barisan yang membentuk suatu pola, 
yaitu: 

6       54    270    990    2970    7722    18018    38610     77220   145860 

            1       9          45        165     495     1287    3003     6435   12870   24310 

  8         36        120       330      792      1716   3432   6435   11440 

       28       84        210      462      924    1716     3003    5005 

              56     126        252     462       792     1287    2002 

      70       126      210      330       495    715 

           56        84       120       165     220 

      28        36        45      55 

             8         9         10 

     1          1 

Karena selisihnya tepat berada pada orde ke-delapan, maka barisan bilangan tersebut merupakan barisan 
aritmatika polinomial orde delapan suku ke-m yaitu: 

଼ܲ (݉) = ଼଼݉ߙ + ݉ߙ	 + ݉ߙ + ହ݉ହߙ + ସ݉ସߙ + ଷ݉ଷߙ + ଶ݉ଶߙ + ଵ݉ߙ +  ߙ
 
Hasil 3. Jumlah graf terhubung berlabel titik dengan ݊ = 4,݉ ≥ 5,݃ = 5 adalah 

(ସ,,ହܩ)ܰ = 6 ×  ାଷ଼ܥ
 
Berdasarkan tabel 3.1. untuk ݊ = 4,݉ ≥ 6,݃ = 6 diperoleh suatu barisan yang membentuksuatu pola, yaitu: 
1      10        55         220       715      2002     5005     11440     24310    48620   92378 

     9        45        165       495     1287     3003      6435     12870      24310     43758 

          36      120       330       792      1716     3432      6435      11440     19448 

  84  210  462 934 1716 3003 5005     8008 

        126      252      462      792        1287    2002       3003 

126 210        330      495 715      1001 

         84       120      165       220       286 

  36  45  55        66 

          9         10       11 

  1   1 
 
Karena selisihnya tepat berada pada orde ke-sembilan, maka barisan bilangan tersebut merupakan barisan 
aritmatika polinomial orde sembilan suku ke-m yaitu: 

ଽܲ(݉) = ଽ݉ଽߙ + ଼଼݉ߙ	 + ݉ߙ	 + ݉ߙ + ହ݉ହߙ + ସ݉ସߙ + ଷ݉ଷߙ + ଶ݉ଶߙ + ଵ݉ߙ +  ߙ
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Hasil 4. Jumlah graf terhubung berlabel titik dengan ݊ = 4,݉ ≥ 6,݃ = 6 adalah 

ܰ൫ܩସ,,൯ =  ଽାଷܥ
 
 
4. Kesimpulan 

Berdasarkan observasi terhadapgraf terhubung berlabel titik berorde empat, maka banyaknya 
jumlah graf yang terbentuk berdasarkan jumlah ݃ ialah  

ܰ൫ܩସ,,ସ൯ = 15 × ;	ାଷܥ 	ܰ൫ܩସ,,ହ൯ = 6 × ;	ାଷ଼ܥ 	ܰ൫ܩସ,,൯ =  .ଽାଷܥ
dengan ݃ merupakan garis bukan loop atau paralel. 
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Abstrak 

 
Rantai Markov menggunakan peluang untuk mengetahui seberapa besar kemungkinan 
kejadian yang akan datang terjadi. Pada tahap tertentu peluang tersebut akan mencapai nilai 
keseimbangannya (steady). Peluang steady-state, dinotasikan adalah peluang untuk 
menemukan proses dalam keadaan tertentu, setelah sejumlah transisi terjadi cenderung 
kepada nilai ݑݐ݊݁ݐݎ݁ݐ, saling bebas terhadap distribusi peluang keadaan awal.  Pada peluang 
steady-state tidak berarti berhenti pada satu state, tetapi proses terus membuat transisi dari 
state satu ke state lainnya. Peluang ini adalah peluang transisi yang sudah mencapai 
keseimbangan, sehingga tidak akan berubah terhadap perubahan waktu yang terjadi.  Pada 
artikel ini akan didiskusikan beberapa studi kasus yang berhubungan dengan rantai Markov 
pada keadaan seimbang (steady-state). 

 
Kata kunci:Rantai Markov, Peluang Steady-State, Persediaan Barang 

 
 
1. Pendahuluan  

Dalam kehidupan nyata, sejumlah fenomena dapat dipikirkan sebagai percobaan yang mencakup 
sederatan pengamatan yang berturut-turut dan bukan satu kali pengamatan. (Assauri, 2008).  Umumnya, tiap 
pengamatan dalam suatu percobaan tergantung pada beberapa atau semua pengamatan masa lalu dan hasil 
tiap pengamatan, ditentukan dengan hukum-hukum peluang. Studi tentang percobaan dalam bentuk seperti 
ini dikenal dengan teori proses stokastik.  

Proses stokastik didefinisikan sebagai himpunan peubah acak yang diberi indeks { ௧ܺ}, dimana 
indeks t berjalan melalui himpunan T yang diberikan. Seringkali T diambil sebagai himpunan bilangan bulat 
nonnegatif, dan X¬t menjelaskan karakteristik pengukuran yang utama pada waktu t (Hillier dan Lieberman, 
2001).  Proses ini adalah objek matematika yang biasanya didefinisikan sebagai kumpulan variabel acak. 
Secara historis, variabel acak dikaitkan atau diindeks oleh serangkaian angka, biasanya dilihat sebagai titik 
waktu, memberikan interpretasi proses stokastik yang mewakili nilai numerik dari beberapa sistem yang 
secara acak berubah dari waktu ke waktu.Pengamatan yang berturut-turut dalam suatu percobaan merupakan 
pengamatan-pengamatan bebas artinya hasil suatu pengamatan tertentu tidak tergantung pada sesuatu hasil 
pengamatan di masa lalu dan sebaliknya tidak mempengaruhi hasil pengamatan di masa mendatang.  Hal 
seperti ini merupakan keadaan atau bentuk khusus dari proses stokastik dan dikenal dengan proses bebas.  
Namun dalam suatu percobaan yang lebih rumit, hasil suatu pengamatan tertentu akan tergantung pada hasil 
pengamatan sebelumnya (terdahulu) dan selanjutnya akan mempengaruhi hasil pengamatan di masa 
mendatang.   

Proses stokastik yang memiliki sifat-sifat ketergantungan seperti ini dikenal dengan proses Markov. 
Prosedur ini dikembangkan oleh matematikawan Rusia, Andrei A Markov pada tahun 1907. Rantai Markov 
adalah suatu model stokastik yang menggambarkan barisan kejadian yang peluangnya hanya tergantung 
pada kejadian sebelumnya. Rantai Markov menggunakan peluang untuk mengetahui seberapa besar 
kemungkinan kejadian yang akan datang terjadi. Pada tahap tertentu peluang tersebut akan mencapai nilai 
keseimbangannya (steady). 

Dalam rantai Markov terdapat peluang steady-state, yang dinotasikan dengan ߨ . Peluang ini adalah 
peluang yang bertujuan menemukan proses dalam keadaan tertentu, misalkan j, setelah sejumlah transisi 
terjadi cenderung kepada nilai ߨ , saling bebas terhadap distribusi peluang keadaan awal.  

Rantai Markov dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari, salah satunya untuk memperkirakan 
peluang persediaan barang. Persediaan barang adalah bahan-bahan, bagian yang disediakan, dan bahan-
bahan dalam proses yang terdapat dalam perusahaan untuk proses produksi, serta barang-barang jadi atau 
produk yang disediakan untuk memenuhi permintaan dari konsumen atau pelanggan. Berkaitan dengan hal 
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tersebut, maka akan didiskusikan dan memberikan contoh kasus tentang bagaimana menganalisis rantai 
Markov menggunakan peluang steady-state. 
 
2. Bahan dan Metode 

Proses stokastik didefinisikan sebagai himpunan peubah acak yang diberi indeks { ௧ܺ}, dimana 
indeks t berjalan melalui himpunan T yang diberikan.  Seringkali T diambil sebagai himpunan bilangan bulat 
non negatif, dan X¬t menjelaskan karakteristik pengukuran yang utama pada waktu t (Hillier dan Lieberman, 
2001).   

Proses stokastik merupakan kumpulan dari variabel random { ௧ܺ (ݏ) |ݏ,ܶ∋ݐ∈ܵ}, dengan T adalah 
himpunan indeks dan S adalah ruang sampel. Himpunan indeks sering merepresentasikan waktu. Jika T = 
{0,1,2,....} proses stokastik merupakan proses stokastik dengan waktu diskrit. Ketika T  [0,∞], proses 
stokastik merupakan proses stokastik dengan waktu kontinu (Taylor dan Karlin, 1998). 

State adalah kondisi yang merupakan peubah acak Xt, dimana jika suatu peubah acak berada pada 
state tersebut maka dapat berpindah ke state lainnya.  Biasanya state dilambangkan dengan bilangan asli, 
yaitu 1,2,3,…N.  Himpunan atau kumpulan dari  state-state¬ tersebut membentuk ruang state dan dinyatakan 
dengan Ω, maka Ω = {1,2,3,…N} (Cox dan Miller, 1965).Asumsi mengenai distribusi bersama X0, X1, … 
Diperlukan untuk mendapatkan hasil analisis. Salah satu asumsi yang mengarah pada analisis tractability 
adalah proses stokastik adalah rantai Markov, yang memiliki sifat sebagai berikut: 

Proses stokastik {Xt} dikatakan memiliki sifat Markov jika P{ ௧ܺାଵ= j | ܺ = ݇ , ଵܺ = ݇ଵ, … , 
௧ܺିଵ = ݇௧ିଵ, ௧ܺ = ݅} = P{ ௧ܺାଵ= j | Xt =i}, untuk t = 0, 1, . . . dan setiap deret i, j, ݇, ݇ଵ,… , ݇௧ିଵ.  

Dengan kata lain, sifat Markov ini mengatakan bahwa peluang bersyarat dari "peristiwa" masa 
depan, mengingat adanya "peristiwa" sebelumnya dan keadaan sekarang ௧ܺ = i, tidak bergantung pada 
peristiwa masa lalu dan hanya bergantung pada keadaan sekarang. Proses stokastik { ௧ܺ} (t = 0, 1, … ) 
adalah rantai Markov jika memiliki sifat Markov (Hillier dan Lieberman, 2001). 

Rantai Markov adalah proses waktu integer {ܺ, n ≥ 0} dimana setiap nilai sampel untuk setiap Xn, 
n ≥ 1, terdapat pada himpunan berhingga S dan bergantung hanya pada kejadian masa lalu hanya melalui 
kejadian ܺିଵ. Secara spesifik, untuk semua bilangan positif n, dan untuk semua i, j, k, ..., m, dalam 
himpunan S. Selain itu, Peluang P {ܺ = j | ܺିଵ = i} bergantung hanya pada i dan j dan bukan n dan 
dilambangkan dengan 

P {ܺ  = j | ܺିଵ= i} =   
          (Gallager, 2011) 

Dalam kebanyakan sistem yang muncul, state masa lalu dan sekarang mempengaruhi keadaan masa 
depan bahkan jika mereka tidak menentukannya secara unik. Banyak sistem memiliki sifat yang memberikan 
keadaan sekarang, state masa lalu tidak memiliki pengaruh terhadap masa depan.  Hal ini disebut sifat 
Markov, dan sistem yang memiliki sifat ini disebut rantai Markov. 

Dalam mempelajari rantai Markov, state memiliki peran yang penting. Untuk memahami sifat 
Markov lebih lanjut, berikut ini akan dijelaskan beberapa istilah yang berkaitan dengan rantai Markov. 

State j dikatakan accessible dari state i jika () > 0 untuk setiap n ≥ 0.  Jika state j menjadi 
accessible dari state i berarti dapat dikatakan sistem dapat berpindah ke state j ketika dimulai dari state i. 
Secara umum, kondisi state untuk dapat dikatakan accessible jika terdapat nilai untuk n untuk setiap 
() > 0  untuk semua i dan j. 

Jika state j accessible dari state i dan state i accessible dari state j, maka state i dan state j disebut 
communicate. Secara umum terdapat tiga sifat yaitu 
1. Setiap state ter-communicate dengan state itu sendiri 
2. Jika state i communicate dengan state j, maka state j communicate dengan state i 
3. Jika state i communicate dengan state j dan  state j communicate dengan state k, maka state i 

communicate dengan state k 
Dari ketiga sifat communicate tersebut, state dapat dibagi menjadi satu atau beberapa kelas atau ruang (satu 
ruang dapat memuat sebuah state). Jika terdapat hanya satu kelas dan state di dalamnya communicate, maka 
rantai Markov tersebut dapat dikatakan irreducible. 

State dikatakan transient jika saat memasuki state lain, prosesnya tidak kembali ke state 
sebelumnya. Selain itu, state i disebut transient jika dan hanya jika terdapat state j (j ≠ i) yang accessible dari 
state i. Hal ini tidak berlaku jika state i tidak accessible dari state j. State dikatakan recurrent jika saat 
memasuki state lain, prosesnya akan kembali ke state awal. Karena state recurrent ini akan kembali setiap 
berpindah, state akan dikunjungi kembali secara tak terbatas jika proses berlanjut seterusnya (Hillier dan 
Lieberman, 2001). 

Peluang steady-state, dinotasikan dengan ߨ , adalah peluang untuk menemukan proses dalam 
keadaan tertentu, misalkan j, setelah sejumlah transisi terjadi cenderung kepada nilai ߨ , saling bebas 
terhadap distribusi peluang keadaan awal.  Pada peluang steady-state tidak berarti berhenti pada satu state, 
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tetapi prosesterus membuat transisi dari state satu ke state lainnya, dan pada setiap state ke-n peluang 
transisi dari i ke jtetap  . Peluang ini adalah peluang transisi yang sudah mencapai keseimbangan, sehingga 
tidak akan berubah terhadap perubahan waktu yang terjadi.  Adapun peluang steady-state didefinisikan 
sebagai berikut. 

ߨ = lim
→ஶ	

 ()
dimana 
ߨ  : peluang steady-state 
 () : peluang perpindahan dari state i ke state j setelah n langkah

 
Adapun sifat dari peluang steady-state yaitu sebagai berikut. 
 
ߨ = ∑ ெߨ

ୀ  ;  j = 0,1,...,M 
∑ ெߨ
ୀ  = 1 

(Hillier dan Lieberman, 2001) 
 
 
3. Hasil dan Pembahasan  

Rantai Markov memiliki konsep dasar state dari suatu sistem dan transisi atau perpindahan state. 
Rantai Markov adalah proses waktu integer {Xn, n ≥ 0} dimana setiap nilai sampel untuk setiap Xn, n ≥ 1, 
terdapat pada himpunan berhingga S dan bergantung hanya pada kejadian masa lalu hanya melalui kejadian 
Xn−1. Peluang steady-state, dinotasikan dengan ߨ , adalah peluang untuk menemukan proses dalam keadaan 
tertentu, misalkan j, setelah sejumlah transisi terjadi cenderung kepada nilai ߨ , saling bebas terhadap 
distribusi peluang keadaan awal.  Peluang ini adalah peluang transisi yang sudah mencapai keseimbangan, 
sehingga tidak akan berubah terhadap perubahan waktu yang terjadi.  Adapun peluang steady-state 
didefinisikan 

ߨ = lim
→ஶ	

 ()
dimana 
ߨ  : peluang steady-state 
 () : peluang perpindahan dari state i ke state j setelah n langkah

 
Adapun sifat dari peluang steady-state yaitu sebagai berikut. 
 
ߨ = ∑ ெߨ

ୀ  ;  j = 0,1,...,M 
∑ ெߨ
ୀ  = 1 

 
Berikut ini diberikan beberapa studi kasus : 
1. Studi kasus 1 

Suatu toko kamera menyimpan model kamera tertentu yang bisa dipesan mingguan. Misalkan D1, D2, 
... menggambarkan permintaan kamera ini (jumlah unit yang akan terjual jika persediaannya tidak habis) 
selama minggu pertama, minggu kedua, dan seterusnya.  Diasumsikan bahwa Di adalah variabel acak 
terdistribusi independen dan identik yang memiliki distribusi Poisson dengan rata-rata 1. Misalkan X0 
mewakili jumlah kamera yang ada sejak awal, ଵܺ jumlah kamera yang ada pada akhir minggu 1, ܺଶ jumlah 
kamera yang ada di penghujung minggu 2, dan seterusnya. Asumsikan bahwa ܺ  = 3.  Pada Sabtu malam, 
toko tersebut memesan barang yang dikirimkan tepat pada waktunya untuk pembukaan toko berikutnya pada 
hari Senin. Toko menggunakan kebijakan pesanan berikut: Jika jumlah kamera di tangan pada akhir setiap 
minggu adalah 0 atau 1, dua kamera tambahan akan dipesan. Jika tidak, tidak akan ada pemesanan. Tentukan 
peluang steady-state dari rantai Markov ini. 

Dari studi kasus tersebut dapat ditentukan bahwa state dapat dimisalkan menjadi X, dengan ௧ܺ adalah 
jumlah kamera yang ada setelah pengiriman pada akhir minggu t.  Kemudian dapat dimisalkan Dt sebagai 
jumlah kamera yang diminta setelah pengiriman pada akhir minggu t.  Pada studi kasus ini terdapat 
ketentuan dimana jika jumlah kamera di tangan pada akhir setiap minggu adalah 0 atau 1, dua kamera 
tambahan akan dipesan. Jika tidak, tidak akan ada pemesanan.  Dalam hal ini ௧ܺ dapat dibuat dalam rumusan 
berikut 
 

௧ܺାଵ = ൜max( ௧ܺ + 2 (௧ିଵܦ− = 0
max( ௧ܺ − (௧ିଵܦ = 0 ൠ 

 
 

Untuk ܺ௧ = 1 ; ܺ௧  ≥2 
2 
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Selanjutnya akan dibentuk matriks probabilitas transisi sebagai berikut 
 

ܲ = 	 ൦

0,264 0,368
0,080 0,184
0,264 0,368
0,080 0,184

0,368 0
0,368 0,368
0,368 0
0,368 0,368

൪ 

 
Perlu diperhatikan jika jumlah kamera di tangan pada akhir setiap minggu adalah 0 atau 1, dua kamera 
tambahan akan dipesan. Jika tidak, tidak akan ada pemesanan. akan bernilai nol.  Adapun entri matriks yang 
bernilai nol di atas adalah ଵସ dan ଷସ karena tidak mungkin kamera dapat bertambah sesuai state tersebut. 
Selanjutnya akan dibuat persamaan steady-state sebagai berikut 
 

ߨ = ߨ	0,264	 + ଵߨ	0,368	 +  ଶߨ	0,368	
ଵߨ = ߨ	0,080	 + ଵߨ	0,184	 + ଶߨ	0,368	 +  ଷߨ	0,368	
ଶߨ = ߨ	0,264	 + ଵߨ	0,368	 +  ଶߨ	0,368	
ଷߨ = ߨ	0,080	 + ଵߨ	0,184	 + ଶߨ	0,368	 +  ଷߨ	0,368	
1 = 	 ߨ + ଵߨ	 + ଶߨ +  ଷߨ
 

Dengan menyelesaikan persamaan tersebut, didapatkan solusi yaitu 
 
 ଶ = 0,368ߨ    = 0,182ߨ
 ଷ = 0,165ߨ   ଵ = 0,285ߨ
 

Dari penyelesaian tersebut, maka didapatkan kesimpulan peluang pemesanan kamera tambahan sejumlah 0, 
1, 2, dan 3 kamera berturut-turut adalah 0,182; 0,285; 0,368; dan 0,165, dengan peluang pemesanan kamera 
tambahan paling besar adalah pada saat minggu ke 2. 
 
2. Studi Kasus 2 

Perhatikan masalah persediaan darahyang dihadapi RSUD berikut. 
Ada kebutuhan golongan darah yang langka, yaitu, tipe AB, Rhesus darah negatif. Permintaan D (dalam 
kantong) selama periode 3 hari diberikan sebagai berikut. 

ܦ}ܲ = 0} = ܦ}ܲ   0,4 = 2} = 0,2 
ܦ}ܲ = 1} = ܦ}ܲ   0,3 = 3} = 0,1 

 
Perhatikan bahwa permintaan yang diharapkan adalah 1 kantong, karena E(D) = 0.3(1)+0.2(2)+0.1(3) = 1. 
Misalkan ada 3 hari antara pengiriman, rumah sakit mengusulkan kebijakan menerima 1 kantong di setiap 
pengiriman dan menggunakan darah yang lebih awal dahulu. Jika lebih banyak darah yang dibutuhkan ada di 
tangan, akan dibuat pengiriman darurat yang mahal. Darah dibuang jika masih di penyimpanan setelah 21 
hari. Perhatikan state sistem sebagai jumlah kantong darah di persediaan tepat setelah pengiriman. Karena 
terdapat kebijakan kantong darah dibuang, kemungkinan state terbesar adalah 7.Tentukan peluang steady-
state dari rantai Markov ini. 

Dari studi kasus tersebut dapat ditentukan bahwa state dapat dimisalkan menjadi X, dengan ௧ܺ 
adalah jumlah kantong darah yang ada setelah pengiriman pada periode t.  Kemudian dapat dimisalkan Dt 
sebagai jumlah kantong darah yang diminta setelah pengiriman pada periode t.  Pada studi kasus ini terdapat 
ketentuan dimana kantong darah akan dibuang jika tidak digunakan dalam 21 hari, dengan periode 
pengiriman setiap tiga hari sekali, maka kemungkinan state paling besar adalah 7. Dalam hal ini ܺ௧  dapat 
dibuat dalam rumusan berikut, 
 

௧ܺାଵ= { max ( ௧ܺ  ௧ ) = 0ܦ – 1 + 
 
Selanjutnya akan dibentuk matriks probabilitas transisi sebagai berikut. 
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ܲ = 	

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
0,6 0,4	0,0 0,0 0,00,0 0,0 0,0
0,3 0,3
0,1 0,2

0,4 0,0 0,0
0,3 0,4 0,0

0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0

0,0 0,1
0,0 0,0

0,2 0,3 0,4
0,1 0,2 0,3

0,0 0,0 0,0
0,4 0,0 0,0

0,0 0,0
0,0 0,0

0,0 0,1 0,2
0,0 0,0 0,1

0,3 0,4 0,0
0,2 0,7 0,0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 
Perlu diperhatikan berdasarkan rumusan diatas bahwa khusus entri dari matriks transisi dimana jika jumlah 
kantong darah yang tersedia pada periode berikutnya lebih banyak daripada periode sebelumnya dengan 
selisih lebih dari satu, maka jumlah permintaan barang akan bernilai minus.  Akibatnya peluangnya akan 
bernilai nol.  Adapun entri matriks yang memenuhi kriteria di atas adalah ଵ sampai ଵଷ, ଶ sampai ଶଷ, 
ସ ,ଷସ ଷ sampai  ହ. Selain itu, khusus untuk entri matriks dimana berdasarkan rumusan diatas ସ, dan ,
yang mengharuskan jumlah permintaan kantong darah lebih dari sama dengan empat [ P (D ≥ 4) ], maka 
peluangnya akan bernilai nol.  Adapun entri matriks yang memenuhi kriteria tersebut adalah ସଵ, ହଵ, ହଶ, 
 ସ ଵ sampai ,ଷ ଵ sampai

 
Selanjutnya akan dibuat persamaan steady-state sebagai berikut 

 
ଵߨ = ଵߨ	0,6	 +  ଶߨ	0,4	
ଶߨ = ଵߨ	0,3	 + ଶߨ	0,3	 +  ଷߨ	0,4	
ଷߨ = ଵߨ	0,1	 + ଶߨ	0,2	 + ଷߨ	0,3	 +  ସߨ	0,4
ସߨ = ଶߨ	0,1	 + ଷߨ	0,2	 + ସߨ	0,3	 +  ହߨ	0,4	
ହߨ = ଷߨ	0,1	 + ସߨ	0,2	 + ହߨ	0,3	 +  ߨ	0,4	
ߨ = ସߨ	0,1	 + ହߨ	0,2	 + ߨ	0,3	 +  ߨ	0,4	
ߨ = ହߨ	0,1	 + ߨ	0,2	 +  ߨ	0,7	
1 = 	 ଵߨ + ଶߨ	 + ଷߨ + ସߨ + ହߨ	 + ߨ	 +  ߨ	

 
Dengan menyelesaikan persamaan tersebut, didapatkan solusi yaitu 

 
 ଷ = 0,134ߨ   ଵ = 0,134ߨ
 ସ = 0,178ߨ   ଶ = 0,134ߨ
  = 0,174ߨ   ହ = 0, 141ߨ
  = 0,130ߨ

 
Dari penyelesaian tersebut, maka didapatkan kesimpulan peluang kantong darah dibuang dalam periode tiga 
hari pertama hingga ketujuh tidak terlalu besar, yang artinya kantong darah tersebut selalu digunakan. 
 

3. Studi Kasus 3 
Lihat kembali studi kasus pertama dengan peluang sebagai berikut 

ܦ}ܲ = 0} = ܦ}ܲ   0,25 = 2} = 0,25 
ܦ}ܲ = 1} = ܦ}ܲ   0,5 = 3} = 0 

 
Kebijakan pemesanan sekarang diubah untuk memesan hanya 2 kamera di akhir minggu jika tidak ada stok. 
Seperti studi kasus pertama, tidak ada pesananditempatkan jika ada kamera dalam persediaan. Asumsikan 
bahwa ada satukameradalam stok pada saat itu (akhir minggu) kebijakan ditetapkan.Tentukan peluang 
steady-state dari rantai Markov ini. 
 
 
Dari studi kasus tersebut dapat ditentukan bahwa state dapat dimisalkan menjadi X, dengan ௧ܺ adalah 
jumlah kamera yang ada setelah pengiriman pada akhir minggu t.  Kemudian dapat dimisalkan Dt sebagai 
jumlah kamera yang diminta setelah pengiriman pada akhir minggu t.  Pada studi kasus ini terdapat 
ketentuan dimana jika jumlah kamera di tangan pada akhir setiap minggu adalah 0 atau 1, dua kamera 
tambahan akan dipesan. Jika tidak, tidak akan ada pemesanan.  Dalam hal ini Xt dapat dibuat dalam rumusan 
berikut. 

 
௧ܺାଵ= { max ( ௧ܺ  ( ௧ܦ – 1 + 
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Selanjutnya akan dibentuk matriks probabilitas transisi sebagai berikut. 
 

ܲ = 	 
0,25 0,50
0,75 0,25
0,25 0,50

0,25
0

0,25
൩ 

 
Perlu diperhatikan berdasarkan rumusan diatas bahwa toko hanya memesan hanya 2 kamera di akhir minggu 
jika tidak ada stok. Seperti studi kasus pertama, tidak ada pesananditempatkan jika ada kamera dalam 
persediaan.  Terdapat satukamera dalam stok pada saat itu (akhir minggu) kebijakan ditetapkan.  Adapun 
entri matriks yang tidak memenuhi kriteria di atas adalah ଶଶ karena tidak memenuhi persyaratan yang 
ditetapkan oleh toko. 
 
Selanjutnya akan dibuat persamaan steady-state sebagai berikut 

 
ߨ = ߨ	0,25	 + ଵߨ	0,50	 +  ଶߨ	0,25	
ଵߨ = ߨ	0,75	 +  ଵߨ	0,25	
ଶߨ = ߨ	0,25	 + ଵߨ	0,50	 +  ଶߨ	0,25	
1 = 	 ߨ + ଵߨ	 +  ଶߨ
 

Dengan menyelesaikan persamaan tersebut, didapatkan solusi persamaan yaitu 
 
 ଶ = 0,15ߨ   = 0,45ߨ
   ଵ = 0,40ߨ

 
Dari penyelesaian tersebut, maka didapatkan kesimpulan peluang kamera dipesan kembali hanya 2 kamera 
ketika masih terdapat stok barang secara berturut-turut yaitu 0,45; 0,40; dan 0,15 untuk minggu awal, 
minggu pertama dan kedua. 
 
 
4. Kesimpulan 

Kesimpulan yang dapat diambil dari penelitian ini adalah bahwa proses Markov dapat digunakan 
sebagai solusi untuk menghitung peluang stok barang yang akan diambil dengan memanfaatkan jumlah 
barang yang ada pada saat ini. 
Adapun dari tiga studi kasus yang telah dibahas, didapatkan hasil sebagai berikut: 
1. Pada studi kasus pertama, dari penyelesaian tersebut, didapatkan kesimpulan peluang pemesanan kamera 

tambahan sejumlah 0, 1, 2, dan 3 kamera berturut-turut adalah 0,182; 0,285; 0,368; dan 0,165, dengan 
peluang pemesanan kamera tambahan paling besar adalah pada saat minggu ke 2. 

2. Pada studi kasus kedua, dari penyelesaian tersebut, didapatkan kesimpulan peluang kantong darah 
dibuang dalam periode tiga hari pertama hingga ketujuh tidak terlalu besar, yang artinya kantong darah 
tersebut selalu digunakan. 

3. Pada studi kasus ketiga, dari penyelesaian tersebut, didapatkan kesimpulan peluang kamera dipesan 
kembali hanya 2 kamera ketika masih terdapat stok barang secara berturut-turut yaitu 0,45; 0,40; dan 
0,15 untuk minggu awal, minggu pertama dan kedua 
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ABSTRAK 

 
Salah satu bidang kajian yang berada pada matematika adalah bidang analisis. Dalam 
bidang ini, konsep ruang barisan termasuk yang sering dibicarakan. Pada ruang barisan 
sebagai salah satu konsep yang ada di bidang analisis, membahas tentang ruang barisan 
yang dimana݈ஶ	adalah koleksi ruang barisan yang	ݑݏஹଵ	|ݔ| < 	∞	, ܿ	adalah koleksi 
barisan bilangan yang konverken ke-0, c adalah koleksi semua barisan yang konvergen dan 
݈ adalah ∑ |ஶݔ|

ୀଵ
p <∞. Ruang barisan sendiri merupakan ruang yang isinya barisan 

sedangkan barisan sendiripun merupakan suatu fungsi yang domainnya bilangan asli yang 
bernilai real. Dalam Penelitian ini akan dikonstruksikan ruang barisan selisih pada ruang 
barisan ݈ଷ/ଶ dengan norma tertentu. Pada penelitian ini akan menunjukan sifat ruang barisan 
selisih ݈ଷ/ଶ , ݈ଷ/ଶ (∆), ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) adalah ruang barisan terbatas, kovergen dan merupakan ruang 
banach. Selanjutnya dari penelitian ini sendiri akan menunjukan bahwa ruang barisan selisih 
݈ଷ/ଶ(∆ଶ) merupakan ruang banach. 

 
Kata kunci: Ruang Bernorm, Ruang Barisan Selisih,  Ruang Banach. 
 

 
1. Pendahuluan  

Matematika merupakan ilmu pasti memiliki peranan penting dalam perkembangan maupun kemajuan 
sains dan teknologi. Beberapa teori pemikiran ahli matematika digunakan sebagai dasar pemikiran, 
perhitungan dalam pengambilan keputusan. Oleh karena itu, perkembangan ilmu matematika sangat 
dibutuhkan. 

Salah satu bidang kajian matematika adalah bidang analisis. Bidang ini merupakan bagian dari 
matematika. Dalam bidang ini, konsep ruang barisan termasuk yang dibicarakan. Pada ruang barisan sebagai 
salah satu konsep yang ada di bidang analisis, membahas tentang ruang barisan yang dimana݈ஶ	adalah 
koleksi ruang barisan yang	ݑݏஹଵ	|ݔ| < 	∞	, ܿ	adalah koleksi barisan bilangan yang konverken ke-0, c 
adalah koleksi semua barisan yang konvergen dan ݈ adalah ∑ |ஶݔ|

ୀଵ
p <∞. Kemudian dari pemikiran dasar 

tersebut digunakan oleh Colak R. (1995), dengan menambahkan sebuah kondisi kedalam ruang barisan 
tersebut sehingga menjadi ruang barisan ݈ஶ(∆), c(∆), c(∆)	, dan	݈(∆) (Colak, 1945). Dari pemikiran 
tersebut penulis mencoba mempelajari lebih dalam tentang salah satu ruang barisan, yaitu barisan ݈ଷ/ଶ(∆ଶ). 
 
2. Metode Penelitian 

Metode-metode yang digunakan untuk menunjukan Ruang Barisan Selisih ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) ini adalah metode 
studi literatur dengan diawali studi sejumlah konsepan tentang barisan, ruang bernorm, ruang barisan selisih 
dan ruang banach. Kemudian langkah penelitian ini selanjutnya akan dilakukan denag diantaranya sebagai 
berikut: 

1. Menunjukan bahwa ruang ݈ଷ/ଶ, adalah ruang barisan terbatas, konvergen, dan merupakan ruang 
Banach 

2. Menunjukan bahwa ruang ݈ଷ/ଶ(∆),ruang barisan terbatas, konvergen, dan merupakan ruang Banach 
3. Menunjukan bahwa ruang ݈ଷ/ଶ(∆ଶ), ruang barisan terbatas, konvergen, dan merupakan ruang 

Banach 
 

3. Hasil Dan Pembahasan 
Diketahui rumus umum ruang barisan selisih: 

∆ݔ = {∆ݔ} = ൝(−1)


ୀ

ቀ
݉
݅
ቁݔାିൡ 
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sebelumnya akan ditunjukan terlebih dahulu sifat sifat ruang barisan ݈ଷ/ଶ, dan	݈ଷ/ଶ(∆) ruang bernorm, 
konvergen dan merupakan ruang banach. 

Sebelumnya perhatikan bahwa untuk (ℝ,‖. ‖) dengan  ‖ݔ‖ = ,	|ݔ| 	ݔ	∀ ∈ 	ℝ , merupakan ruang 
Banach, artinya untuk setiap barisan Cauchy {ݔ} ⊂ 	ℝ, selalu konvergen, yaitu untuk setiap bilangan real 
ߝ > 0,  terdapat bilangan asli ݊ sehingga untuk setiap dua bilangan asli  ݉,݊	 dengan  ݉, ݊	 ≥ ݊ berlaku 

ݔ‖ − ‖ݔ <  .ܧ
Selanjutnya akan dibuktikan  

݈ଷ/ଶ = ൜	ݔ = |{ݔ} |ଷ/ଶݔ|
ஶ

ୀଵ
< ∞ൠ 

dengan ‖ݔ‖ = ൫∑ |ଷ/ଶஶݔ|
ୀଵ ൯

భ
య/మ merupakan ruang Banach. 

Akan ditunjukkan bahwa ‖ݔ‖ = ൫∑ |ଷ/ଶஶݔ|
ୀଵ ൯

భ
య/మ merupakan norma pada ݈ଷ/ଶ adalah sebagai berikut: 

(I). ‖ݔ‖ = ൫∑ |ଷ/ଶஶݔ|
ୀଵ ൯

భ
య/మ > 0 untuk setiap ݔ = (ݔ) ∈ ݈ଷ/ଶ 

      Karena untuk setiap bilangan mutlak selalu lebih besar sama dengan 0. 
‖ݔ‖ = supୀଵ|ݔ| = 0 jika dan hanya jika ݔ = 0 untuk setiap   ݅ = 1,2, …. atau (ݔଵ,ݔଶ, … ) = (0,0, … ) , 
yaitu ݔ = 0ത  
 

(II). ‖ݔߙ‖ = ൫∑ |ଷ/ଶஶݔ|
ୀଵ ൯

భ
య/మ = ൛∑ |ߙ|) + 	 |)ଷ/ଶஶݔ|

ୀଵ ൟ
భ
య/మ 

∑}|ߙ| =    |ଷஶݔ|
ୀଵ }

భ
య/మ 

 ‖ݔ‖ . |ߙ| =   
 

(IV).‖ݔ + ‖ݕ = 	 ൫∑ ݔ| + |ஶݕ
ୀଵ

ଷ/ଶ൯
భ
య/మ ≤ ൫∑ ݔ|) + |)ஶݕ

ୀଵ
ଷ/ଶ൯

భ
య/మ 

= ൝|ݔ|ଷ/ଶ
ஶ

ୀଵ

ൡ

భ
య/మ

+ ൝|ݕ|ଷ/ଶ
ஶ

ୀଵ

ൡ

భ
య/మ

 

= ‖ݔ‖ +  ‖ݕ‖

Terbukti ‖ݔ‖ = ൫∑ |ଷ/ଶஶݔ|
ୀଵ ൯

భ
య/మ merupakan norma pada ݈ଷ/ଶ 

 
Selanjutnya akan ditunjukan ݈ଷ/ଶ merupakan ruang barisan yang lengkap. 
a) Diambil sebarang bilangan Chauchy ݔ() = ቄݔ

()ቅ ⊂ ݈ଷ/ଶ	dengan  

ଵݔ = ൫ݔଵ
(ଵ),ݔଵ

(ଶ),ݔଵ
(ଷ), … ଵ()ݔ	 … ൯ 

ଶݔ = ൫ݔଶ
(ଵ),ݔଶ

(ଶ),ݔଶ
(ଷ), … ଶ()ݔ	 … ൯ 

ଷݔ = ൫ݔଷ
(ଵ),ݔଷ

(ଶ),ݔଷ
(ଷ), … ଷ()ݔ	 … ൯ 

⋮ 
ݔ = ൫ݔଵ

(),ݔଶ
(), ଷݔ

(), … ଵ()ݔ	 … ൯ 
sehingga diperoleh 

()ݔ = ቄݔ
()ቅ = ൫ݔଵ

(), ଶݔ
(),ݔଷ

(), …  ()൯ݔ	…

()ݔ = ቄݔ
()ቅ = ൫ݔଵ

() ଶݔ,
(),ݔଷ

(), … …  ()൯ݔ	
()ݔ,()ݔ ⊂ ݈ଷ/ଶ ⟺ ൛ݔ()ൟ, ൛ݔ()ൟ ⊂ ݈ଷ/ଶ sebab; 
Untuk setiap 0 <ߝ terdapat bilangan asli ݊ sehingga untuk setiap dua bilangan m, n≥ ݊ berlaku: 

ฮݔ() − ()ฮݔ
ଷ/ଶ<ߝ 

Diketahui bahwa 
൫ݔ() − ଵ()ݔ()൯=൫ݔ − ଶ()ݔ,ଵ()ݔ − ଷ()ݔ,ଶ()ݔ − ,ଷ()ݔ . . ()ݔ. −  ()൯ݔ

ฮݔ() − ()ฮݔ
ଷ/ଶ<ߝ atau 

หݔଵ
() − ଵݔ

()ห + ൜∑ ݔ| + |ஶݕ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<ఌ

ଶ
 

→ หݔଵ
() − ଵݔ

()ห<ఌ
ଶ
 dan ൜∑ ݔ| + |ஶݕ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<ఌ

ଶ
 

Untuk setiap m, n≥ ݊ hal ini berakibat: 
()ݔ −  () untuk setiap kݔ
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Atau diperoleh untuk setiap k barisan ൛ݔ()ൟ merupakan barisan bilangan Cauchy. Jadi untuk setiap k 
barisan ൛ݔ()ൟ konvergen. Katakanlah konvergen ݔ atau, lim→ஶ ݔ

() = ݔ ݑܽݐܽ lim→ஶหݔ
() −

หݔ = 0 
 

Dibentuk barisan ݔ =  mengingat (a) diperoleh	,{ݔ}

ฮݔ() − ()ฮݔ
ଷ/ଶ = ଵݔ| − |ଵݔ + ൜∑ ݔ| + |ஶݕ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<ఌ

ଶ
 

     = lim→ஶหݔଵ
() − ଵ()ห + limݔ

→ஶ
൜∑ ݔ| + |ஶݕ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<ఌ

ଶ
+ ఌ

ଶ
 

Jadi barisan ൛ݔ()ൟ konvergen ke ݔ. 
Selanjutnya ‖ݔ‖ଷ/ଶ = ฮݔ − ()ݔ + ()ฮݔ

ଷ/ଶ ≤ ฮݔ − ()ฮݔ
ଷ/ଶ + ‖ଷ/ଶݔ‖ … … … … 	(ܾ) 

Jadi, terbukti barisan chauchy ൛ݔ()ൟ ⊂ ݈ଷ/ଶ konvergen ke ݔ = {ݔ} ∈ ݈ଷ/ଶ. Dengan kata lain ݈ଷ/ଶ merupakan 
ruang  
banach. 
 
Akan ditunjukan ruang barisan ݈ଷ/ଶ(∆) merupakan ruang banach terhadap norma ‖ݔ‖(∆	,యమ) = |ݔଵ| + ‖∆௫‖ଷ 

dengan 
ݔ∆ {ݔ∆}	−	 = ାଵݔ} −  {ݔ

Akan ditunjukan ݈ଷ/ଶ (∆) merupakan ruang linier, sebab untuk setiap ݔ, ݕ ∈ ݈ଷ/ଶ (∆) ↔ ݕ∆ ,ݔ∆ ∈ ݈ଷ/ଶ 

↔ ൜∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   = ൜∑ ାଵݔ| − |ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ dan ൜∑ |ஶݕ∆|

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   = ൜∑ ାଵݕ| − |ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ 

Maka ∆ ( ݔ + ݕ ) = ∆ݔ + ∆ݕ ∈ ݈ଷ/ଶ ↔ ൜∑ ݔ∆| − |ஶݕ∆
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

      = ൛∑ (ݔ	−	ାଵݔ)| + ଷ/ଶஶ|(ݕ	−	ାଵݕ)
ୀଵ ൟ

భ
య/మ 

      = ൜∑ ାଵݔ)| − )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   + ൜∑ ାଵݕ)| − )|ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ 

      = ൜∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   +  ൜∑ |ஶݕ∆|

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ 

Jadi ݔ + ݕ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆)                                                                                                                                      (1) 
 
Untuk setiap skalar ߙ dan ݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆) diperoleh ݔߙ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆) 

{ݔߙ∆} = (ݔ∆)∆ ↔ ൜∑ ାଵݔ)ߙ| − )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ 

    = ൜∑ ାଵݔ)||ߙ| − )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ߙ| =     ൜∑ ାଵݔ)| − )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ߙ| =     ൜∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ .                                                                        (2) 

Dari persamaan (1) dan (2) terbukti bahwa ݈ଷ/ଶ(∆) ruang linier. 
 
Selanjutnya akan ditunjukan ruang barisan ݈ଷ/ଶ(∆) merupakan ruang bernorma terhadap norm ‖. ‖(∆	,యమ) 

‖. ‖(∆	,యమ) = 	 ∑ଵ| + ൜ݔ| |ஶݔ|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

( ଵܰ) Untuk setiap ݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆) 

‖. ‖(∆	,యమ) = ∑ଵ| + ൜ݔ| |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ∑ଵ| + ൜ݔ| =   ାଵݔ)| − )|ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ≥ 0 

‖. ‖(∆	,యమ) = 0 ↔ ∑ଵ| + ൜ݔ| |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   = ൜∑ ାଵݔ)| − )|ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ≥ 0 

 
↔ ାଵݔ)| ଵ| = 0 danݔ| − |(ݔ = 0	untuk setiap k 
↔ ଵݔ| ଵ| = 0 danݔ| ଷݔ| ,ଶ| = 0ݔ	−  ... ... ,ଶ| = 0ݔ	−
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↔ ↔ ଷ = 0ݔ ,ଶ = 0ݔ ,ଵ = 0ݔ ଶݔ = ଵݔ = ,ଷݔ … … = 0 
ݔ = 	 {0} = 0෨  
 
 
( ଶܰ) Untuk setiap ߙ skalarݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆)	↔ ݔ∆ ∈ ݈ଷ/ଶ 

								↔ ∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మ = ∑ ାଵݔ)| − )|ஶݔ

ୀଵ

య
మ<∞ 

 

Jadi ‖∆ݔ‖(∆	,యమ) = |ݔߙଵ| + ‖∆ݔߙ‖(యమ)= |ݔߙଵ| + 	 ൜∑ ାଵݔ)||ߙ| − )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ 

|ߙ| + |ଵݔ| + |ߙ| =     ൜∑ ାଵݔ)| − )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ଵݔ|൭|ߙ| =     	+ 	 ቀ∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మቁ

భ
య/మ
൱ 

|ߙ| =     ൬|ݔଵ| 	+ 	  ‖(యమ)൰ݔߙ∆‖

 ,యమ)	‖(∆ݔ‖|ߙ| =

 
( ଷܰ) Untuk setiapݔ,ݕ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆)	↔ ݕ∆,ݔ∆ ∈ ݈ଷ/ଶ 

 ↔	൜∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ∞ dan ൜∑ |ஶݕ∆|

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ∞ 

Jika ‖ݔ + ଵݔ| =  ,యమ)	‖(∆ݕ + ∑ଵ| + ൜ݕ	 ݔ)∆| − )|ஶݕ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

																																															≤ ∑ଵ| + ൜ݕ| + |ଵݔ| |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   + ൜∑ |ஶݕ∆|

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ଵݔ| = + ൜∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ∑ଵ| + ൜ݕ| +    |ஶݕ∆|

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

 (యమ)‖ݕ∆‖ + |ଵݕ| +  (యమ)‖ݔ∆‖ + |ଵݔ| =

 (యమ,∆)‖ݕ∆‖ +  ‖(∆,యమ)ݔ‖ =

Dari ଵܰ, ଶܰ dan ଷܰ benar bahwa ݈ଷ/ଶ(∆) merupakan ruang bernorma. 
 
Selanjutnya akan ditunjukan ݈ଷ/ଶ(∆) merupakan lengkap.Diambil sebarang bilangan Chauchy ൛ݔ()ൟ ⊂
݈య
మ
(∆)dengan  

ଵݔ∆ = ൫∆ݔଵ
(ଵ),∆ݔଵ

(ଶ),∆ݔଵ
(ଷ), … ଵݔ∆	

()൯ 
ଶݔ∆ = ൫∆ݔଶ

(ଵ),∆ݔଶ
(ଶ),∆ݔଶ

(ଷ), … ଶݔ∆	
()൯ 

ଶݔ∆ = ൫∆ݔଷ
(ଵ),∆ݔଷ

(ଶ),∆ݔଷ
(ଷ), … ଷݔ∆	

()൯ 
⋮ 

ݔ∆ = ൫∆ݔଵ
(),∆ݔଶ

(),∆ݔଷ
(), … ଵݔ∆	

() … ൯ 
Sehingga	diperoleh 

()ݔ∆ = ቄ∆ݔ
()ቅ = ൫∆ݔଵ

(),∆ݔଶ
() ଷݔ∆,

(), … …  ()൯ݔ∆	

()ݔ∆ = ቄ∆ݔ
()ቅ = ൫∆ݔଵ

() ଶݔ∆,
(),∆ݔଷ

(), … …  ()൯ݔ∆	
()ݔ∆,()ݔ∆ ⊂ ݈ଷ/ଶ ⟺ ൛∆ݔ()ൟ, ൛∆ݔ()ൟ ⊂ ݈ଷ/ଶ sebab; 

Untuk setiap 0 <ߝ terdapat bilangan asli ݊ sehingga untuk setiap dua bilangan m, n≥ ݊ berlaku: 
ฮݔ() − ()ฮݔ

ଷ/ଶ<ߝ 
 

Diketahui bahwa 
൫∆ݔ() − ଵ()ݔ∆()൯=൫ݔ∆ − ଶ()ݔ∆,ଵ()ݔ∆ − ଷ()ݔ∆,ଶ()ݔ∆ − ,ଷ()ݔ∆ . . ()ݔ∆. −  ()൯ݔ∆

Sehingga, 

ฮݔ() − ()ฮݔ
(∆,యమ) = ൜∑ ห∆(ݔ() − ())หஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ <  ߝ

Jadi, jika diberikan bilangan ߝ < 0 terdapat bilangan asli ݊	ߝ	ܰ sehingga untuk setiap dua bilangan m, n 
≥	݊ benar bahwa 
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ฮݔ() − ()ฮݔ
(∆,యమ) < ଵݔatau ห ߝ	

() − ଵݔ
()ห +൜∑ ห∆(ݔ() − ())หஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ఌ

ଶ
 

 → หݔଵ
() − ଵݔ

()ห < ఌ
ଶ
 dan ൜∑ ห∆(ݔ() − ())หஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ఌ

ଶ
 

Berdasarkan persamaan diatas, hal ini berakibat untuk setiap m, n ≥	݊ benar bahwa: 
൛∆ݔ()ൟ =หݔାଵ() − ()หݔ <  barisan chaucy untuk setiap k ߝ
(a) ∆ݔଵ() = ൛ݔଶ() −  .ଵ()ൟ barisan bilagan chauchyݔଶ()ൟ - ൛ݔଵ()ൟ = ൛ݔ

Jadi ada ݔଵ sehingga ൛ݔଵ()ൟ  konvergen ke ݔଵ dan ൛ݔଶ()ൟ barisan bilangan chaucy. Jadi ada bilangan ݔଶ 
sehingga ൛ݔଶ()ൟ konvergen ke ݔଶ 
hal ini berakibat: 

൛∆ݔଶ()ൟ = ൛ݔଶ() − ଶݔ ଵ()ൟ konvergen keݔ −  ଵݔ
lim
→ஶ

൛ݔଶ() − ଶݔ = ଵ()ൟݔ −  ଵݔ
 

(b) ∆ݔଶ() = ൛ݔଷ() −  ଶݔ ଶ()ൟ konvergen keݔଶ()ൟ barisan bilagan chauchy. Karena ൛ݔଷ()ൟ - ൛ݔଶ()ൟ = ൛ݔ
maka ൛ݔଷ()ൟ konvergen ke ݔଷ 
hal ini berakibat  

൛∆ݔଶ()ൟ = ൛ݔଷ() − ଷݔ ଶ()ൟ konvergen keݔ −  ଶݔ
lim
→ஶ

൛ݔଷ() − ଷݔ = ଶ()ൟݔ −  ଶݔ
 

(c) Selanjutnya dianggap benar ൛ݔ()ൟ konvergen ke ݔ untuk setiap k=1,2,3,....m, ibuktikan ൛ݔିଵ()ൟ 
konvergen. Maka barisan ൛∆ݔିଵ

()ൟ = ൛ݔ() − ିଵݔ
()ൟ barisan chaucy. Karena ൛ݔିଵ

()ൟ dan 
൛ݔ()ൟ barisan bilangan chaucy yang konvergen ke ݔିଵ dan ݔ, maka ൛ݔ()ൟ barisan bilangan 
chaucy. Jadi ada bilangan ݔ sehingga ൛ݔ()ൟ konvergen ݔ dan ada ݔିଵ sehingga ൛ݔିଵ

()ൟ 
konvergen ke ݔିଵ 

 
Akan ditunjukan ݈ଷ/ଶ (∆ଶ) merupakan ruang linier, sebab: 
 untuk setiap ݔ, ݕ ∈ ݈ଷ/ଶ (∆ଶ) ↔ ∆ଶݔ, ∆ଶݕ ∈ ݈ଷ/ଶ 

↔ ൜∑ |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   = ൜∑ ାଶݔ| − |ஶݔ2

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ dan ൜∑ |∆ଶݕ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  = ൜∑ ାଶݕ| + ାଵݕ2 + |ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ 

Maka ∆ଶ ( ݔ + ݕ ) = ∆ଶݔ + ∆ଶݕ ∈ ݈ଷ/ଶ ↔ ൜∑ |∆ଶݔ − ∆ଶݕ|ஶ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

      = ൛∑ ାଵݔ2	−	ାଶݔ)| + (ݔ + ାଵݕ2	−	ାଶݕ) + )|ଷ/ଶஶݕ
ୀଵ ൟ

భ
య/మ 

      = ൜∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)| + )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   + ൜∑ ାଵݕ2	ାଶ−ݕ)| + )|ஶݕ	

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

      = ൜∑ |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   +  ൜∑ |∆ଶݕ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞ 

Jadi ∆ଶ(	ݔ + ݕ	) = 	 ∆ଶݔ + ∆ଶݕ 	∈ ݈ଷ/ଶ(∆)                                                                                                        (3) 
 
Untuk setiap skalar ߙ dan ݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) diperoleh ݔߙ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) sebab: 

∆ଶ(ݔߙ) = {∆ଶݔߙ} ↔ ൜∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)ߙ| + )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ 

    = ൜∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)||ߙ| + )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ߙ| =     ൜∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)| + )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ߙ| =     ൜∑ |ஶݔ∆|
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<∞                                                                        (4) 

Dari persamaan (3) dan (4) terbukti bahwa ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) ruang linier. 
 

Selanjutnya akan ditunjukan ruang barisan ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) merupakan ruang bernorma terhadap norm ‖. ‖(∆	,యమ) 
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‖. ‖(∆మ	,
య
మ) = 	 ∑ଵ| + ൜ݔ| |∆ଶݔ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

 
( ଵܰ) Untuk setiap ݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) 

‖. ‖(∆మ	,
య
మ) = ∑ଵ| + ൜ݔ| |∆ଶݔ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

∑ଵ| + ൜ݔ| =     ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)| + )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ≥ 0 

‖. ‖(∆మ	,
య
మ) = 0 ↔ ∑ଵ| + ൜ݔ| |ஶݔ∆|

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

∑ଵ| + ൜ݔ| =     ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)| + )|ஶݔ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ≥ 0 

 
↔ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)| ଵ| = 0 danݔ| + |(ݔ = 0	untuk setiap k 
↔ ଷݔ| ଵ| = 0 danݔ| ଶݔ	− + ସݔ| ,ଵ| = 0ݔ ଷݔ	− +  ... ... ,ଶ| = 0ݔ
↔ ↔ ଷ = 0ݔ ,ଶ = 0ݔ ,ଵ = 0ݔ ଶݔ = ଵݔ = ,ଷݔ … … = 0 
ݔ = 	 {0} = 0෨  
 
( ଶܰ) Untuk setiap ߙ skalarݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ)	↔ ∆ଶݔ ∈ ݈ଷ/ଶ 

								↔ ∑ |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మ = ∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ| + |ஶݔ

ୀଵ

య
మ<∞ 

 

Jadi ‖ݔߙ‖(∆మ	,
య
మ) = |ݔߙଵ| + ‖∆ݔߙ‖(యమ) = |ݔߙଵ| + 	 ൜∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)||ߙ| + )|ஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ߙ| + |ଵݔ||ߙ| =      ൜∑ ାଵݔ2	ାଶ−ݔ)| + )|ஶݔ	
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

|ଵݔ|൭|ߙ| =      	+ 	 ቀ∑ |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మቁ

భ
య/మ
൱ 

|ߙ| =      ൬|ݔଵ| 	+ 	 ‖∆ଶݔߙ‖(యమ)൰ 

,	‖(∆మݔ‖|ߙ| =
య
మ) 

 
( ଷܰ) Untuk setiapݔ,ݕ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ)	↔ ∆ଶݔ,∆ଶݕ ∈ ݈ଷ/ଶ 

 ↔	൜∑ |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ∞ dan ൜∑ |∆ଶݕ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ∞ 

Jika ‖ݔ + ,	‖(∆మݕ
య
మ)  = |ݔଵ + ∑ଵ| + ൜ݕ	 |∆ଶ(ݔ − )|ஶݕ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

																																															≤ ∑ଵ| + ൜ݕ| + |ଵݔ| |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ   + ൜∑ |∆ଶݕ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ 

|ଵݔ| = + ൜∑ |∆ଶݔ|ஶ
ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ ∑ଵ| + ൜ݕ| +    |∆ଶݕ|ஶ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ  

 (యమ)‖ݕଵ| + ‖∆ଶݕ| +  (యమ)‖ݔଵ| + ‖∆ଶݔ| =

 (మ,యమ∆)‖ݕ∆‖ +  ‖(∆మ,యమ)ݔ‖ =

Dari ଵܰ, ଶܰ dan ଷܰ benar bahwa ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) merupakan ruang bernorma. 
 
Selanjutnya akan ditunjukan ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) merupakan lengkap. 
Diambil sebarang bilangan Chauchy ൛ݔ()ൟ ⊂ ݈య

మ
(∆ଶ)dengan  

∆ଶݔଵ = ൫∆ଶݔଵ
(ଵ),∆ଶݔଵ

(ଶ),∆ଶݔଵ
(ଷ), …	∆ଶݔଵ

()൯ 
∆ଶݔଶ = ൫∆ଶݔଶ

(ଵ),∆ଶݔଶ
(ଶ),∆ଶݔଶ

(ଷ), …	∆ଶݔଶ
()൯ 

∆ଶݔଶ = ൫∆ଶݔଷ
(ଵ),∆ଶݔଷ

(ଶ),∆ଶݔଷ
(ଷ), …	∆ଶݔଷ

()൯ 
⋮ 

∆ଶݔ = ൫∆ଶݔଵ
(),∆ଶݔଶ

(),∆ଶݔଷ
(), … 	∆ଶݔଵ

() … ൯ 
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Sehingga	diperoleh 
∆ଶݔ() = ቄ∆ଶݔ

()ቅ = ൫∆ଶݔଵ
(),∆ଶݔଶ

(),∆ଶݔଷ
(), … … 	∆ଶݔ()൯ 

∆ଶݔ() = ቄ∆ଶݔ
()ቅ = ൫∆ଶݔଵ

() ,∆ଶݔଶ
(),∆ଶݔଷ

(), … … 	∆ଶݔ()൯ 
∆ଶݔ(),∆ଶݔ() ⊂ ݈ଷ/ଶ ⟺ ൛∆ଶݔ()ൟ, ൛∆ଶݔ()ൟ ⊂ ݈ଷ/ଶ (∆ଶ)sebab; 

Untuk setiap 0 <ߝ terdapat bilangan asli ݊ sehingga untuk setiap dua bilangan m, n≥ ݊ berlaku: 
ฮݔ() − ()ฮݔ

(∆మଷ/ଶ)<ߝ 
 

Diketahui bahwa 
∆ଶ൫ݔ() − ଵ()ݔ()൯=∆ଶ൫ݔ∆ − ଶ()ݔ∆,ଵ()ݔ∆ − ଷ()ݔ∆,ଶ()ݔ∆ − ,ଷ()ݔ∆ . . ()ݔ∆. −  ()൯ݔ∆

sehingga, 

ฮݔ() − ()ฮݔ
(∆మ,యమ) = ൜∑ ∆ଶหݔ() − ()หஶݔ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ <  ߝ

Jadi, jika diberikan bilangan ߝ < 0 terdapat bilangan asli ݊	ߝ	ܰ sehingga untuk setiap dua bilangan m, n 
≥	݊ benar bahwa 

ฮݔ() − ()ฮݔ
(∆మ,యమ)<

ఌ
ଶ
 atau หݔଵ

() − ଵݔ
()ห + ൜∑ |∆ଶ(ݔ − )|ஶݕ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ<ఌ

ଶ
 

→ หݔଵ
() − ଵݔ

()ห<ఌ
ଶ
 dan ൜∑ |∆ଶ(ݔ − )|ஶݕ

ୀଵ

య
మൠ

భ
య
మ < ఌ

ଶ
  

Berdasarkan persamaan diatas, hal ini berakibat untuk setiap m, n≥ ݊ hal ini benar bahwa: 
൛∆ଶݔ()ൟ = ൛ݔାଶ() − ାଵݔ2

() +   ()ൟ untuk setiap kݔ
 

(a) ∆ଶݔ() = ൛ݔଷ() − ଶݔ2
() + ଶݔଷ()ൟ - ൛2ݔଵ()ൟ = ൛ݔ

()ൟ + ൛ݔଵ()ൟbarisan bilangan chauchy. 
Jadi jika ada ݔଷ sehingga ൛ݔଷ()ൟ  konvergen ke ݔଷ dan jika ada ൛2ݔଶ

()ൟ sehingga 2ݔଶ kemudian jika ada 
൛ݔଵ()ൟ konvergen ke ݔଵ 
hal ini berakibat: 

൛∆ଶݔଶ()ൟ = ൛ݔଷ() − ଶݔ2
() + ଷݔ ଵ()ൟ konvergen keݔ − ଶݔ2 +  ଵݔ

lim
→ஶ

൛ݔଷ() − ଶݔ2
() + ଷݔ = ଵ()ൟݔ − ଶݔ2 +  ଵݔ

 
(b) ∆ଶݔଶ() = ൛ݔସ() − ଷݔ2

() + ଷݔସ()ൟ - ൛2ݔଶ()ൟ = ൛ݔ
()ൟ+ 	 ൛ݔଶ()ൟbarisan bilangan chauchy. Jadi jika ada 

 ଶ()ൟݔଷ kemudian jika ada ൛ݔସ dan jika ada ൛3()ൟ sehingga 2ݔ ସ()ൟ  konvergen keݔସ sehingga ൛ݔ
konvergen ke ݔଶ 
berakibat : 

൛∆ଶݔଶ()ൟ = ൛ݔସ() − ଷݔ2
() + ସݔ ଶ()ൟ konvergen keݔ − ଷݔ2 +  ଶݔ

lim
→ஶ

൛ݔସ() − ଷݔ2
() + ସݔ = ଶ()ൟݔ − ଷݔ2 +  ଶݔ

 
(c) ∆ଶݔଷ() = ൛ݔହ() − ସݔ2

() + ସݔହ()ൟ - ൛2ݔଷ()ൟ = ൛ݔ
()ൟ+ 	 ൛ݔଷ()ൟbarisan bilangan chauchy. Jadi jika ada 

ସݔହ dan jika ada ൛2ݔ ହ()ൟ  konvergen keݔହ sehingga ൛ݔ
()ൟ sehingga konvergen 2ݔସ kemudian jika ada 

൛ݔଷ()ൟ konvergen ke ݔଷ 
berakibat : 

൛∆ଶݔଷ()ൟ = ൛ݔହ() − ସݔ2
() + ହݔ ଷ()ൟ konvergen keݔ − ସݔ2 +  ଷݔ

lim
→ஶ

൛ݔହ() − ସݔ2
() + ହݔ = ଷ()ൟݔ − ସݔ2 +  ଷݔ

 
(d) Selanjutnya dianggap benar ൛ݔ()ൟ konvergen ke ݔ untuk setiap k=1,2,3,....m, dibuktikan ൛ݔିଵ()ൟ 

konvergen. Maka barisan ൛∆ݔିଵ
()ൟ = ൛ݔ() − ିଵݔ

()ൟ barisan chaucy. Karena ൛ݔିଵ
()ൟ dan 

൛ݔ()ൟ barisan bilanganchaucy yang konvergen ke ݔିଵ dan ݔ, maka ൛ݔ()ൟ barisan bilangan 
chaucy. Jadi ada bilangan ݔ sehingga ൛ݔ()ൟ konvergen ݔ dan ada ݔିଵ sehingga ൛ݔିଵ

()ൟ 
konvergen ke ݔିଵ 
 
Berakibat ൛∆ଶݔିଵ

()ൟ = ൛ݔ() −  ିଵ dan diperoleh. Berdasarkan nilaiݔ - ݔ ିଵ()ൟ konvergen keݔ
(a), (b), (c), dan (d) diperoleh. 
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Barisan ൛∆ଶݔ

()ൟ konvergen untuk setiap k. 
Jadi ൛∆ଶݔ

()ൟ konvergen ke ∆ଶݔ dengan ݔ = {ݔ}                                                                                      
ฮ∆ଶݔ()ฮ

(∆మ,యమ) = ฮ∆ଶݔ − ∆ଶݔ() + 	∆ଶݔ()ฮ
(∆మ,ଷ/ଶ)			                                                                  (5)          

≤ ฮ∆ଶݔ − ∆ଶݔ()ฮ
(∆మ,ଷ/ଶ) + ฮ∆ଶݔ()ฮ

(∆మ,యమ) < ∞                                              (6) 

 
Jadi berdasarkan (5) dan (6) terbukti barisan chaucy ൛ݔ()ൟ ⊂ ݈య

మ
(∆ଶ) konvergen ke ݔ = {ݔ} ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ). Jadi 

∆ଶݔ ∈ ݈ଷ/ଶ atau ݔ ∈ ݈ଷ/ଶ(∆ଶ). Dengan kata lain bahwa ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) lengkap. 
Dengan demikian terbukti bahwa ݈ଷ/ଶ(∆ଶ) merupakan ruang banach. 
 
4. Kesimpulan 
Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut: 

• Ruang barisan ൫݈ଷ/ଶ,‖. ‖ଷ/ଶ൯ dengan norma ‖ݔ‖ଷ = ൛∑ |ଷ/ଶஶݔ|
ୀଵ ൟ

భ
య/మ merupakan ruang banach. 

• Ruang barisan ൫݈ଷ/ଶ(∆),‖. ‖(∆,ଷ/ଶ)൯ dengan norma ‖ݔ‖(∆,ଷ/ଶ) = |ଵݔ| +  ‖ଷ/ଶ merupakan ruangݔ∆‖
banach. 

• Ruang barisan ൫݈ଷ/ଶ(∆ଶ),‖. ‖(∆మ,ଷ/ଶ)൯ dengan norma ‖ݔ‖(∆మ,ଷ/ଶ) = |ଵݔ| + |ଶݔ| + ‖∆ଶݔ‖ଷ/ଶ 
merupakan ruang banach. 
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ABSTRAK 
 

Persamaan KdV adalah tipikal yang relatif sederhana dan klasik.KdV merupakan persamaan 
umum gelombang yang solusinya tidak selalu bisa  diturunkan  secara  eksak.Penelitian ini 
bertujuan untuk menyelesaikan sistem persamaan KdV dengan metode analisis homotopi 
(HAM). Metode analisi homotopi merupakan metode yang bebas, artinya tidak 
memperhatikan kecil atau besarnya suatu parameter. Metode ini sangat efektif untuk 
menyelesaikan berbagai tipe persamaan dan sistem persamaan homogen atau tak homogen. 
Untuk memperlihatkan bahwa solusi dari metode homotopi mendekati solusi eksak, maka 
nilai konstanta ℎ yang digunakan ialah ℎ = −1. 
Keywords: Metode Analisis Homotopi, persamaan KdV, solusi eksak, 

 
   
1. Pendahuluan  

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang banyak sekalimanfaatnya serta 
banyak ditemui permasalahannya dalam kehidupan sehari-hari.  Salah satu permasalahan yang dapat kita 
jumpai adalah persamaan gelombang nonlinear. Persamaan gelombang nonlinear banyak macamnya, salah 
satunya adalah persamaan yang dihasilkan oleh Korteweg dan de Vries ini dikenal dengan nama persamaan 
KdV. Solusi persamaan KdV lebih dikenal sebagai gelombang soliton. Solusi persamaan gelombang soliton 
ini dapat diselesaikan dengan menggunakan metode analisis homotopi (HAM). 

Metode analisis homotopi adalah metode yang bebas, artinya tidak memperhatikan kecil atau 
besarnya suatu parameter serta metode ini dilakukan pendekatan analitik secara umum yang digunakan 
untuk mendapatkan solusi dari beberapa permasalahan diantaranya persamaan linear dan taklinear, 
persamaan aljabar, persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial.  Metode analisis homotopi 
berhasil diterapkan dalam menyelesaikan berbagai sistem persamaan tak linier, homogen atau tak homogen. 
Oleh karena itu, penulis menggunakan metode homotopi dalam menyelesaikan sistem persamaan KdV 
homogen. 

Persamaan Korteweg-de Vries pertama kali diperkenalkan oleh Boussinesqand Korteweg dan de Vries 
pada tahun 1877 sebagai model untuk gelombang panjang-amplitudo kecil yang menyebar di permukaan air. 
Dalam matematika, persamaan Korteweg – de Vries (KdV) adalah model matematis gelombang pada 
permukaan air dangkal. Persamaan KdV adalah tipikal yang relatif sederhana dan klasik. Persamaan KdV 
merupakan persamaan umum gelombang yang solusinya tidak selalu bisa  diturunkan  secara  eksak (Jerry, 
dkk., 2001). 

Metode analisis homotopi (HAM) pertama kali dirancang pada tahun 1992 oleh Shijun Liao dari 
Shanghai Jiaotong University dalam disertasi PhD-nya dan dimodifikasi lebih lanjut pada tahun 1997. 
Metode analisis homotopi (HAM) adalah teknik semianalitis untuk memecahkan masalah taklinear biasa 
atau persamaan diferensial parsial. Homotopi dideskripsikan sebagai variabel kontinu atau deformasi di 
matematika. Homotopi dapat didefinisikan sebagai suatu penghubung antara dua benda yang berbeda di 
dalam matematika yang memiliki karakteristik yang sama dibeberapa aspek (Liao, 2012). 
Misalkan terdapat persamaan diferensial sebagai berikut, 

,ݔ)ݑ]ܰ [(ݐ = 0     (1) 
di mana N adalah operator nonlinear, t adalah variabel bebas, dan u (x, t) adalah fungsi yang tidak diketahui. 
Untuk lebih mudah, diabaikan syarat awalnya, yang bisa dilakukan dengan cara yang sama. Dengan cara 
generalisasi metode homotopi sederhana. Liao menyusun persamaan deformasi orde nol 

 
(1 − ,ݔ)߶]ܮ(ݍ ;ݐ −(ݍ ,ݔ)ݑ [(ݐ = ,ݔ)ܪℎݍ ,ݔ)߶]ܰ(ݐ ;ݐ  (2)																																																				[(ݍ

mailto:anitarahmasariii10@gmail.com
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Dimana ݍ	 ∈ [0,1] adalah parameter yang di terkait, ℎ ≠ 0 adalah parameter tak nol, ݔ)ܪ, (ݐ ≠ 0 adalah 
fungsi tambahan non-nol, L adalah operator linear tambahan, ݑ(ݔ, ,ݔ)ݑ adalah tebakan awal dari (ݐ  dan (ݐ
,ݔ)߶ ;ݐ  adalah fungsi yang tidak diketahui.  Penting untuk diingat bahwa, untuk memilih objek tambahan (ݍ
pada HAM. Terlihat jelas, ketika ݍ = 0 dan  ݍ = 1 menghasilkan, 

,ݔ)߶ ;ݐ 0) = ,ݔ)ݑ ,ݔ)߶   ,(ݐ ;ݐ 1) = ,ݔ)ݑ  (3)   (ݐ
 

Maka sejalan dengan meningkatnya q dari 0 ke 1, solusi ߶(ݔ, ;ݐ ,ݔ)ݑ bervariasi dari perkiraan awal (ݍ  ke (ݐ
solusi ݔ)ݑ,  memperluas ke dalam deret Taylor terhadap q akan menghasilkan ,(ݐ

,ݔ)߶ ;ݐ (ݍ = ,ݔ)ݑ (ݐ +∑ ,ݔ)ݑ ஶ(ݐ
ୀଵ     (4)ݍ

dimana  
,ݔ)ݑ (ݐ = ଵ

!
డథ(௫,௧;)

డ
, ݍ = 0    (5) 

 
Jika operator linear tambahan, syarat awal, parameter tambahan ℎ dan fungsi tambahan dipilih yang benar 
maka deret pada persamaan (4) konvergen ke ݍ = 1 dan didapat 

,ݔ)ݑ (ݐ = ,ݔ)ݑ (ݐ +∑ ,ݔ)ݑ ஶ(ݐ
ୀଵ     (6) 

 
yang harus menjadi salah satu solusi untuk persamaan nonlinear yang asli, seperti yang dibuktikan oleh Liao.  
Ketika ℎ = −1 dan ݔ)ܪ, (ݐ = 1, persamaannya menjadi 

(1 − ,ݔ)߶]ܮ(ݍ ;ݐ −(ݍ ,ݔ)ݑ [(ݐ + ,ݔ)߶]ܰݍ [(ݍ;ݐ = 0  (7) 
 

persamaan yang menentukan dapat di deduksi dari persamaan deformasi orde nol (1).  Kita definisikan 
vektor ݑሬ⃗  = ,ݔ)ݑ} ,ݔ)ଵݑ,(ݐ ,(ݐ … ,ݔ)ݑ,  Mendiferensialkan persamaan (1) sebanyak m kali terdapat  .(ݐ
parameter terkait ݍ dan masukan ݍ = 0 dan terakhir dibagi dengan ݉!, kita memiliki yang disebut 
persamaan deformasi orde m. 
 

,ݔ)ݑ]ܮ −(ݐ ܺݑିଵ(ݔ, [(ݐ = ℎݔ)ܪ, ሬ⃗ݑ)ܴ(ݐ ିଵ)   (8) 
dimana 

ܴ(ݑሬ⃗ ିଵ) = ଵ
(ିଵ)!

డషభே[థ(௫,௧;)]
డషభ ݍ					, = 0      (9) 

dan 

ܺ = ቄ0,						݉ ≤ 1
1,							݉ > 1     (10) 

Harus ditekankan bahwa ݑ(ݔ, ݉ untuk (ݐ ≥ 1 diatur oleh persamaan linear (8) dibawah kondisi batas 
linear yang berasal dari masalah asli (Ali, 2012). 
 
2. Metodologi Penelitian 
Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan permasalahan sistem persamaan KdV Homogen dengan 
Metode Analisis Homotopi adalah sebagai berikut : 
1. Definisikan operator nonlinearnya dari persamaan KdV 
2. Menyelesaikan persamaan deformasi ke-m dengan menggunakan persamaan ܴ(ݑሬ⃗ ିଵ) dan ܴ(⃗ݒିଵ) 
3. Menentukan solusi persamaan deformasi ke-m untuk setiap =1,2,3 
4. Menetukan komponen dengan hasil yang telah didapat dari persamaan jika ℎ=−1. 
5. Mensubtitusikan hasil ini kedalam deret homotopi, sehingga diperoleh solusi homotopi. 
 
3. Hasil Dan Pembahasan 
Diberikan suatu persamaan awal sebagai berikut : 

௧ݑ =  ௫௫     (11)ݒ3−
௧ݒ = ௫௫ݑ4 +  ଶ                       (12)ݑ

Dengan syarat awal 
,ݔ)ݑ 0) = − ଵ

଼
− ଵ

଼
ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ    (13) 

,ݔ)ݒ 0) = ଵ
ସ√ଷ

ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ                    (14) 
 

Langkah pertama, untuk menyelesaikan persamaan (11) dan (12) dari Metode Analisis Homotopi pilih 
operator linear 

]ܮ ଵ߮(ݔ, ;ݐ [(ݍ =
߲
ݐ߲
൫߮ଵ(ݔ, ;ݐ  	,൯(ݍ
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,ݔ)ଶ߮]ܮ [(ݍ;ݐ =
߲
ݐ߲
൫߮ଶ(ݔ, ;ݐ  ൯(ݍ

Selanjutnya definisikan operator nonlinear sebagai berikut : 

ଵܰ[߮(ݔ, ;ݐ [(ݍ =
,ݔ)ଵ߮ߜ ;ݐ (ݍ

ݐߜ + 3
,ݔ)ଶ߮ଶߜ ;ݐ (ݍ

ଶݔߜ  

ଶܰ[߮(ݔ, ;ݐ [(ݍ =
,ݔ)ଶ߮ߜ ;ݐ (ݍ

ݐߜ − 4
ଶߜ ଵ߮(ݔ, ;ݐ (ݍ

ଶݔߜ − ߮ଵଶ(ݔ, ;ݐ  (ݍ
 
Dimana, 

	௧ݑ =
,ݔ)ଵ߮ߜ ;ݐ (ݍ

ݐߜ 	௧ݒ =
,ݔ)ଶ߮ߜ ;ݐ (ݍ

ݐߜ  

	௫௫ݒ =
,ݔ)ଶ߮ଶߜ ;ݐ (ݍ

ଶݔߜ 	௫௫ݑ =
ଶߜ ଵ߮(ݔ, ;ݐ (ݍ

ଶݔߜ  
 
dengan menggunakan definisi di atas, dapat disusun persamaan deformasi orde ke-nol  

(1 − ,ݔ)ଵ[߮ଵܮ(ݍ ;ݐ −(ݍ ,ݕ,ݔ)ݑ [(ݐ = ,ݔ)ܪℎݍ ;ݐ (ݍ ଵܰ[߮ଵ(ݔ, ;ݐ   [(ݍ
untuk ݍ = 0 dan ݍ = 1,	dapat ditulis 

߮ଵ(ݔ, ;ݐ 0) = ,ݔ)ݑ ,ݔ)ଵ߮(ݐ ;ݐ 1) = ,ݔ)ݑ  (ݐ
 

(1 − ,ݔ)ଶ[߮ଶܮ(ݍ ;ݐ −(ݍ ,ݔ)ݒ ,ݕ [(ݐ = ,ݔ)ܪℎݍ ;ݐ (ݍ ଶܰ[߮ଶ(ݔ, ;ݐ   [(ݍ
untuk ݍ = 0 dan ݍ = 1,	dapat ditulis 

߮ଶ(ݔ, ;ݐ 0) = ,ݔ)ݒ ,ݔ)ଶ߮(ݐ ;ݐ 1) = ,ݔ)ݒ  (ݐ
 

Karena parameter q meningkat dari 0 ke 1, ߮(ݔ, ;ݐ ,ݔ)ݑ bervariasi dari perkiraan awal (ݍ  dan (ݐ
,ݔ)ݒ ,ݔ)ݑ  hingga ke solusi(ݐ ,ݔ)ݒ dan (ݐ   untu i=1,2.  Memperluas   menggunakan deret taylor (ݐ
sehubungan dengan q=1, sehingga diperoleh  

߶(ݕ,ݔ, ;ݐ (ݍ = 	 ,ݔ)ݑ (ݐ 	+ 	  ,ݔ)ݑ ݍ(ݐ
ାஶ

ୀଵ

													݅ = 1, …݉ 

Dengan demikian, akan diperoleh persamaan deformasi orde ke-m sebagai berikut : 
,ݔ)ݑ]ܮ		 ,ݔ)ିଵݑܺ−(ݐ [(ݐ = ℎ(ݔ, ,ݕ ሬ⃗ݑ)ܴ(ݐ ିଵ)                                              (15) 
,ݔ)ݒ]ܮ	 ,ݔ)ିଵݒܺ−(ݐ [(ݐ = ℎ(ݕ,ݔ,  (16)                                              (ିଵݒ⃗)ܴ(ݐ

dengan kondisi awal ݑ(ݔ, 0) = 0, ,ݔ)ݒ 0) = 0 
dimana 

ܴ(ݑതିଵ) = డ
డ௧
ିଵݑ + 3 డమ

డ௫మ
 ିଵ                   (17)ݒ

ܴ(̅ݒିଵ) = డ
డ௧
ିଵݒ − 4 డమ

డ௫మ
ିଵݑ +  ିଵଶ                 (18)ݑ

Sehingga solusi persamaan deformasi ke-m untuk ݉ ≥ 1 adalah 
,ݔ)ݑ (ݐ = ܺݑିଵ(ݔ, (ݐ + ℎ ∫ ܴ(ݑିଵ)߲ݐ௧

              (4.9) 
,ݔ)ݒ (ݐ = ܺݒିଵ(ݔ, (ݐ + ℎ ∫ ܴ(ݒିଵ)߲ݐ௧

               (20) 
dengan  

ܺ = ቄ0,							݉ ≤ 1	
1,							݉ > 1  

Berikut ini merupakan hasil dari persamaan (19) dan (20) dengan mencari nilai ܴ(ݑതିଵ) dan ܴ(̅ݒିଵ) 
terlebih dahulu, sehingga diperoleh : 
 
݉ = 1 

ܴ(ݑതିଵ) =
߲
ݐ߲ ିଵݑ + 3

߲ଶ

ଶݔ߲  ିଵݒ

ܴଵ(ݑതଵିଵ) 		=
߲
ݐ߲ ଵିଵݑ + 3

߲ଶ

ଶݔ߲  ଵିଵݒ

ܴଵ(ݑത) 						=
߲
ݐ߲ ݑ + 3

߲ଶ

ଶݔ߲  ݒ

    = 0 + 3ቆ ଵ
ଶସ√ଷ

tanቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ൬1 + ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ൰ቇ = ଵ
଼√ଷ

tanቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ  
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,ݔ)ݑ (ݐ = ܺ ,ݔ)ିଵݑ. (ݐ + ℎන ܴ(ݑതିଵ)݀ݐ
௧


 

,ݔ)ଵݑ (ݐ 	= 0 + ℎන
ݔ

8√3
ଶܿ݁ݏ ൬

ݔ
2√3

൰
௧


݊ܽݐ	

ݔ
2√3

 

=
ℎݐ

8√3
ଶܿ݁ݏ ൬

ݔ
2√3

൰ ݊ܽݐ	
ݔ

2√3
 

 

ܴ(̅ݒିଵ) =
߲
ݐ߲ ିଵݒ − 4

߲ଶ

ଶݔ߲ ିଵݑ −  ଶିଵݑ

ܴଵ(̅ݒ) =
߲
ݐ߲ ݒ − 4

߲ଶ

ଶݔ߲ ݑ −  ଶݑ

= 0− 4ቌ−
1

48
൬1 + tanଶ ൬

ݔ
2√3

൰൰
ଶ
−

1
24 ݊ܽݐ

ଶ ൬
ݔ

2√3
൰൭1 + ଶ݊ܽݐ ൬

ݔ
2√3

൰൱

−	൭−
1
8−										

1
8 ݊ܽݐ

ଶ ൬
ݔ

2√3
൰൱

ଶ

ቍ 

	= −4ቆ− ଵ
ସ଼

secଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ1 + ݊ܽݐ ௫
ଶ√ଷ

ቁ − ଵ
ଶସ
ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ − ൬− ଵ

଼
(1 + ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ൰ቇ

ଶ

  

 = ଵ
ଵଶ
ଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ቀ1 + ଶ݊ܽݐ ௫

ଶ√ଷ
ቁ + ଵ


ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ − ଵ

ସ
൬1 + ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ൰ ൬1 + ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ൰ 

   

=
1

192 ܿ݁ݏ
ଶ ൬

ݔ
2√3

൰൭13 + ଶ݊ܽݐ45 ൬
ݔ

2√3
൰൱ 

 

,ݔ)ଵݒ (ݐ = ଵܺ.ݒ(ݔ, (ݐ + ℎන ܴଵ(̅ݒ)݀ݐ
௧


 

= 0 + 	ℎ න
1

192 ܿ݁ݏ
ଶ ൬

ݔ
2√3

൰൭13 + ଶ݊ܽݐ45 ൬
ݔ

2√3
൰൱ ݐ݀	

௧


 

                              = ௧
ଵଽଶ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ൬13 + ଶ݊ܽݐ45 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ൰ 
 
 
݉ = 2 

ܴ(ݑതିଵ) =
߲
ݐ߲ ିଵݑ + 3

߲ଶ

ଶݔ߲  ିଵݒ

ܴଶ(ݑതଵ) 				=
߲
ݐ߲ ଵݑ + 3

߲ଶ

ଶݔ߲  ଵݒ

=
ℎ

8√3
ଶܿ݁ݏ ൬

ݔ
2√3

൰ ݊ܽݐ	 ൬
ݔ

2√3
൰+ 3[	

ℎݐ
576 ܿ݁ݏ

ଶ ൬
ݔ

2√3
൰൬45݊ܽݐଶ ൬

ݔ
2√3

൰+ 13൰ 

ଶ݊ܽݐ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଵହ	௧
ସ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ௧
ଵଵହଶ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

 ቀ45݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ቁ ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ହ	௧
ଵଶ଼

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ൬ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ൰
ଶ

] 

 = 
଼√ଷ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ݊ܽݐ	 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ௧
ଵଽଶ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ45݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

+ ସହ	௧
ସ

ସܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ௧
ଵଵହଶ

ସܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁቀ45݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ቁ + ହ	௧
ଵଶ଼

ܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ   

,ݔ)ଶݑ (ݐ = ܺଶ.ݑଵ(ݔ, (ݐ + ℎන ܴଶ(ݑതଵ)݀ݐ
௧


 

,ݔ)ଶݑ (ݐ 	= 1	
ݔ

8√3
ଶܿ݁ݏ ൬

ݔ
2√3

൰ ݊ܽݐ
ݔ

2√3
+ ℎන

ℎ
8√3

ଶܿ݁ݏ ൬
ݔ

2√3
൰ ݊ܽݐ	 ൬

ݔ
2√3

൰
௧


 

 + ௧
ଵଽଶ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁቀ45݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ସହ	௧
ସ

ସܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 

 ௧
ଵଵହଶ

ସܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ45݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ቁ+ ହ	௧
ଵଶ଼

ܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ  ݐ݀	
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 = ௧
଼

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ45	ℎݐ	ܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 315ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+

																90ℎݐ	݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 26	ℎݐ	݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ݊ܽݐ	3√32 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (1 + ℎ)ቁ 
 

ܴଶ(̅ݒଵ) =
߲
ݐ߲ ଵݒ − 4

߲ଶ

ଶݔ߲ ଵݑ −  ଵଶݑ

=
ℎ

192 ܿ݁ݏ
ଶ ൬

ݔ
2√3

൰൬45݊ܽݐଶ ൬
ݔ

2√3
൰+ 13൰ −

1
192 ܿ݁ݏ

ସ ൬
ݔ

2√3
൰ ଶ݊ܽݐ ൬

ݔ
2√3

൰ 

−
ℎݐ

6√3
ଶܿ݁ݏ ൬

ݔ
2√3

൰ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰ −

ℎݐ
3√3

ସܿ݁ݏ ൬
ݔ

2√3
൰ ଶ݊ܽݐ ൬

ݔ
2√3

൰ 

 
 

,ݔ)ଶݒ (ݐ = ܺଶ.ݒଵ(ݔ, (ݐ + ℎන ܴଶ(̅ݒଵ)݀ݐ
௧


 

,ݔ)ଶݒ (ݐ 	= 1	
ℎݐ

192 ܿ݁ݏ
ଶ ൬

ݔ
2√3

൰൭13 + ଶ݊ܽݐ45 ൬
ݔ

2√3
൰൱+ ℎන

ℎ
192 ܿ݁ݏ

ଶ ൬
ݔ

2√3
൰൬45݊ܽݐଶ ൬

ݔ
2√3

൰+ 13൰
௧


 

−
1

192 ܿ݁ݏ
ସ ൬

ݔ
2√3

൰ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰ −

ℎݐ
6√3

ଶܿ݁ݏ ൬
ݔ

2√3
൰ ଶ݊ܽݐ ൬

ݔ
2√3

൰ −
ℎݐ

3√3
ସܿ݁ݏ ൬

ݔ
2√3

൰ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰  ݐ݀	

 =
− ௧

ହ
ଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ቀℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ 32√3	ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+

																	16√3	ℎݐ	݊ܽݐଷ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ − ଶ݊ܽݐ	135 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (1 + ℎ)− 39(1 + ℎ)ቁ 
݉ = 3 

ܴଷ(ݑതଶ) =
߲
ݐ߲ ଶݑ + 3

߲ଶ

ଶݔ߲  ଶݒ

	=
ℎ

768 ܿ݁ݏ
ଶ ൬

ݔ
2√3

൰ (45	ℎݐ	ܿ݁ݏସ ൬
ݔ

2√3
൰+ 315ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ൬

ݔ
2√3

൰ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰ 

+13ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ൬
ݔ

2√3
൰+ 	90ℎݐ	݊ܽݐସ ൬

ݔ
2√3

൰+ 26	ℎݐ	݊ܽݐଶ ൬
ݔ

2√3
൰+ ݊ܽݐ	3√32 ൬

ݔ
2√3

൰ (1 + ℎ) 

+
ℎݐ

768 ܿ݁ݏ
ଶ ൬

ݔ
2√3

൰ (45ℎ	ܿ݁ݏସ ൬
ݔ

2√3
൰+ 315ℎ	ܿ݁ݏଶ ൬

ݔ
2√3

൰ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰+ ଶܿ݁ݏ	ݐ13 ൬

ݔ
2√3

൰ 

 	90ℎ	݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 26	ℎ	݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ − 
ଷ଼ସ

ℎݐ	ܿ݁ݏଶ(଼
 √3		ℎݐ	݊ܽݐହ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ସ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ 

 ቀℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ − ସହ

ℎ − ସହ


ቁ + ଵ

 √3	ℎݐ	݊ܽݐଷ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଼
ଵହ
ቁ+ 

ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀଶ
ଷ
ℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ − ସସସ


(ℎ + 1)ቁ+ ଷଶ

ଶ √3	ℎݐ	݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଷ
ଵସ
ቁ +

ଵ
ଶଵ
ℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ − ହ଼


(ℎ + 1)   

,ݔ)ଷݑ (ݐ = ܺଷ.ݑଶ(ݔ, (ݐ + ℎන ܴଷ(ݑതଶ)݀ݐ
௧


 

 = ௧
଼

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ45	ℎݐ	ܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 315ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 13ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+

															90ℎݐ	݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 26	ℎݐ	݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ݊ܽݐ	3√32 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (1 + ℎ)ቁ + ℎ ቀ− 
ଵହଷ

ℎݐସܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

 ቀℎଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଶ
ଷ
ℎଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଵ

ଶଵ
ℎଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ൰ − 

 
ଵଵହଶ

ℎݐଷܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ଼
 √3	ℎ݊ܽݐହ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଵ

 √3	ℎ	݊ܽݐଷ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଼
ଵହ
ቁ+ 

32
3 √3ℎଶݐଷܿ݁ݏଶ ൬

ݔ
2√3

൰ ൬ܿ݁ݏଶ ൬
ݔ

2√3
൰ ݊ܽݐ ൬

ݔ
2√3

൰+
3

14 tan ൬
ݔ

2√3
൰+

1
2
൬

1
384ℎ	ܿ݁ݏ

ଶ ൬
ݔ

2√3
൰ 

൭(45	ℎܿ݁ݏସ ൬
ݔ

2√3
൰+ 315	ℎ	ܿ݁ݏଶ ൬

ݔ
2√3

൰݊ܽݐଶ ൬
ݔ

2√3
൰+ 13	ℎܿ݁ݏଶ ൬

ݔ
2√3

൰+ 90	ℎ	݊ܽݐସ ൬
ݔ

2√3
൰+ 

26	ℎ	݊ܽݐଶ ൬
ݔ

2√3
൰൱ −

7
384ℎݐ

ଶܿ݁ݏଶ ൬
ݔ

2√3
൰ቆ݊ܽݐସ ൬

ݔ
2√3

൰൭−
450

7 (ℎ + 1)൱+ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰ 

 ቀ− ସସସ


(ℎ + 1)ቁ − ହ଼

ℎ − ହ଼


ቁ + √ଷ

ଶସ
ℎܿ݁ݏݐଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ tan ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ (1 + ℎ)) 

 = − 
ଵହଷ

ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁቀଷଶ
ଶଵ √3ℎଶݐଶ݊ܽݐହ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ℎݐ	݊ܽݐସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ቀℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ − 
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 ଵ଼


(ℎ + 1)ቁ+ ସ
ଶଵ √3ℎଶݐଶ݊ܽݐଷ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ቀܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଼

ଵହ
ቁ + ଶ

ଷ
ℎݐ	݊ܽݐଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ 

 ቀܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (ℎଶݐଶ − 135(ℎ + 1)ቁ − ଵସଵ


(ℎ + 1)൰+ ଵଶ଼
ଽ √3 tanቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ (ℎଶݐଶ 

ଶܿ݁ݏ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ − ଽ
ଵସ

+ ቀ ଷ
ଵସ
ଶݐ − ଽ

ଵସ
ቁℎଶ − ଽ


ℎቁ+ ଵ

ଶଵ
ℎݐ ൬ቀܿ݁ݏସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ (−270ℎ − 270) +

ଶܿ݁ݏ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (ℎଶݐଶ − 78(ℎ + 1) − 384(ℎ + 1)ቁ 
 

ܴଷ(̅ݒଶ) =
߲
ݐ߲ ଶݒ − 4

߲ଶ

ଶݔ߲ ଶݑ −  ଶଶݑ

 = − ௧
ହ

ଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ2ℎଶݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 32√3	ℎ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ tan ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

+16√3	ℎ ଷ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰൱ −

ℎ
576 ܿ݁ݏ

ଶ ൬
ݔ

2√3
൰ ൬ℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ൬

ݔ
2√3

൰ ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰+ 32√3	ℎݐ 

ଶܿ݁ݏ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 16√3	ℎݐ	݊ܽݐଷ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ − ଶ݊ܽݐ	135 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (1 + ℎ)− 39(1 + ℎ)ቁ 

 − ଵ
ହ଼ଽ଼ଶସ

ℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (45	ℎݐ	ܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 315ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

 +13ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 90ℎݐ	݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 26ℎݐ	݊ܽݐଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ݊ܽݐ	3√32 ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (1 + ℎ))ଶ 

 − ଵହ
ଵଶ଼

ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ2ℎݐ	݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 7ℎݐ	݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ହଶ
ଵଷଶଷ

ቁ 

 + ସ
ଵଷହ√3(ℎ+ ଷ݊ܽݐ(1 ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ℎݐ	݊ܽݐଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ቀܿ݁ݏସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଽ଼

ଵ଼ଽ
ଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଼

ଵହ
ቁ

 + ଵଶ଼
ଽସହ√3	݊ܽݐቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ (1 + ℎ) + ௧


ቀܿ݁ݏସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଷସଵ

ଵଷହ
ଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଶ

ଵଷହ
ቁ 

 

,ݔ)ଷݒ (ݐ = ܺଷ.ݒଶ(ݔ, (ݐ + ℎන ܴଷ(̅ݒଶ)݀ݐ
௧


 

 = ସହ
ହହଷ

ℎݐ	ܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (4ℎସݐସܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ଼݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 28ℎଶݐଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

 ቀℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଶ
ଵଷହ

ℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଶହ
ଽ
ቁ+ ଷଶ

ଽ √3ℎଷݐଷܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ (1 + ℎ) 

ହ݊ܽݐ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ 53ℎଶݐଶ݊ܽݐସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀଶହଶସ
ଵଶ଼ଽ

+ ℎଶݐଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ସଵ
ଶଷ଼ହ

ℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ 

ଶܿ݁ݏ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁቀ 
ଵଷଶହ

ℎଶݐଶ + ଶହ଼଼
ସ

ቁ + ଵଵଶ
ଽ √3	ℎݐ	݊ܽݐଷ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ (ℎ + 1) ቀℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ 

 + ଶ
ଷଵହ

ℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ସଽ
ଷଵହ

ቁ+ ଶ݊ܽݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ ቀ14ℎ଼଼ܿ݁ݏ଼ݐ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଶ
ହ
ℎଶݐଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ 

 +ℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁቀ 
ଶଶହ

ℎଶݐଶ + ଷହ଼ସ
ଽ
ቁ+ ଵଶସ

ସହ
ℎଶݐଶܿ݁ݏଶ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ ቀℎଶ + 3ℎ + ଶଶ

ଷ
ቁ 

−
1024

3 + ଶ݊ܽݐ ൬
ݔ

2√3
൰ ൬

44032
135 ℎଶݐଶ −

1024
3 ℎଶ −

2048
3 ℎ൰+

16
9 √3	ℎݐ	݊ܽݐ ൬

ݔ
2√3

൰ (ℎ + 1) 

 ቀℎଶݐଶܿ݁ݏ ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଵଷ
ସହ
ℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ + ଶସ଼

ସହ
ଶܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଶସ଼

ସହ
ቁ + ℎସݐସܿ݁ݏଵ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ 

 + ଶ
ସହ
ℎସݐସ଼ܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଵ

ଶଶହ
ℎସݐସܿ݁ݏ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ହଵଶ

ଽ
ℎଶݐଶܿ݁ݏସ ቀ ௫

ଶ√ଷ
ቁ+ ଵସହଽଶ

ଵଶଵହ
ℎଶݐଶ 

ଶܿ݁ݏ  ቀ ௫
ଶ√ଷ

ቁ+ ଵଷଷଵଶ
ଵଶଵହ

	(−3 + ℎݐ − 3ℎ)(3 + ℎݐ + 3ℎ)ቁ 
 
Untuk menyelesaikan persamaan (11), (12) Deret yang digunakan untuk menunjukkan solusi analitik atau 

solusi HAM ialah sebagai berikut : 

,ݔ)ݑ (ݐ = ݑ(ݔ, (ݐ
ଷ

ୀଵ

 

,ݔ)ݒ (ݐ = ݒ(ݔ, (ݐ
ଷ

ୀଵ

 

4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh kesimpulan bahwa Metode Analisis Homotopi dapat 

digunakan untuk mencari solusi analitik sistem persamaan homogen dengan memasukan hasil solusi 
kedalam deret homotopi serta memasukan jika nilai ℎ = −1 
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Abstrak 
 

Peserta asuransi yang telah menandatangani kontrak perjanjian tertulis atau polis 
asuransi harus membayarkan sejumlah dana (premi) kepada pihak asuransi. Besarnya 
premi dapat dihitung menggunakan rumus premi diskonto kontinu asuransi jiwa 
dwiguna. Premi yang dibayarkan peserta asuransi tersebut akan dialokasikan untuk 
biaya administrasi, tabungan peserta, dan tabungan tabarru’ (dana tolong-menolong). 
Kemudian, dana yang berada pada tabungan peserta dan tabungan tabarru’ akan 
diinvestasikan ke investor-investor syariah. Hasil investasinya akan dibagi berdasarkan 
prinsip bagi hasil (mudharabah) pada asuransi syariah. Sebagian dari hasil investasi 
tersebut adalah milik peserta asuransi yang masuk ke dalam tabungan peserta. Untuk 
kasus ini akan dihitung pengaruh usia dan masa asuransi terhadap besarnya premi dan 
klaim asuransi.  

 
Kata kunci: Asuransi Jiwa Dwiguna; Alokasi Dana Asuransi Jiwa Syariah 

 
 

1. Pendahuluan 
Pada prinsipnya, peserta asuransi yang telah menandatangani polis asuransi, harus membayarkan 

sejumlah uang (premi) kepada pihak asuransi. Namun padaperkembangannya, banyak peserta asuransi yang 
tidak mengetahui tentang bagaimana pengolahan dana premi yang telah dibayarkan.  Padahal sebagian dana 
premi tersebut akan diinvestasikan, dimana sekian persen dari hasil investasinya menjadi milik peserta 
asuransi.  Oleh karena itu, penting bagi peserta asuransi mengetahui alokasi dana dari premi yang telah 
dibayarkan ke perusahaan asuransi.  Baik itu besaran dana yang akan diinvestasikan maupun besaran bagi 
hasil investasinya. 

Dalam penelitian ini, penulis menggunakan jenis asuransi jiwa syariah dengan metode dwiguna.  
Hal ini karena jenis asuransi ini memiliki keunggulan, yaitu peserta asuransi dapat memperoleh nilai tunai 
dari premi asuransi yang sudah dibayarkan berupa uang pertanggungan jika tertanggung meninggal dunia 
dalam periode tertentu atau masih tetap hidup sampai masa polis asuransinya berakhir sesuai dengan 
kebijakan polis asuransi yang bersangkutan. 
 
2. Anuitas Hidup Kontinu (Continous Life Annuity) 

Anuitas hidup sebesar satu satuan per akhir tahun yang pembayarannya dilakukan secara kontinu 
atau setiap saat disebut anuitas hidup kontinu. 
Actuarial Present Value (APV) dari anuitas tersebut adalah (Futami, 1993):    
   തܽ௫ = [ܻ]ܧ = ]ܧ ത்ܽ]       
        = ∫ ത்ܽ ஶݐ݀(ݐ)݂.

  

                                                              = ∫ ଵି௩

ఋ
ஶݐ݀(ݐ)݂.

                           (1) 
Dengan menggunakan pengintegralan parsial tentu, maka diperoleh :     
   തܽ௫ = ]ܧ ത்ܽ] = ∫ ௧ݒ . ௫௧ ஶݐ݀

       
          = ∫ ݁ିఋ௧ . ݁ିఓ௧݀ݐஶ

       
          = ଵ

ఋାఓ
                                         (2) 

തܽ௫adalah nilai APV dari anuitas seumur hidup. Dengan cara yang sama, akan diperoleh nilai anuitas hidup 
berjangka ݊ tahun sebagai berikut: 

mailto:rudirkarta@gmail.com
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ܽ௫:|തതത
ᇱ = ]ܧ ത்ܽ] = නݒ௧ . ௫௧ ݐ݀





 

     = ∫ ݁ିఋ௧	. ݁ିఓ௧	݀ݐ
   

     = ଵ
ఋାఓ

(1− ݁ି	(ఋାఓ))         (3)  
(Bowers et al, 1997) 

 
3. Premi Tunggal Asuransi Jiwa Dwiguna 

Asuransi jiwadwiguna adalah asuransiyangapabilatertanggungmeninggal dunia dalam 
jangkawaktu polis asuransiyangtelah disepakati atau masih tetap hidup sampai masapolis 
asuransinyaberakhir, makaahliwaris nasabah akan tetap mendapatkan uang santunan sebesar bt(Sembiring, 
1986). 

      bt 
     bt  

 
 

 
x  x + t  ߱ −  ݔ

 
Gambar1.Sistem Pembayaran Benefit pada Asuransi JiwaDwiguna 

 
Besarnyamanfaat/benefit sebesar satu satuan diberikan sesaat setelah meninggal atau diberikan sesaat setelah 
masakontrak habis dan tertanggungmasih hidup, maka: 

bt = ቄ1	,				ݐ > ݊
ݐ			,	1 < ݊  

ݒ௧= ൜ݒ
 , ݐ > ݊
௧ݒ , ݐ < ݊ 

dengan 

ܼ௧= ൜ݒ
 , ݐ > ݊

௧ݒ 	, ݐ < ݊ 

MakabesarnyaAPV untuk asuransi ini adalah : 
E[Zt]= E [vt] = ܣ௫:|തതത= ܣ௫:|തതത

ᇱ
  ′௫:|തതതܣ + 

∫ =௫:|തതതܣ ௧ݒ ݐ݀(ݐ)݂.
 	+ 	∫ ݒ ஶݐ݀(ݐ)݂.

   
 =∫ ௧ݒ .

 ௫ ݔ)ߤ.	 + ௧ݐ݀(ݐ ௫ .ݒ+  
 =∫ ݁ିఋ௧ . ݁ିఓ௧	.ߤ௫ ݐ݀	


  + ݁ିఋ	. ݁ିఓ 

 = ఓ
ఓାఋ

൫1− ݁ି(ఓାఋ)൯+݁ିఋ . ݁ିఓ	                          (4) 
 
4. Premi Kontinu 

Jumlah kerugian (total loss) yang dilambangkan dengan L merupakan peubah acak dari nilai 
sekarang yang dibayarkan oleh penanggung yang nilainya tak sebanyak premi anuitas yang dibayarkan oleh 
tertanggung.  Prinsip ini dikenal dengan prinsip ekivalen (equivalence principle) dan mempunyai syarat 
bahwa :E[L]= 0. 
Maka : 

E[Nilai sekarang santunan − Nilai sekarang premi] = 0 
E[Nilai sekarang santunan = E[Nilai sekarang premi] 

Dari konsep dasar tersebut, akan dilihat contoh kasus asuransi seumur hidup.  Nilai sekarang dari kerugian 
untuk penanggung jika meninggal terjadi pada saat t adalah : 

L = l(T) = ்ݒ − തܲത|തതത
 

 
sehingga dengan prinsip ekivalen : 

E[L] = E[்ݒ − തܲത|തതത
] = 0 

= E[்ݒ] − തܲܧ[ത|തതത
] = 0     

dengan premi asuransi seumur hidup yang dinotasikan തܲ(̅ܣ௫)maka : 
௫ܣ̅ − തܲ(̅ܣ௫)	 തܽ௫ = 0 

atau  
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തܲ(̅ܣ௫) = ̅ೣ
തೣ

         (5) 
 
 
 
Dan premi bersih kontinu untuk asuransi jiwa dwiguna yaitu : 

തܲ൫ܣ௫:|തതത൯ =
ೣ:|തതത

ೣ:|തതത
ᇲ           (6) 

(Bowers et al, 1997) 
 
5. Premi Diskonto Kontinu (Discounted Continuous Premiums) 

Dasar dari premi diskonto kontinu atau disebut juga (apportionable premium), ܲ(), adalah jenis 
asuransi yang dibayarkan setiap saat atau bentuk kontinu dan jenis pembayaran preminya (anuitas) 
berbentuk apportionable.  Maka untuk peubah acaknya : 

L = l(T) = ்ݒ − ܲ()்ܽ̈|തതത
() 

menggunakan prinsip ekivalen : 
E[L] = E[்ݒ − ܲ()்ܽ̈|തതത

()] = 0 

     = E[்ݒ] − ܲ()ܧ[்ܽ̈|തതത
()] = 0                             (7) 

akan didapat premi santunannya yang dinotasikan ܲ()(̅ܣ௫)maka : 
௫ܣ̅ − ܲ()(̅ܣ௫)ܽ̈௫

() = 0 
Jadi  

ܲ()(̅ܣ௫) =
௫ܣ̅
ܽ̈௫

() =
௫ܣ̅

ቂ ఋ
ௗ(ೖ) തܽ௫ቃ

 

= ௗ(ೖ)

ఋ
̅ೣ
തೣ

= ௗ(ೖ)

ఋ
തܲ(̅ܣ௫)                           (8) 

Dari persamaan diatas, maka diperoleh : 

ܲ()(̅ܣ௫) = 	[ଵି௩భ/ೖ]
ఋ

തܲ(̅ܣ௫)  

     = തܲ(̅ܣ௫) [ଵି௩భ/ೖ]
ఋ

.݇ 
= തܲ(̅ܣ௫) തܽଵ/|. ݇                            (9) 

Jadi rumus dasar dari premi diskonto kontinu adalah : 

തܲ(̅ܣ௫) തܽଵ/|.݇ = തܲ(̅ܣ௫)
ቂ1− ݒ

భ
ೖቃ

ߜ . ݇ 

= ௗ(ೖ)

ఋ
തܲ(̅ܣ௫)                          (10) 

Dengan menggunakan cara yang sama, maka akan diperoleh rumus dasar dari premi diskonto kontinu untuk 
asuransi jiwa dwiguna yaitu : 

തܲ൫ܣ௫:|തതത൯ തܽଵ/|.݇ = തܲ൫ܣ௫:|തതത൯
[ଵି௩భ/ೖ]

ఋ
.݇ = ௗ(ೖ)

ఋ
തܲ൫ܣ௫:|തതത൯                       (11) 

 
6. Pengelolaan Dana Pada Asuransi Jiwa Syariah 

Misalkan seorang pemegang polis mulai terdaftar pada usia ݔ tahun dengan masa pertanggungan ݊ 
tahun. Berdasarkan prinsip asuransi syariah yang menggunakan unsur tabungan, premi yang dibayarkan 
digunakan untuk biaya administrasi, tabungan peserta, dan tabungan tolong-menolong (tabarru’). Misalkan 
pembagian dananya sebagai berikut: 

 ߙ% untuk biaya administrasi 
 ߚ% untuk tabungan peserta 
 (100−ߚ−ߙ)%untuk dana tabarru’ 

Dana yang diinvestasikan adalah dana pada tabungan peserta dan tabungan tabarru’.   
Berdasarkan Salinan Peraturan Otoritas Jasa Keuangan (SAL-POJK) Nomor 72/ PJOK.05/ 2016 

Tentang Kesehatan Keuangan Perusahaan Asuransi dan Perusahaan Reasuransi dengan Prinsip Syariah, 
Pasal 19 ayat 4 yang berbunyi : 
“Penempatan atas aset yang diperkenankan dalam bentuk investasi sebagaimana dimaksud pada ayat(1) 
huruf d sampai dengan huruf k, jumlah seluruhnya paling tinggi 80% (delapan puluh persen) dari jumlah 
investasi”. 
Sehingga dana yang diinvestasikan dapat dituliskan: 
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 = Pߚ% + P (100 − ߚ − ߙ)% 
 = P (100 - ߙ)%                     (12) 

 
 
dimana 

[ܲ	(100	 − 	α)%] ≤ 80% 
Misal laju pengembalian (return) yang diperoleh peserta pada tahun ke-t adalah rt .Artinya uang 1 satuan di 
awal tahun ke-t akan menjadi 1 + rt di akhir tahun ke-t. 
  Jika di awal tahun pertama perusahaan menginvestasikan dana sebesar ܲ[(100− 	α)%], maka dana 
di akhir tahun pertama akan menjadi: 
      [P(100 - ߙ)%  + rt]        (13) 
dengan rt = return.  
Keuntungan yang diperoleh dari hasil investasi tersebut dibagi menjadi milik perusahaan asuransi dan milik 
peserta asuransi sesuai dengan proporsi tertentu. 
Misalkan pembagian keuntungannya sebagai berikut: 

 b % untuk tabungan peserta 
 (100 – b)%untuk perusahaan 

Sehingga diperoleh: 
 Keuntungan peserta = rt . b% 
 keuntungan perusahaan asuransi = rt .(100 – b)% 

Dari keuntungan yang didapat, maka besarnya tabungan peserta adalah: 
     Pߚ% + rt . b %        (14) 
(Kahfi, 2017). 
 
7. Simulasi Kasus 

Tabel 1. Data Peserta Asuransi 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Berikut merupakan asumsi-asumsi penelitian yang digunakan : 

 Laju tingkat kematian ቀߤ = −݈݊		൫ ௫௧ ൯ቁ 
 Tingkat bunga tunggal (i) = 5% 
 Laju tingkat suku bunga (ߜ = ln(1 + ݅)) dan faktor diskon (ݒ = (1	 + 	݅)ିଵ)  

Sehingga 0,04879016417 = ߜ dan v = 0,95238095238 

 Alokasi Premi൞
 untuk biaya administrasi %ߙ
 untuk tabungan peserta %ߚ

(100 − ߙ −  ’ݑݎݎܾܽܽݐ untuk tabungan %(ߚ
 

 Biaya administrasi (α) = 20% 
 Persentase tabungan peserta (β) = 65% 
 Persentase dana tabarru’ (100 - α - β) = 15% 
 Besarnya dana yang diinvestasikan = (100 - α)% 
 Asumsi hasil investasi = 12% 
 Bagian hasil investasi = 65% 

 
Besarnya premi diskonto kontinu dapat dihitung menggunakan persamaan : 

	ഥܲ ൫ܣ௫:|തതത൯ തܽଵ/|. ݇ = ௗ(ೖ)

ఋ
തܲ൫ܣ௫:|തതത൯  

=
	ቈଵି௩

భ
ೖ

୪୬(ଵା)
.
ೣ:|തതത

ೣ:|തതത
ᇲ   

Nama Usia Masa 
Asuransi Santunan Banyak Pembayaran 

Dalam 1 Tahun 
Agus 20 5 50.000.000 1 kali 
Bagas 47 5 50.000.000 1 kali 
Galih 20 15 50.000.000 1 kali 
Yoga 47 15 50.000.000 1 kali 
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=
	ቈଵି௩

భ
ೖ

୪୬(ଵା)
.

ഋ
ഋశഃ൫ଵି

ష(ഋశഃ)൯ା	షഃ	.షഋ	

భ
ഃశഋ(ଵିష	(ഃశഋ))

                    (15)  

 
Berikut disajikan perhitungan di tahun pertamanya. 
 

Tabel 2. Besarnya Premi dan Alokasi Dana(dari santunan sebesar 50.000.000) 

 
Catatan : 

α = biaya administrasi 
β = tabungan peserta 

   (100-α-β)= dana tabarru’ (tolong-menolong) 
Dana Investasi= (100 - α)% x Premi 
 

Berdasarkan Tabel 2, dapat dilihat untuk peserta dengan masa asuransi yang sama, diperoleh hasil 
bahwa peserta dengan usia yang lebih tua diwajibkan membayar premi yang nilainya lebih besar dari peserta 
yang usianya lebih muda. Demikian pula dengan peserta yang masa asuransinya berbeda. Premi yang harus 
dibayarkan peserta dengan masa asuransi yang pendek, lebih besar daripada premi peserta dengan masa 
asuransi yang panjang. 
 

Tabel 3. Bagi Hasil Dana Investasi 

 
Catatan : 
Hasil Investasi = 12% x Dana Investasi 
Nilai tunai        = Tabungan Peserta (β)+ Mudharabah (ɣ) 
Besar Klaim     = Santunan + Nilai Tunai 
 
Pada Tabel 3, nilai tunai yang diperoleh berasal dari penjumlahan tabungan peserta dengan mudharabah 
hasil investasinya.  Nilai tunai ini merupakan hak peserta asuransi yang diberikan ketika terjadi klaim.  
Besarnya klaim diperoleh dari besarnya santunan ditambah nilai tunainya.   
 
Berikut disajikan total perhitungan dan ke-4 peserta asuransi dari tahun ke-1 sampai 15. 
 

Tabel 4. Total Perhitungan Dana dari 4 Peserta Asuransi 

Nama Premi 
Alokasi Dana Premi 

Dana Investasi 
α=20% β=65% (100-α-β)=15% 

Agus 8.707.009 1.741.402 5.659.556 1.306.051 6.965.607 
Bagas 9.264.497 1.852.899 6.021.923 1.389.675 7.411.598 
Galih 2.559.825 511.965 1.663.886 383.974 2.047.860 
Yoga 7.184.352 1.436.870 4.669.829 1.077.653 5.747.481 

Nama Hasil 
Investasi 

Hasil Investasi Nilai 
Tunai 

Besar 
Klaim Mudharabah (ɣ) 

(65%) 
Keuntungan 

Perusahaan(35%) 
Agus 835.873 543.317 292.556 6.202.873 56.202.873 
Bagas 889.392 578.105 311.287 6.600.028 56.600.028 
Galih 245.743 159.733 86.010 1.823.619 51.823.619 
Yoga 689.698 448.304 241.394 5.118.132 55.118.132 

Tahun Total Premi Total Biaya Hasil Keuntungan 
Ke Peserta Administrasi Investasi Perusahaan 

1 27,715,683 5,543,136 2,660,706 931,247 
2 27,715,683 5,543,136 2,660,706 931,247 
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8. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan yang telah dilakukan maka dapat diperoleh 
kesimpulan bahwa untuk peserta yang masa asuransinya sama tetapi usianya berbeda, maka semakin tua 
usia peserta, semakin besar premi dan klaim asuransinya, sehingga alokasi dananya juga semakin besar. 
Sebaliknya, jika semakin muda usia peserta maka premi dan klaim asuransinya semakin kecil, sehingga 
semakin kecil pula alokasi dananya.  

Untuk peserta dengan usia yang sama tetapi masa asuransinya berbeda, maka semakin panjang 
masa asuransi, semakin kecil premi dan klaimnya, sehingga diperoleh alokasi dana yang semakin kecil. 
Sebaliknya, jika masa asuransinya semakin pendek maka premi dan klaimnya akan semakin besar, sehingga 
semakin besar pula alokasi dananya. 
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Abstrak  
 

Analisis Biplot adalah suatu teknik statistika deskriptif yang dapat disajikan secara visual guna 
menyajikan secara simultan n obyek pengamatan dan p peubah dalam ruang bidang datar, sehingga 
ciri-ciri peubah dan obyek pengamatan serta posisi relatif antar obyek pengamatan dengan peubah 
dapat dianalisis. Penelitian ini bertujuan mengelompokkan  persepsi antaretnik Sunda, Jawa, Batak, 
Lampung dan Bugis  di Bakauheni Kalianda.  Berdasarkan hasil analisis terdapat  2 kelompok besar  
yaitu kelompok etnik pemberani dan kelompok etnik yang rendah hati, halus, dan sederhana. 
Kelompok etnik pemberani yaitu etnik Batak, Lampung, dan Bugis. Kelompok etnik yang rendah hati, 
halus, dan sederhana yaitu etnik Jawa dan Sunda. Perilaku toleran, jujur, bijaksana, pandai, agamis, 
terbuka, pemaaf, dan pemurah dimiliki oleh semua etnik.  
 
Kata Kunci : Biplot, Perception, Inter-ethnic, 
 

 
1. Pendahuluan  

 
Daerah Bakauheni Lampung Selatan sebagai daerah pelabuhan dihuni oleh beragam etnik 

Nusantara antara lain etnik Sunda, Jawa, Bugis, Lampung, dan Batak. Sebagaimana dikemukakan Kades 
Bakauheni (wawancara tgl 19 Agustus 2008) rinciannya kurang lebih yaitu suku Lampung 28 persen, 
suku Jawa 50 persen, Batak 5 persen, Sunda 10 persen dan Bugis 3 persen dan sisanya 4 persen suku lain 
di luar suku tersebut.  

Desa Bakauheni memiliki jumlah penduduk sebanyak 10.076 jiwa yang terdiri atas 2116 kepala 
keluarga. Tingkat pendidikan warganya relatif rendah sebagian besar 65 persen hanya tamat SD, 26 
persen tamat SLTP, kurang dari  9 persen tamat SLTA. Mata pencaharian penduduk 57 persen petani, 26 
persen buruh tani, 6 persen buruh swasta, nelayan, pegawai negari, dan pedagang masing-masing 2 persen 
sisanya. Sisanya montir sopir dan lain-lain. Penduduk desa ini 85 persen beragama Islam, 10 persen 
Kristen 5 persen Hindu dan Budha (Buku Profil Desa, 2009 : 9-10 ).  

Bakauheni sebuah desa yang berada di wilayah Kabupaten Lampung Selatan Provinsi Lampung. 
Desa ini tepat berada di lingkungan pelabuhan penyebrangan Bakauheni – Merak Banten. Bakauheni—
untuk arus barang, jasa dan orang dari Sumatra -- merupakan pintu gerbang masuk Jawa, dan sebaliknya 
merupakan pintu masuk  dari Jawa ke Sumatra. Wilayah Bakauheni yang tepat berada di wilayah Selat 
Sunda merupakan daerah yang strategis; merupakan urat nadi arus barang, jasa dan orang dari  dan ke 
Jawa dan Sumatra. Jembatan Selat Sunda yang  digagas dua provinsi Banten dan Lampung berada di 
wilayah ini. Di daerah ini juga berdiri menara Siger mahkota dalam adat perkawinan masyarakat 
Lampung yang telah dijadikan sebagai ikon Provinsi Lampung.  

Dalam masyarakat multikultur atau multietnik seperti di Bakauheni acapkali terjadi persepsi dan 
prasangka sosial yang buruk antaretnik. Ini antara lain disebabkan oleh perbedaan latar belakang budaya. 
Dikatakan Mulyana (2001:197) perbedaan aspek budaya seperti kepercayaan, nilai, sikap, pandangan 
dunia, organisasi sosial, tabiat manusia, orientasi kegiatan, dan konsep diri atau tanggapan tentang diri 
dan orang lain akan mewarnai persepsi terhadap keberadaan dan perilaku  orang lain.  

Mengkaji aspek komunikasi khususnya yang berkaitan dengan persepsi antaretnik yang diwarnai 
budaya yang  berbeda penting dilakukan, karena dengan penelitian yang mendalam  persepsi antaretnik 
dapat dipahami dan secepatnya dicarikan model pemecahannya secara ilmiah, sehingga konflik antaretnik 
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yang disebabkan oleh benturan budaya seperti yang pernah terjadi di daerah lain Sampit, Poso, Ambon 
dan  lain-lain di Lampung  hal itu bisa dihindari . Penelitian ini bertujuan mendeskripsikan persepsi antar 
etnik Sunda, Jawa, Batak, Lampung dan Sulawesi di Bakauheni Kalianda Lampung Selatan, kemudian 
mengelompokan keempat etnik tersebut berdasarkan persepsi antar etnik menggunakan analisis biplot. 

  
2. Metode 

 
Untuk mendeskripsikan dan memahami fenomena yang dijadikan fokus penelitian digunakan 

pendekatan kualitatif. Pendekatan kualitatif termasuk dalam naturalistic inquiry, yang memperlakukan 
manusia sebagai instrumen karena penelitiannya sarat oleh muatan naturalistik. Pendekatan kualitatif 
sebagai prosedur penelitian dalam penelitian ini akan menghasilkan data deskriptif berupa kata-kata 
tertulis atau lisan dari orang-orang dan perilaku yang diamati. Peneliti sebagaimana dijelaskan Creswell 
(2002:4) membangun gambaran yang kompleks dan holistik, melalukan analisis kata-kata, melaporkan 
pandangan informan secara terinci dan melakukan penelitian dalam tataran alamiah. Dapat disimpulkan 
bahwa pendekatan kualitatif yang digunakan dalam penelitian ini bersifat deskriptrif. Metode deskriptif 
bertujuan membuat deskripsi, gambaran, lukisan secara sistematik, faktual, akurat tentang fakta, sifat, 
juga hubungan antar fenomena yang diselidiki. 

 Adapun metode pengumpulan data dalam penelitian ini selain  ditempuh melalui wawancara  
terhadap lima puluh informan juga didukung oleh data sekunder berupa bahan literatur yang erat 
kaitannya dengan masalah penelitian. Terkait dengan bagaimana peneliti melakukan aktivitas 
pengumpulan data, peneliti mengacu pada aktivitas rujukan pengumpulan data yang disarankan Creswell 
yang disebut dengan “A Data Collection Circle“(Creswell,1988:109-35). Model Creswell ini dibagankan 
berikut  : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Analisis biplot diperkenalkan oleh Grabiel pada tahun 1971. Pada dasarnya, analisis ini 
merupakan suatu upaya untuk memberikan peragaan grafik dari matriks data X dalam suatu plot dengan 
menunpang tindihkan vektor-vektor dalam ruang berdimensi rendah (Jollife, 2002). Analisis ini 
digunakan untuk positioning maupun perceptual mapping dari sekumpulan objek (baris dari matrik data 
X). Dalam prosesnya analisis biplot memerlukan data dari sejumlah objek dengan atribut-atribut (kolom 
dari matriks data X), yang diukur dengan skala interval dan rasio. Hasil akhir analisis ini akan diberikan 
dalam bentuk tampilan gambar dua dimensi yang berisi informasi tentang : 1. Posisi relatif objek. 
Berdasarkan informasi ini dua objek yang memiliki jarak terdekat dikatakan memiliki tingkat kemiripan 
yang tinggi berdasarkan atribut- atribut yang diamati. 2. Hubungan antar atribut, dari informasi ini akan 
diketahui mengenai hubungan linier (korelasi) antar atribut serta tingkat kepentingan suatu atribut yang 
didasarkan pada variannya. 3. Penggabungan informasi (1) dan (2) dikenal dengan istilah bi-plot, akan 
diketahui ciri-ciri masing-masing objek berdasarkan atribut yang diamati.  
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3. Hasil dan Pembahasan 
 
3.1.  Persepsi Etnik Lampung terhadap Etnik Bugis, Batak, Sunda dan Jawa 
 

Persepsi etnik Lampung terhadap ciri-ciri etnik lain yakni etnik Bugis, Batak, Sunda dan Jawa 
dapat dilihat pada tabel berikut : 

 
` 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 

 
 

Tabel 1. Persepsi Etnik Lampung terhadap Etnik Bugis, Batak, Sunda dan Jawa 
 
Jika  Tabel 1 dianalisis dengan Biplot maka didapat gambar di bawah ini.  

 
 
Gambar 1. Biplot Persepsi Etnik Lampung terhadap Etnik Bugis, Batak, Sunda dan Jawa 

Prilaku Bugis Batak  Sunda Jawa 
Berani 70% 80% 40% 40% 
Rendah hati 30% 10% 80% 90% 
Toleran 40% 30% 70% 80% 
Jujur 70% 30% 50% 70% 
Halus/lembut 30% 0 % 90% 100% 
Bijaksana 60% 10% 50% 80% 
Pandai 60% 80% 60% 60% 
Pemurah 50% 50% 50% 60% 
Moderen 60% 60% 60% 50% 
Sederhana 40% 30% 60% 70% 
Giat 70% 80% 40% 80% 
Agamis 70% 40% 70% 50% 
Terbuka 30% 60% 60% 70% 
Pemaaf 40% 90% 80% 80% 
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Dari Gambar 1 dapat kita lihat menurut persepsi Etnik Lampung bahwa Etnik Sunda dan Etnik 

Jawa mempunyai perilaku yang mirip yaitu halus, rendah hati, sederhana, dan toleran. Sedangkan etnik 
batak dan bugis menurut persepsi etnik Lampung mempunyai prilaku hampir sama yaitu berani, giat, dan 
moderen Persepsi etnik lampung terhadap etnik bugis, batak, sunda, dan jawa tentang sifat halus dan 
rendah hati sangat beragam. Prilaku rendah hati, halus, sederhana, dan pemurah mempunyai hubungan 
yang erat. Prilaku agamis dan jujur mempunyai hubungan yang sangat erat.  

 
3.2 Persepsi Etnik Batak terhadap Etnik Bugis,  Sunda,  Jawa dan Lampung 

   
Persepsi etnik Batak  terhadap ciri-ciri etnik lain yakni etnik Bugis,  Sunda , Jawa dan Lampung 

dapat dilihat pada tabel berikut : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabel 2. Persepsi Etnik Batak terhadap Etnik Bugis, Sunda, Jawa dan Lampung 
Jika  tabel 2 dianalisis dengan Biplot maka didapat gambar di bawah ini.  
 

 
 
 
Gambar 2.  Biplot persepsi Etnik Batak  terhadap Etnik Bugis, Lampung, Sunda dan Jawa 

Prilaku Bugis Sunda Jawa Lampung 
Berani 100% 40% 40% 100% 
Rendah hati 40% 90% 100% 40% 
Toleran 80% 100% 100% 40% 
Jujur 70% 80% 90% 60% 
Halus/lembut 30% 100% 100% - 
Bijaksana 70% 60% 100% 40% 
Pandai 60% 60% 60% 60% 
Pemurah 40% 60% 90% 20% 
Moderen 70% 80% 70% 50% 
Sederhana 40% 30% 100% 80% 
Giat 60% 20% 80% 20% 
Agamis 70% 90% 90% 90% 
Terbuka 60% 40% 90% 30% 
Pemaaf 60% 100% 100% 60% 
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Dari Gambar 2 dapat kita lihat menurut persepsi Etnik Batak  bahwa Etnik Sunda dan Etnik Jawa 
mempunyai prilaku yang halus, rendah hati,  dan pemurah. Sedangkan etnik lampung dan bugis menurut 
persepsi etnik batak  mempunyai prilaku hampir sama yaitu berani.  Persepsi etnik batak terhadap etnik 
lampung, bugis, sunda, dan jawa tentang sifat halus sangat beragam. Prilaku halus dan pemurah 
mempunyai hubungan yang erat begitu juga prilaku agamis dan jujur.  

 
 
3.3 Persepsi Etnik Sunda terhadap Etnik Bugis,  Batak,  Jawa dan Lampung 

 
Persepsi etnik Sunda  terhadap ciri-ciri etnik lain yakni etnik Bugis,  Batak , Jawa dan Lampung 

dapat dilihat pada tabel berikut : 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabel 3. Persepsi Etnik Sunda terhadap Etnik Bugis, Batak, Jawa dan Lampung 
 
 Jika  Tabel 3 dianalisis dengan Biplot maka didapat gambar di bawah ini.  
 

 
Gambar 3.  Biplot Persepsi Etnik Sunda terhadap Etnik Bugis, Lampung, Batak dan Jawa 
Dari Gambar 3 dapat kita lihat menurut persepsi Etnik Sunda   bahwa Etnik Etnik Jawa mempunyai 

prilaku yang halus, sederhana,  rendah hati, toleran, dan bijak. Sedangkan etnik lampung, bugis, dan batak 

Prilaku Bugis Batak  Jawa Lampung 
Berani 100% 100% 100% 100% 
Rendah hati 10% 20% 100% 10% 
Toleran 20% 30% 100% 10% 
Jujur 100% 30% 100% 20% 
Halus/lembut 20% 10% 100% 30% 
Bijaksana 40% 30% 100% 20% 
Pandai 100% 90% 100% 90% 
Pemurah 70% 90% 70% 10% 
Moderen 40% 70% 70% 20% 
Sederhana 20% 20% 100% 20% 
Giat 100% 80% 100% 10% 
Agamis 100% 90% 40% 70% 
Terbuka 80% 80% 90% 90% 
Pemaaf 10% 90% 80% 10% 
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menurut persepsi etnik sunda   mempunyai prilaku hampir sama yaitu berani, agamis, dan terbuka.  
Persepsi etnik sunda  terhadap etnik lampung, bugis, batak, dan jawa tentang sifat halus sangat beragam. 
Prilaku halus dan pemurah mempunyai hubungan yang erat begitu juga prilaku agamis dan jujur.  

 
3.4 Persepsi Etnik Bugis terhadap Etnik Batak,  Sunda,  Jawa dan Lampung 

  
Persepsi etnik Bugis  terhadap ciri-ciri etnik lain yakni etnik Batak, Sunda, Jawa dan Lampung 

dapat dilihat pada tabel berikut : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabel  4. Persepsi Etnik Bugis terhadap Etnik Batak, Sunda, Jawa dan Lampung 
 
Jika  Tabel 4 dianalisis dengan Biplot maka didapat gambar di bawah ini.  

 
Gambar 4.  Biplot Persepsi Etnik Bugis  terhadap Etnik Batak , Lampung, Sunda dan Jawa 
Dari Gambar 4 dapat kita lihat menurut persepsi Etnik Bugis  bahwa Etnik Jawa dan Sunda  

mempunyai prilaku yang halus, sederhana,  rendah hati, toleran, dan jujur. Sedangkan etnik lampung dan 
batak menurut persepsi etnik bugis    mempunyai prilaku hampir sama yaitu berani, agamis, dan pemurah.  
Persepsi etnik bugis  terhadap etnik lampung, sunda, batak, dan jawa tentang sifat halus dan rendah hati 

Prilaku Batak  Sunda Jawa Lampung 
Berani 100% 70% 80% 100% 
Rendah hati - 80% 100%  - 
Toleran 80% 90% 100% 80% 
Jujur 70% 100% 100% 80% 
Halus/lembut - 100% 100% 10% 
Bijaksana 80% 90% 100% 70% 
Pandai 100% 100% 100% 80% 
Pemurah 100% 90% 80% 80% 
Moderen 20% 30% 10% 10% 
Sederhana 70% 100% 100% 20% 
Giat 100% 80% 100% 40% 
Agamis 100% 100% 100% 100% 
Terbuka 100% 90% 90% 80% 
Pemaaf 80% 90% 90% 70% 
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sangat beragam. Prilaku halus dan rendah hati mempunyai hubungan yang erat begitu juga prilaku agamis 
dan toleran.  

 
3.5 Persepsi Etnik Jawa terhadap Etnik Bugis, Batak,  Sunda, dan Lampung 

  
Persepsi etnik Jawa  terhadap ciri-ciri etnik lain yakni etnik Bugis, Batak, Sunda,  dan Lampung 

dapat dilihat pada tabel berikut : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tabel 5. Persepsi Etnik Jawa terhadap Etnik Bugis, Batak, Sunda dan Lampung 
 
Jika  Tabel 5  dianalisis dengan Biplot maka didapat gambar di bawah ini.  

 
 
Gambar 5.  Biplot Persepsi Etnik Jawa  terhadap Etnik Bugis, Lampung, Sunda dan Batak 
 
Dari Gambar 5 dapat kita lihat menurut persepsi Etnik Jawa  bahwa Etnik Sunda  mempunyai 

prilaku yang halus, sederhana,  rendah hati, toleran, dan jujur. Sedangkan etnik lampung, bugis dan batak 
menurut persepsi etnik jawa mempunyai prilaku hampir sama yaitu berani, agamis.  Persepsi etnik jawa   

Prilaku Bugis Batak  Sunda Lampung 
Berani 100% 100% 70% 90% 
Rendah hati 10% - 100% 10% 
Toleran 20%  10% 100% 20%  
Jujur 100% 80% 90% 50% 
Halus/lembut 10% - 80% - 
Bijaksana 70% 60% 90% 50% 
Pandai 70% 100% 100% 70% 
Pemurah 40% 40% 50% 30% 
Moderen 60% 60% 60% 60% 
Sederhana 20% 10% 60% 20% 
Giat 80% 80% 80% 10% 
Agamis 80% 50% 90% 80% 
Terbuka 20% 90% 70% 20% 
Pemaaf 70% 100% 90% 20%  
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terhadap etnik lampung, sunda, batak, dan bugis tentang sifat  pemaaf  dan rendah hati sangat beragam. 
Prilaku toleran dan rendah hati mempunyai hubungan yang erat begitu juga prilaku jujur dan pandai.  
 
 
6. Kesimpulan 

 
Berdasarkan hasil analisis terdapat  2 kelompok besar  yaitu kelompok etnik pemberani dan 

kelompok etnik yang rendah hati, halus, dan sederhana. Kelompok etnik pemberani yaitu etnik Batak, 
Lampung, dan Bugis. Kelompok etnik yang rendah hati, halus, dan sederhana yaitu etnik Jawa dan Sunda. 
Perilaku toleran, jujur, bijaksana, pandai, agamis, terbuka, pemaaf, dan pemurah dimiliki oleh semua 
etnik. 
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Abstrak 
 

Dalam analisis regresi, metode penduga tak bias terbaik (best linier unbiased estimator) yang digunakan untuk 
pendugaan parameter adalah Metode Kuadrat Terkecil (MKT). Namun, ketika terdapat pencilan pada data 
pengamatan, MKT menjadi bias dan tidak efisien. Hal ini dikarenakan MKT sangat sensitif terhadap pencilan. 
Metode yang tepat digunakan untuk mengatasi masalah tersebut adalah metode robust. Minimum Volume Ellipsoid 
(MVE) dan Minimum Covariance Determinant (MCD) merupakan dua metode robust yang dikenal memiliki 
ketegaran yang baik terhadap pencilan. Tetapi, penggunaan MVE dan MCD diragukan apabila dihadapkan pada 
data yang berukuran kecil. Oleh sebab itu, perlu penerapan metode bootstrap/resampling pada kedua metode 
tersebut agar diperoleh hasil pendugaan yang lebih baik. Tujuan dari penelitian ini adalah membandingkan 
ketegaran metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap untuk mengatasi pengaruh pencilan pada data yang 
berukuran kecil dalam analisis regresi linear berganda. Efektivitas masing-masing metode dapat diketahui 
berdasarkan nilai bias dan Mean Square Error (MSE) dari pendugaan parameter yang dihasilkan. Hasil penelitian 
menunjukkan bahwa MVE-Bootstrap lebih baik dari MCD-Bootstrap dalam menduga parameter regresi pada data 
berukuran kecil yang mengandung pencilan. 
Kata kunci: Bootstrap; MCD; MVE; Pencilan; Robust 
 
1. Pendahuluan 

Analisis regresi linear merupakan suatu metode statistika yang digunakan untuk menyelidiki pola hubungan 
linaer antara variabel tak bebas dan variabel bebas. Berdasarkan jumlah variabel bebasnya, analisis regresi linear 
dibagi menjadi dua jenis, yaitu analisis regresi linear sederhana dan analisis regresi linear berganda. Analisis regresi 
linear sederhana digunakan untuk mengetahui pengaruh antara satu variabel bebas terhadap satu variabel tak bebas. 
Sedangkan analisis regresi linier berganda digunakan untuk menyelidiki hubungan antara dua atau lebih variabel 
bebas terhadap satu variabel tak bebas. Menurut Kumalasari dkk. (2017), bentuk umum persamaan model regresi 
linier berganda dengan p jumlah variabel bebas dapat dituliskan sebagai berikut, 
 

 (1)          .݁ + ܺߚ + ⋯ + 2ܺ2ߚ + 1ܺ1ߚ + 0ߚ = ܻ
 

Hasil dari analisis regresi berupa parameter regresi yang terdiri dari konstanta dan koefisien regresi untuk 
masing-masing variabel bebas. Metode yang paling umum digunakan dalam pembentukan model atau mengestimasi 
parameter regresi adalah Metode Kuadrat Terkecil (MKT). Prinsip metode ini adalah mengestimasi nilai parameter 
dengan cara meminimumkan jumlah kuadrat galat (Sembiring, 2003). Penduga MKT bagi parameter model regresi 
diperoleh dengan menggunakan persamaan berikut  
 

 (2)         .ࢅ்ࢄଵି(ࢄ்ࢄ) =	ࢼ
 

MKT dikenal sangat baik dan bersifat BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) dalam mengestimasi 
parameter regresi ketika semua asumsi klasik terpenuhi. Namun menurut Yaffee (2002) dalam Nisa (2006), MKT 
merupakan metode penduga parameter yang sangat sensitif terhadap adanya penyimpangan asumsi. Apabila salah 
satu asumsi klasik regresi tidak terpenuhi, maka MKT menjadi bias dan tidak efisien untuk menduga parameter 
regresi. 

Salah satu asumsi penting dalam analisis regresi yang harus terpenuhi ialah asumsi normalitas. Namun dalam 
berbagai kasus penelitian, tidak jarang ditemukan penyimpangan terhadap asumsi normalitas. Penyimpangan 
tersebut salah satunya disebabkan oleh adanya pencilan pada data pengamatan. Pencilan merupakan data 
pengamatan yang menyimpang dari data lainnya. Terkadang untuk mengatasi pencilan seorang peneliti melakukan 
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transformasi terhadap data, namun seringkali asumsi tersebut tidak terpenuhi meskipun telah dilakukan transformasi 
yang pada akhirnya tetap membiaskan pendugaan (Olive, 2005).   

Dalam kasus seperti ini, metode regresi robust yang tegar terhadap pengaruh pencilan merupakan 
metode yang paling layak digunakan. Regresi robust merupakan metode regresi yang digunakan ketika distribusi 
dari galat tidak normal dan atau adanya beberapa pencilan yang berpengaruh pada model (Shodiqin, dkk., 2018). 
Hingga saat ini, telah banyak metode regresi robust yang digunakan peneliti dalam pendugaan parameter pada data 
mengandung pencilan, seperti Penduga-M oleh Ghazali dkk. (2015) dan Ardiyanti (2011), Penduga LMS oleh 
Husna (2015) dan Haditama (2011), Penduga LTS oleh Shodiqin dkk. (2018) dan Mashitah dkk. (2013), Penduga 
MM oleh Nurdin dkk. (2014) dan Candraningtyas dkk. (2013), serta Penduga S oleh Febrianto (2016). Berbeda 
dengan penelitian-penelitian sebelumnya, dalam penelitian ini pendugaan parameter regresi pada data mengandung 
pencilan akan menggunakan metode robust lain yang lazim diterapkan dalam analisis multivariate, yaitu Minimum 
Volume Ellipsoid (MVE) dan Minimum Covariance Determinant (MCD).  

Metode MVE dan MCD memang dikenal memiliki ketegaran yang cukup besar terhadap adanya pencilan. 
Namun menurut Gusriani, dkk. (2013), penggunaan metode MCD diragukan apabila dihadapkan pada data yang 
berukuran kecil. Hal ini berlaku pula pada metode MVE. Oleh sebab itu, perlu penerapan prosedur resampling pada 
kedua metode tersebut untuk mendapatkan hasil pendugaan yang lebih baik. Metode resampling yang dapat 
digunakan dalam pendugaan parameter regresi adalah bootstrap. Penerapan bootstrap pada metode MVE dan MCD 
selanjutnya dapat disebut sebagai MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap. 

Minimum Volume Ellipsoid (MVE) merupakan metode penduga robust untuk vektor nilai tengah dan matriks 
peragam.  Prinsip metode ini adalah mencari sebuah ellipsoid dengan volume paling minimum yang melingkupi 
suatu subhimpunan dari minimal h pengamatan, dengan [h = (n+p+1)/2].  Subhimpunan berukuran h ini disebut 
halfset karena h sering dipilih lebih dari setengah n pengamatan (Notiragayu dan Nisa, 2008).  Menurut Parmikanti 
dkk. (2016), untuk mendapatkan elipsoida dengan volume minimum, dimulai dengan memilih himpunan bagian 
yang memuat (p+1) pengamatan. Selanjutnya untuk setiap himpunan bagian berukuran (p+1) dapat disebut 
himpunan indeks J = { i1 , i2 , . . . , ip+1 }. Lalu dilanjutkan dengan menentukan vektor rata-rata (mean) ࢀ, matriks 
kovarian ࡿ, dan jarak kuadrat ܦଶ dari sampel, dengan menggunakan persamaan sebagai berikut, 

ࢀ          = ഥ࢞ = ଵ
ାଵ

	∑ ࢞
ାଵ
ୀଵ                                                                        (3) 

      
ࡿ = ଵ


	∑ ࢞) −

ାଵ
ୀଵ ࢞)(ഥ࢞ − ഥ)்                            (4)࢞

       
ଶܦ = ࢞)] − ࢞)ଵି(ࡿ)்(ഥ࢞ −  ഥ)].                                                                 (5)࢞

       
 

Selanjutnya menghitung volume ellipsoid sebagai nilai volume elips dari subsampel pertama, yang dinyatakan 
dalam rumus berikut, 

ࢂ = ቀ

ቁ

ඥdet	(ࡿ) ; ܿ = ඥܺ,ఈ

ଶ  .                                       (6)
       

Mengulangi  untuk subsampel selanjutnya dengan ukuran yang sama hingga sebanyak ቀ
݊

 + 1ቁ subsampel. 
Kemudian memilih subsampel yang elipsnya memiliki volume paling minimum, yang dilanjutkan dengan 
menghitung  ࢄഥொ	dan ࡿொ dari subsampel terpilih, dimana: 
 

                                                                                  (7)ࢀ = 	ഥொࢄ
          
 
 
 
 

ொ = ࡿ 
మ(,)
,á
మ ࡰ 

ଶ	ࡿ 	;  ܿଶ(݊,) = 	 ቂ1 + ଵହ
ା

ቃ
ଶ
                                      (8)

      
 
 
Dengan menggunakan ࢄഥொ	 dan  ࡿொ tersebut, maka selanjutnya data dapat diboboti dengan: 

ܹ = 	 ቊ1			, ࢞) − ݔ)ொିଵࡿ்(	ഥொࢄ (	ഥொࢄ− ≤	ܺ;ଵିఈ
ଶ

																																																									ܽݕ݈݊݊݅ܽ	݇ݑݐ݊ݑ,	0
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Pembobot ܹ dapat membentuk matriks ࢃொ berukuran n x n, sebagai berikut 
 

ொࢃ = 	 ൦
ଵܹଵ ଵܹଶ

ଶܹଵ ଶܹଶ
⋮ ⋮

				
…
…
⋱
				

ଵܹ

ଶܹ
⋮

ܹଵ ܹଶ 			… ܹ

൪.  

Sehingga diperoleh penduga MVE untuk menduga parameter regresi dengan persamaan berikut 
 

ொࢼ =  (9)                                                                            (ࢅொࢃ்ࢄ)	ଵି(ࢄொࢃ்ࢄ)
          

Minimum Covariance Determinant (MCD) merupakan metode penduga parameter dengan meminimumkan 
determinan matriks kovarians. Prinsip metode MCD adalah mendapatkan subhimpunan dari keseluruhan 
pengamatan yang matriks kovariansnya memiliki determinan terkecil diantara semua kombinasi kemungkinan data 
(Kurniadi dkk., 2012). Berdasarkan Dayanti dkk. (2016), langkah-langkah penduga MCD dalam menduga parameter 
regresi dengan menggunakan  fast-MCD dimulai dengan mengambil himpunan bagian dari matriks X secara acak, 
misalkan himpunan bagian tersebut ܪଵ dengan jumlah elemen sebanyak h.  Selanjutnya menghitung vektor rata-rata 
 ,ଵ menggunakan persamaan berikutࡿ ഥଵ danࢄ  ଵ dengan memisalkanܪ ெ dariࡿ ഥெ dan matriks kovariansࢄ

ഥெࢄ   = ଵ

	∑ ு	ఢݔ              (10) 

    
ெࡿ  = ଵ


	∑ ݔ] ݔ][ഥெࢄ− ு	ഥெ]்ఢࢄ−  .             (11) 

 
Kemudian menghitung determinan dari ࡿଵ atau ݀݁(1ܵ)ݐ. Jika (ܵ1) ≠ 0, maka dilanjutkan dengan menghitung jarak 
mahalanobis yang kemudian diurutkan dari yang terkecil hingga terbesar. Jarak mahalanobis dihitung dengan rumus 
berikut 

RD = 	ඥ(࢞ − ெିଵࡿ்(ഥெࢄ ࢞)  ഥெ).            (12)ࢄ−
 

Pada iterasi selanjutnya, yaitu ܪଶ akan diambil sebanyak h pengamatan dengan jarak RD terkecil. Demikian 
seterusnya hingga mencapai konvergen (ܵ݅+1) = ݀݁(1ܵ)ݐ. Selanjutnya memilih himpunan H yang memiliki 
determinan ࡿெ terkecil, serta mencari ࢄഥெ dan ࡿெ dari himpunan H terpilih. Dengan menggunakan ࢄഥெ dan 
 :ெ tersebut, maka selanjutnya data dapat diboboti denganࡿ

ܹ = 	 ൜1			, ࢞) ெିଵࡿ்(ഥெࢄ− ࢞) (ഥெࢄ− ≤	ܺ;ଵିఈ
ଶ

																																																									ܽݕ݈݊݊݅ܽ					,	0
 

Pembobot ܹ dapat membentuk matriks ࢃொ berukuran n x n, sebagai berikut 
 

ெࢃ = 		 ൦
ଵܹଵ ଵܹଶ

ଶܹଵ ଶܹଶ
⋮ ⋮

				
…
…
⋱
				

ଵܹ

ଶܹ
⋮

ܹଵ ܹଶ 			… ܹ

൪. 

Sehingga diperoleh penduga MCD untuk menduga parameter regresi dengan persamaan berikut 

(13)              .(ࢅெࢃ்ࢄ)	ଵି(ࢄெࢃ்ࢄ) = ெࢼ
     
 

Bootstrap merupakan teknik resampling nonparametrik yang bertujuan untuk menentukan estimasi standar 
eror dan interval konfidensi dari parameter populasi seperti mean, rasio, median, proporsi, koefisien korelasi atau 
koefisien regresi tanpa menggunakan asumsi distribusi. Metode ini dapat digunakan untuk mengatasi permasalahan 
dalam statistika baik masalah data yang sedikit, data yang menyimpang dari asumsinya maupun data yang tidak 
memiliki asumsi dalam distribusinya (Sungkono, 2015). Ada dua prosedur bootstrap yang dapat diterapkan pada 
model regresi, yaitu bootstrap pairs dan bootstrap residual. Metode bootstrap yang digunakan dalam penelitian ini 
adalah bootstrap residual yang yang bekerja dengan meresampling hanya pada data sisaannya. Prosedur pada 
bootstrap residual sama dengan prosedur bootstrap pada umumnya.  Langkah-langkah melakukan bootstrap 
residual menurut Gusriani dkk. (2013), dilakukan dengan terlebih dahulu menentukan parameter regresi dan nilai ݕො, 
kemudian menghitung nilai residual dengan ݁  = ݕ −  ො. Selanjutnya mengambil sampel dari residual sebanyak nݕ
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secara acak dengan pengembalian dari ݁ sehingga diperoleh  ݁
∗() = 	 ൫݁ଵ

∗() , ݁ଶ
∗(), … , ݁

∗()	൯. Lalu menentukan nilai 
boostrap untuk ࢅ∗() dengan persamaan berikut: 

 
ࢼࢄ = ()∗ࢅ +  (14)     .()∗ࢋ

 
Menghitung parameter regresi bootstrap  dan  melakukan iterasi  hingga batas replikasi yang diinginkan atau 
sebanyak B kali. Parameter regresi bootstrap dapat dihitung dengan rumus berikut 
 

 ∗()= (XTX) -1 XTY*(b).     (15)ࢼ
 

Tujuan dari penelitian ini adalah membandingkan efektivitas metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap 
untuk menduga parameter pada data berukuran kecil yang mengandung pencilan dalam analisis regresi linear 
berganda. Pada penelitian ini akan dilakukan simulasi pendugaan parameter secara berulang-ulang dengan data 
beberapa ukuran sampel dan persentase pencilan. Efektivitas masing-masing metode dapat diketahui berdasarkan 
nilai bias dan Mean Square Error (MSE) dari estimasi parameter yang dihasilkan.   

Menurut Wulandari dkk. (2010), bias penduga dari suatu parameter pada simulasi data didefinisikan sebagai 
jumlah selisih dari penduga parameter pada data yang terdapat outlier dengan penduga parameter pada data yang 
tanpa outlier, dibagi dengan banyaknya pengulangan. Sedangkan Mean Square Error (MSE) adalah jumlah selisih 
kuadrat dari penduga parameter pada data yang terdapat pencilan dengan penduga parameter pada data yang tanpa 
pencilan, dibagi dengan banyaknya pengulangan. Semakin kecil nilai bias dan MSE, maka hasil  pendugaan suatu 
parameter semakin baik. Bias dan MSE dinotasikan sebagai berikut 

 
መ൯ߚ൫ݏܽ݅ܤ = ଵ


 ∑ ห	ߚመ (௦) መߚ	− ()ห

ୀଵ             (16) 
 
ଵ = (መߚ)ܧܵܯ


 ∑ ൫ߚመ(௦) − መ()൯ଶߚ

ୀଵ .            (17) 

 
2. Metodelogi Penelitian 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data simulasi yang dibangkitkan menggunakan software R 
i386 v. 3.5.1. Data yang dibangkitkan terdiri dari galat (error) dan variabel bebas (X) yang akan digunakan untuk 
menentukan variabel tak bebas (Y). Data galat dibangkitkan berdistribusi N(0,1) dengan kontaminasi pencilan 
sebesar 10% dan 20%. Sedangkan data variabel bebas  dibangkitkan dengan ଵܺ~N(0,1) dan 	ܺଶ~N(0,1).	Masing-
masing data dibangkitkan dengan ukuran sampel yang kecil, yaitu sebanyak 20, 30, 40, dan 50 sampel.  

Adapun tahapan-tahapan simulasi yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 
1. Membangkitkan satu kelompok galat serta variabel bebas ଵܺ dan ܺଶ masing-masing berdistribusi N(0,1). 
2. Mengkontaminasikan kelompok galat dari distribusi N(0,1) dengan pencilan berdistribusi N(50,1). Pencilan yang 

diberikan yaitu sebesar 10% dan 20%. 
3. Menentukan nilai variabel tak bebas Y menggunakan masing-masing galat, yaitu galat dengan pencilan 10% dan 

20%, sehingga diperoleh 	ܻଵ%	dan 	ܻଶ%. Dalam hal ini memisalkan ߚ = ଵߚ = 	 ଶߚ = 1. 
4. Menduga paramater regresi dengan menggunakan MKT, MVE- Bootstrap, dan MCD-Bootstrap terhadap 

masing-masing variabel tak bebas.  
5. Mengulangi langkah 1 sampai dengan 4 sebanyak 1000 kali. 
6. Menghitung dan membandingkan nilai bias dan MSE masing-masing parameter hasil dugaan dari MKT, MVE-

Bootstrap, dan MCD-Bootstrap untuk semua ukuran sampel dan persentase pencilan. 
 
 
3. Hasil dan Pembahasan 

Setelah dilakukan simulasi dengan pengulangan 1000 kali menggunakan data dengan beberapa ukuran 
sampel dan ukuran persentase pencilan, maka diperoleh  hasil sebagai berikut. 
 
3.1  Nilai Bias pada Setiap Ukuran Sampel dan Persentase Pencilan 

Dari hasil perhitungan yang dilakukan dengan menggunakan program R didapatkan nilai bias dari MKT, 
MVE-Bootstrap, dan MCD-Bootstrap sebagai berikut. 
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Tabel 1. Nilai Bias Pendugaan Parameter Regresi Menggunakan MKT, MVE-Bootstrap, dan MCD-Bootstrap 

Pencilan  N 
BIAS 

MKT MVE-Bootstrap MCD-Bootstrap 

 መଶߚ መଵߚ መߚ መଶߚ መଵߚ መߚ መଶߚ መଵߚ መߚ

10% 

20 4,9800 3,0800 3,0340 0,3500 0,4820 0,5030 0,3970 0,5540 0,5910 
30 4,9310 2,3470 2,4080 0,2860 0,4030 0,3890 0,3440 0,5090 0,5000 
40 5,0070 2,1130 2,0070 0,2420 0,3310 0,3410 0,2900 0,4210 0,4250 
50 4,9990 1,8190 1,8130 0,2230 0,3070 0,3120 0,2610 0,3990 0,3780 

20% 

20 9,9900 4,0100 4,0200 0,3340 0,4280 0,4090 0,3710 0,4650 0,4600 
30 10,0010 3,1810 3,2350 0,2590 0,3400 0,3430 0,3020 0,4160 0,4240 
40 9,9850 2,6810 2,6420 0,2310 0,3070 0,2980 0,2710 0,3870 0,3720 
50 9,9970 2,3180 2,4080 0,2140 0,2700 0,2860 0,2440 0,3410 0,3460 

 
Berdasarkan Tabel 1 dapat dilihat bahwa nilai bias metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap lebih kecil 

dibandingkan MKT, bahkan memiliki selisih yang cukup jauh pada setiap ukuran sampel dan persentase pencilan. 
Dalam hal ini jelas menunjukkan bahwa parameter regresi yang diduga oleh MKT sangat buruk atau jauh dari 
parameter yang sebenarnya, sehingga tidak perlu diperbandingkan lebih jauh dengan MVE-Bootstrap dan MCD-
Bootstrap. Adapun perbandingan nilai bias metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap dapat dilihat pada gambar 
berikut. 
 
3.2 Perbandingan Bias pada Setiap Ukuran Sampel dan Persentase Pencilan  

 

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 1. Perbandingan bias ߚመ metode MVE-Bootsrap dan MCD-Bootstrap pada setiap persentase pencilan   

dan ukuran sampel. 
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Berdasarkan Gambar 1 dapat terlihat bahwa untuk pendugaan ߚ, nilai bias yang dihasilkan metode MVE-
Bootstrap lebih kecil dibandingkan MCD-Bootstrap pada semua ukuran sampel, baik yang memiliki persentase 
pencilan 10% maupun pencilan 20%. Dalam hal ini dapat pula terlihat bahwa semakin besar ukuran sampel, maka 
bias yang dihasilkan oleh kedua metode semakin kecil. Selanjutnya grafik perbandingan bias ߚመଵ dapat dilihat pada 
Gambar 2 berikut. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 2. Perbandingan bias ߚመଵ metode MVE-Bootsrap dan MCD-Bootstrap pada setiap persentase pencilan  

dan ukuran sampel.  
 

Seperti halnya dengan pendugaan ߚ, pada pendugaan  ߚଵ juga dapat dilihat bahwa nilai bias yang dihasilkan 
oleh MVE-Bootstrap  lebih kecil dibandingkan MCD-Bootstrap  pada semua ukuran sampel dan semua persentase 
pencilan. Namun, selisih bias MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap pada data dengan persentase pencilan 10% 
tampak lebih besar dibandingkan  pada data dengan persentase pencilan 20% untuk semua ukuran sampel. Adapun 
grafik perbandingan bias ߚመଶ diperoleh seperti pada Gambar 3 berikut ini. 
  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3. Perbandingan bias ߚመଶ metode MVE-Bootsrap dan MCD-Bootstrap pada setiap persentase pencilan  

dan ukuran sampel. 
 

Dari Gambar 3. dapat dilihat bahwa untuk pendugaan ߚଶ juga menghasilkan perbandingan bias yang sama 
pada pendugaan ߚ dan ߚଵ. Hal ini ditunjukkan dengan nilai bias MVE-Bootstrap yang lebih kecil dibandingkan 
MCD-Bootstrap, baik untuk sampel dengan persentase  pencilan sebesar 10% maupun 20%. 

 
Berdasarkan perbandingan nilai biasnya, metode MVE-Bootstrap lebih baik dibandingkan dengan MCD-

Bootstrap dalam menduga parameter regresi pada data yang berukuran kecil dan mengandung pencilan. Hal ini 
dikarenakan nilai bias yang dihasilkan oleh MVE-Bootstrap lebih kecil dibandingkan MCD-Bootstrap pada simulasi 
data yang telah dilakukan. .Namun, untuk membandingkan ketegaran kedua metode tersebut tidak cukup hanya 
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dilihat berdasarkan nilai biasnya, tetapi juga perlu dilihat pula perbandingan nilai MSE yang dihasilnya oleh masing-
masing metode agar diperoleh kesimpulan yang akurat. 

 

3.3 Nilai Mean Square Error (MSE) pada Ukuran Sampel dan Setiap Persentase Pencilan  
Dari hasil perhitungan yang dilakukan dengan menggunakan program R i386 3.5.1, maka didapatkan nilai 

MSE dari MKT, MVE-Bootstrap, dan MCD-Bootstrap sebagai berikut. 
 
Tabel 2. Nilai MSE Hasil Pendugaan Parameter Regresi Metode MKT, MVE-Bootstrap, dan MCD-Bootstrap 

Pencilan  N 
MSE 

MKT MVE-Bootstrap MCD-Bootstrap 
 መଶߚ መଵߚ መߚ መଶߚ መଵߚ መߚ መଶߚ መଵߚ መߚ

10% 

20 26,3280 14,7350 14,4560 0,1960 0,3990 0,4330 0,2580 0,5220 0,6080 
30 24,9090 8,6850 9,3080 0,1330 0,2720 0,2470 0,1920 0,4370 0,4120 
40 25,4230 6,9550 6,4780 0,0950 0,1820 0,1930 0,1370 0,2950 0,2940 
50 25,1960 5,2000 5,1690 0,0780 0,1520 0,1600 0,1060 0,2530 0,2280 

20% 

20 102,6430 25,4370 26,0830 0,1740 0,3350 0,2940 0,2210 0,3740 0,3650 
30 101,2390 16,1380 16,2100 0,1110 0,1920 0,1970 0,1460 0,2920 0,2900 
40 100,2670 11,4300 10,9290 0,0850 0,1580 0,1410 0,1170 0,2470 0,2310 
50 100,2650 8,4690 8,9930 0,0700 0,1260 0,1310 0,0940 0,1970 0,1960 

 
Berdasarkan Tabel 2 dapat dilihat bahwa nilai MSE metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap lebih kecil 

dibandingkan MKT, bahkan memiliki selisih yang sangat jauh pada setiap persentase pencilan dan ukuran sampel. 
Dalam hal ini sekali lagi menunjukkan bahwa MKT tidak dapat menduga parameter regresi secara akurat pada data 
yang mengandung pencilan, sehingga tidak perlu diperbandingkan lebih jauh dengan hasil pendugaan metode robust 
MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap. Perbandingan MSE metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap dapat 
dilihat pada gambar berikut. 
 
3.4 Perbandingan MSE pada Setiap Ukuran Sampel dan Persentase Pencilan  

  
 
  
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
Gambar 4. Perbandingan MSE ߚመ metode MVE-Bootsrap dan MCD-Bootstrap pada setiap persentase pencilan 

dan ukuran sampel. 
Berdasarkan Gambar 4 dapat jelas terlihat bahwa untuk pendugaan ߚ, metode MVE-Bootstrap menghasilkan 

MSE yang lebih kecil dibandingkan MCD-Bootstrap pada semua ukuran sampel  dan  semua persentase pencilan. 
Selain itu, dapat pula terlihat bahwa semakin besar ukuran sampel, maka MSE yang dihasilkan oleh kedua metode 
semakin kecil. Hal ini menunjukkan bahwa metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap bersifat konsisten. 
Selanjutnya grafik perbandingan MSE ߚመଵ dapat dilihat pada Gambar 5 berikut. 
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Gambar 5. Perbandingan MSE ߚመଵ metode MVE-Bootsrap dan MCD-Bootstrap pada setiap persentase pencilan dan 

ukuran sampel.  
Seperti halnya dengan pendugaan  ߚ, pada pendugaan  ߚଵ metode MVE-Bootstrap juga menghasilkan MSE 

yang lebih kecil dibandingkan MCD-Bootstrap pada semua ukuran sampel, baik data dengan persentase pencilan 
sebesar 10% maupun 20%. Dari Gambar 5 juga dapat pula dilihat bahwa semakin besar ukuran sampel, maka MSE 
yang dihasilkan oleh kedua metode semakin kecil. Hal ini menunjukkan bahwa metode MVE-Bootstrap dan MCD-
Bootstrap memiliki sifat konsisten. Adapun grafik perbandingan MSE ߚመଶ diperoleh seperti pada Gambar 6 berikut. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 6. Perbandingan MSE ߚመଶ metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap pada setiap persentase pencilan dan 

ukuran sampel.  
Dari Gambar 6 dapat dilihat bahwa untuk pendugaan ߚଶ juga menghasilkan perbandingan MSE yang sama 

pada pendugaan ߚ dan ߚଵ. Hal ini ditunjukkan dengan nilai MSE MVE-Bootstrap yang lebih kecil dibandingkan 
MCD-Bootstrap, baik untuk sampel dengan persentase  pencilan sebesar 10% maupun 20%. Selain itu, dapat pula 
terlihat bahwa semakin besar ukuran sampel, maka MSE yang dihasilkan oleh kedua metode semakin kecil. Hal ini 
menunjukkan bahwa metode MVE-Bootstrap dan MCD-Bootstrap konsisten. 

 
Berdasarkan nilai Mean Square Error (MSE) yang dihasilkan kedua metode, dapat dilihat bahwa nilai MSE 

MVE-Bootstrap jauh lebih kecil dari MSE MCD-Bootstrap. Hal ini jelas membuktikan bahwa MVE-Bootstrap 
merupakan penduga yang lebih baik dibandingkan MCD-Boostrap dalam menduga parameter regresi pada data 
berukuran kecil yang mengandung pencilan. 
  
 
4. Kesimpulan 

Berdasarkan uraian di atas dapat diketahui bahwa MVE-Bootstrap memiliki nilai bias yang lebih kecil 
dibandingkan MCD-Bootstrap untuk semua ukuran sampel dan persentase pencilan. Selain itu, mean square error 
(MSE) yang dihasilkan oleh MVE-Bootstrap juga lebih kecil dari MCD-Bootstrap untuk semua ukuran sampel, baik 
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pada data dengan perasentase pencilan 10% maupun 20%. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa metode 
MVE-Bootstrap lebih baik dibandingkan MCD-Bootstrap dalam menduga parameter regresi pada data berukuran 
kecil yang mengandung pencilan.  
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Abstrak 
 

Tulisan ini bertujuan untuk membuat prosedur estimasi untuk menentukan masa hidup minimal dari 
data tersensor dalam analisis uji keandalan (reliability) dua populasi. Empat buah distribusi data 
masa hidup dikaji dalam tulisan ini meliputi distribusi Eksponensial, Weibull, Rayleigh, dan 
Pareto.Efisiensi waktu pengujian akan diperoleh karena dengan mengestimasi masa hidup data 
tersensor dapat diketahui signifikansi perbedaan dua buah populasi. Eksperimen dilakukan untuk 
menguji dua buah desain produk (lama dan baru) dari masa hidup baterei . Hasil yang diperoleh 
berupa taksiran parameter distribusi dan waktu minimal masa hidup data tersensor dari produk 
desain baru. 
 

 
Kata kunci: Data Masa Hidup, Data Tersensor, Penaksiran Kemungkinan Maksimum,  
Uji Rasio Kemungkinan,  Metoda Newton Raphson 
 

1. Pendahuluan 
 Dalam inovasi disain produk para peneliti menghendaki bahwa produk yang baru hasilnya bisa lebih baik 
dibandingkan dengan produk yang lama, salah satu parameternya adalah bahwa produk baru tahan lebih lama atau 
memilki keandalan (reliability) yang lebih baik  dibandingkan dengan disain produk sebelumnya. Umumnya dalam 
industri untuk membandingkan masa hidup produk tersebut, dilakukan pengukuran ketahanan produk sampai 
produk tersebut rusak (fail), dari masing-masing sampel yang ada. Permasalahan yang muncul adalah dalam 
melakukan uji perbandingan tersebut, biasanya peneliti memerlukan data hasil pengujian yang lengkap, artinya data 
masa hidup produk sampai rusak dari masing-masing desain yang ada (disain lama dan baru) tersedia. Hal ini cukup 
menyulitkan mengingat beberapa masa hidup produk memerlukan penelitian yang cukup lama. 
 Kendala waktu penelitian untuk menunggu sampai seluruh produk rusak (fail), terutama untuk disain baru, 
menyebabkan penelitian kurang efisien. Diperlukan cara yang lebih efisien dalam penelitian sehingga tanpa harus 
menunggu seluruh komponen/produk rusak dengan menggunakan data tersensor, tatapi dapat diketahui keandalan 
produk tersebut dengan mengetahui berapa waktu masa hidup minimal (sebagai data tersensor) yang diperlukan, 
sehingga dapat membuktikan bahwa disain baru lebih andal. Dengan demikian uji perbandingan keandalan produk 
dapat menghasilkan kesimpulan tanpa harus menunggu semua produk rusak.  
 Bentuk distribusi peluang untuk data masa hidup (life time data) yang dapat digunakan dalam uji keandalan 
produk diantaranya distribusi eksponensial, distribusi normal, dan distribusi Weibull. Secara umum seluruh bentuk 
distribusi peluang kontinu dapat digunakan sebagai pendekatan bentuk distribusi peluang untuk data masa hidup. 
Analisis statistik untuk menentukan statistik uji yang dapat mengetahui apakah masa hidup produk telah memenuhi 
kriteria yang diharapkan dalam kondisi data tersensor menjadi fokus utama yang akan dikaji dalam penelitian ini. 
Seluruh bentuk distribusi peluang data masa hidup akan diekspolrasi, sehingga memberikan banyak alternatif untuk 
pemecahan masalah lapangan sesuai dengan kondisi data yang ada. 
 Kajian masalah yang akan dipecahkan dalam tulisan  ini meliputi penentuan taksiran parameter distribusi 
peluang data masa hidup dengan terlebih dahulu menentukan fungsi likelihood untuk setiap bentuk  distribusi, baik 
untuk data lengkap maupun data tersensor. Algoritma penaksiran parameter distribusi peluang data masa hidup 
ketika taksiran parameter distribusi berbentuk implisit dengan menggunakan metode Newton Raphson. Selanjutnaya 
menentukan waktu minimal sampel penelitian dari data tersensor untuk disain baru, sehingga dapat ditentukan 
secara siginifikan perbedaan antara disain lama dan disain baru. Beberapa kajian dan penelitian dalam analisis data 
masa hidup dengan beberapa kondisi sudah lakukan untuk data tak lengkap, diantaranya (Dempster, A.P, dkk., 
1977)  menggunakan algoritma EM dalam menentukan taksiran parameter (Doganaksoy,N., 1991)  menggunakan 
bentuk distribusi Weibull dalam kajian penaksiran waktu minimum data tersensor. Demikan halnya kajian data 
tersensor tunggal (Doganaksoy,N., 1995) dan distribusi campuran (Titterington, D.M.,dkk., 1985)  dan (Du. J, 
2002). Umumnya penelitian yang digunakan dilakukan dalam satu bentuk distribusi masa hidup dengan satu jenis 
kondisi data, dengan algoritma yang tidak efisien dan kurang aplikatif.  
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 Tulisan ini membahas sebuah algoritma dan program komputasi dalam menentukan keandalan 
komponen/produk dari data tersensor dengan berbagai alternatif bentuk distribusi data masa hidup, sehingga 
memberikan banyak alternatif dalam pengolahan data sesuai dengan data di lapangan. Hasil penelitian ini dapat 
digunakan dalam pengujian keandalan produk di bidang teknik atau industri, terutama dalam uji perbandingan 
keandalan desain baru sebagai desain desain lama, sehingga memberikan manfaat bagi engeneer dan perusahaan 
manufaktur dalam melakukan pengujian, sehingga bisa lebih efisien dari segi waktu mengingat hasil uji keandalan 
dapat diketahui sebelum semua unit rusak, sebagai data tersensor. 
 
2. Fungsi Kemungkinan Data Masa Hidup 

Beberapa teori keandalan dengan basis analisis data masa hidup (life time data) telah banyak dibahas oleh 
peneliti, beberapa teori telah lama dibahas dan menjadi rujukan sampai saat ini oleh(Abernethy, R. B., 1996), ( Cox, 
D.R. dan Oakes, D., 1994), (Klein, J.P., Moeschberger, M.L. 1997) dan (Ebeling,C.E.,1997). Referensi tersebut 
dapat digunakan sebagai kerangka teori  yang berkaitan dengan pemecahan permasalahan, meliputi penelaahan dan 
penganalisisan beberapa karakteristik distribusi masa hidup, dan pembahasan mengenai bentuk dan metoda estimasi 
parameter distribusi. 

Pembentukan rumusan untuk data lengkap dan data tersensor menjadi dasar dalam pembuatan algoritma 
estimasi parameter yang akan dilakukan, metoda Newton raphson dalam proses iterasi estimasi parameter karena 
beberapa estimasi parameter dari distribusi akan menghasilkan bentuk estimasi yang implisit. Demikian juga dengan 
teori simulasi yang akan digunakan untuk membangkitkan data dalam menguji algoritma dan program yang akan 
dibuat. 

Berdasarkan teori fungsi kemungkinan (likelihood), dimana maka dapat ditentukan masing-masing bentuk 

distribusi masa hidup, yaitu dengan menghitung  
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sampel desain baru sebanyak m buah sampel, dengan data tersensor sy  sebanyak n-m buah. Dapat ditentukan fungsi 
kemungkinan untuk masing-masing bentuk distribusi sebagai berikut : 
 
1. Fungsi kemungkinan distribusi eksponensial  
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2. Fungsi kemungkinan distribusi Weibull 
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3. Fungsi kemungkinan distribusi Rayleigh : 
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4. Fungsi kemungkinan distribusi Pareto diperoleh : 
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3. Analisis Statistik Uji Keandalan Perbandingan Dua Populasi 
 Dalam menentukan statistik uji keandalan perbandingan dua sampel penting memperhatikan beberapa 
kondisi berupa asumsi-asumsi kejadian dan distribusi data yang akan digunakan, menentukan hipotesis dua populasi 
untuk menguji apakah ada perbedaan signifikan nilai parameter dari kedua populasi, membangun log fungsi 
kemungkinan untuk menentukan taksiran parameter model dari setiap distribusi yang ditetapkan, dan menentukan 
uji rasio kemungkinan untuk menentukan kesimpulan dalam uji hipotesis parameter. 
 
A. Asumsi-asumsi 
Beberapa asumsi yang digunakan adalah sebagai berikut : 
1. Waktu kerusakan dari kedua sampel produk (desain lama dan desain baru) adalah sampel acak yang saling bebas 

(independen), yang memiliki bentuk distribusi masa hidup yang telah ditentukan, yaitu : Eksponensial, Weibull, 
Rayleigh, dan Pareto 

2. Waktu sampel yang tidak rusak (running time) dengan desain baru merupakan waktu tersensor, ketika seluruh 
disain lama rusak 

3. Waktu kerusakan saling bebas dengan waktu tersensor ataupun lamanya waktu pengujian. 
4. Parameter bentuk kedua sampel diasumsikan sama (untuk distribusi Weibull dan Pareto) 
5. Banyaknya sampel yang diujikan untuk dua jenis sampel berbeda (desain lama dan baru) adalah sama. 
 
B. Hipotesis Dua Populasi 
 Untuk mengetahui apakah kedua populasi desain memiliki perbedaan yang berarti, maka dibandingkan 
masing-masing adalah parameter skala   dengan asumsi bahwa skala bentuk  (untuk Weibull dan Pareto) adalah 
sama dan tidak diketahui, dengan hipotesis adalah sebagai berikut: 
H0 : 021    

Ha : 21    
H0 menyatakan tidak ada perbedaan di antara parameter skala kedua desain atau memiliki parameter yang sama 
dengan 0 , artinya kedua populasi memiliki bentuk yang sama, sedangkan Ha adalah sebaliknya. 
 
C. Log Fungsi Kemungkinan Dua Sampel dibawah  H0 dan H1 
 
Berdasarkan fungsi kemungkinan yang telah dibentuk dalam sub bab III.3, maka dapat ditentukan fungsi 
kemungkinan di bawah H0 yaitu 210    dan Ha yaitu 21  a dari kedua sampel untuk masing-
masing bentuk distribusi sebagai berikut  
1. Distribusi Eksponensial 
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2. Distribusi Weibull 
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3. Distribusi Rayleigh 
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4. Distribusi Pareto 

        
















 


*
0

0
11

00000 lnlnln1-lnln
y

mnyxmnmn
m

j
j

n

i
i


  

     (C7) 

      
















 


*
2

11
21 lnlnln1lnlnln

y
mnyxmnmn a

m

j
j

n

i
iaaaaa


  (C8) 

 
D. Taksiran Paremeter 

Taksiran masing masing parameter yang ditentukan dengan menggunakan metoda maksimum likelihood, 
taksiran parameter yang ditentukan berturut-turut adalah taksiran parameter untuk sampel desain lama dan desain 
baru, juga ditentukan taksiran parameter dibawah H0 dan Ha. Diperoleh untuk masing-masing distribusi adalah 
sebagai berikut :  

 
1. Taksiran parameter distribusi Eksponensial 
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2. Taksiran parameter distribusi Weibull 
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3. Taksiran parameter distribusi Rayleigh 
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4. Taksiran parameter distribusi Pareto 







 n

i

i
n

i
i

x
n

nx

n

1 1
1

1

1

lnlnln
ˆ




  (D15), 

  














*
2

2
1

2

lnlnln
ˆ

y
mnmy

m
m

j
j




           (D16) 

dengan ii
xmin1̂   dan jj

yminˆ
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(Mukhopadhyay & Ekwo, 1987) 
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E. Uji Rasio Kemungkinan Masalah Penelitian 
 Statistik uji yangdigunakan untuk menentukan daerah kritis penerimaan atau penolakan H0 adalah dengan 
menggunakan uji rasio kemungkinan sebagaimana telah dijelaskan dalam subbab II.3.3 dengan menghitung 

 
 aaL

L


ˆ
0̂0  dengan pendekatan untuk sampel besar, statistik  Ln2 mengikuti distribusi Chi-Kuadrat dengan 

derajat kebebasan satu dituliskan dengan 2
)1( . Dengan demikian untuk masalah penelitian dapat dihitung dengan 

menentukan nilai  02)(   asyT , dengan nital T bergantung terhadap data tersensor sy dari desain baru. 

Selanjutnya nilai )( syT  akan dibandingkan dengan titik kritis yang diperoleh dari nilai chi kuadrat 2
)1),1((   . Jika 

nilai )( syT  lebih besar dari 2
)1),1((   , maka dapat dinyatakan cukup signifikan menolak, yang artinya terdapat 
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perbedaan antar populasi. Selama nilai tersebut belum terpenuhi, maka akan ditentukan nilai sy  minimal sehingga 
2

)1),1(()(  syT . 
 
4. Prosedur Analisis Statistik Uji Keandalan 
Prosedur perhitungan yang diuraikan adalah prosedur estimasi parameter distribusi untuk distribusi Eksponensial, 
Rayleigh, Pareto, dan distribusi Weibull. 
 
A. Prosedur estimasi parameter distribusi 
Estimasi parameter dengan persamaan eksplisit untuk distribusi Eksponensial, Rayleigh, Pareto, dan distribusi 
Weibull.  
1. Mulai 
2. Tentukan (input) data sampel 1 (x1, x2,.......xn) 
3. Tentukan (input) data sampel 2 (y1, y2,....,ym) 
4. Tentukan (input) data tersensor sampel 2  (y*) 

5. Inisialisasi 
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6. Tentukan taksiran parameter masing-masing distribusi untuk sampel 1, sampel 2, maupun nilai parameter  
    di bawah Ho dan Ha, yaitu : 

a. menghitung taksiran parameter Eksponensial dari persamaan (D1), (D2), dan (D3) 
b. menghitung taksiran parameter Rayleigh dari persamaan (D12), (D13), dan (D14) 
c. menghitung taksiran parameter Pareto dari persamaan (D15), (D16), (D17) dan (D3) 

7. Selesai 
 
Untuk menentukan estimasi parameter distribusi Weibull, dapat ditentukan dengan Metoda Newton Raphson, 
dengan langkah sebagai berikut : 

1. Mulai 
2. Tentukan (input) data sampel 1 (x1, x2,.......xn) 

Tentukan (input) data sampel 2 (y1, y2,....,ym) 
Tentukan (input) data tersensor sampel 2  (y*) 

3. Inisialiasi
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4. Tentukan  0̂f ,  0
/ ̂f ,  af ̂ , dan  af ̂/  

5. Lakukan iterasi dengan metoda newton raphson Hitung taksiran dengan menggunakan metoda Newton Raphson, 
sebagai berikut : 
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6. Uji konvergenitas 
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7. Hitung parameter skala Weibull yaitu persamaan (D5), (D7), dan (D9) 
8. Selesai 

 

B. Prosedur menentukan lamanya pengujian masa hidup minimum y* = ys 
1. Mulai 
2. Tentukan (input) data sampel 1 (x1, x2,.....,xn),  
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3. Tentukan (input) data sampel 2 (y1, y2,.....,ym) 
4. Input data tersensor populasi 2 (y*)  

5. Hitung estimasi parameter untuk setiap distribusi  000 ˆ,ˆˆ    maupun  a ˆ,ˆ,ˆˆ
211    

seperti dalam prosedur sebelumnya 

6. Hitung  00 ̂   (nilai log-likelihood dibawah H0) untuk setiap 0 masing-masing distribusi,  
yaitu persamaan (C1), (C3), (C5), dan (C7) 

7. Hitung  1̂a   (nilai log-likelihood dibawah Ha) untuksetiap a masing-masingdistribusi 
 yaitupersamaan (C2), (C4), (C6), dan (C8) 

8. Hitung statistik uji rasio log likelihood     001
ˆˆ2)(    asyT  

9. Tentukan titik kritis C
2

)1;1(   

10. Periksa apakah CyT s )( , jika tidak kembali ke langkah 4 dengan menentukan ys yang lebih besar  
11. Selesai 
 
5. Data dan  Permasalahan 
 Dua jenis baterai merek tertentu yaitu baterai standar (lama) dan baterai modifikasi(baru) diuji masa 
hidupnya. Pengujian masa hidup didasarkan pada semakin melemahnya arus listrik yang dialami baterai, sehingga 
tidak lagi berfungsi dengan baik. Sebuah alat uji untuk menentukan masa hidup kedua jenis baterai tersebut berupa 
rangkaian elektronik untuk mendukung fungsi alat pengujian telah diproduksi, rangakaian catu daya, rangkaian 
komparator, juga rangkaian pengaktif disatukan dengan sistem sensor arus untuk mengetahui berkurangnya arus 
sekaligus mengetahui masa hidup batrei dengan perhitungan konversi terhadap waktu 
    Setelah setiap sampel baterai ditempatkan kedalam alat uji, dengan masing-masing jenis baterai 
berjumlah sepuluh buah, kemudian alat dihubungkan dengan lampu sebagai pemakai arus baterai, yang 
menyebabkan daya baterei digunakan dan sebanding lurus dengan penggunaan arusnya. Untuk menentukan waktu 
masa hidup alat dihubungkan (interface) dengan software untuk mengkonversi berkurangnya arus terhadap waktu. 
Pencatatan data secara otomatis dilakukan, dan diperoleh hasil sebagaimana terlihat di Tabel 1. Dari hasil uji terlihat 
bahwa baterai modifikasi jauh memiliki masa hidup yang lebih lama,walaupun demikian dengan data sebenarnya, 
dapat dihitung waktu tersensor minimal harus hidup (ys) sehingga dapat dinyatakan bahwa masa hidup baterai 
modifikasi berbeda secara signifikan dengan baterai standar. 
 
A. Uji Kecocokan Distribusi 
   Dengan melakukan proses perhitungan, dengan terlebih dahulu melakukan input data untuk desain lama 
merupakan data lengkap sebanyak n = 10, sedangkan untuk data sampel desain baru terdapat 4 buah data msa hidup 
dan 6 buah data tersensor dengan ys = 745.25. Uji kecocokan kolmogorov dilakukan dengan hasil sebagaimana 
terlihat pada Tabel 2.  
 

Tabel 1 
Hasil Pengujian Dua Desain Baterai  

Baterai 
Standar 

Masa 
hidup 

(Menit) 
Baterai 

Modifikasi 

Masa 
hidup 

(Menit) 
B1 69.87 B20 531.48 
B7 107.13 B16 637.95 
B2 129.97 B19 737.83 
B8 159.60 B12 740.53 
B5 164.73 B11 745.25* 
B6 179.82 B18 745.25* 
B3 180.75 B15 745.25* 
B9 212.32 B17 745.25* 
B4 213.47 B14 745.25* 
B10 217.88 B13 745.25* 
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Tabel 2. 
Hasil Uji Kecocokan Distribusi 

Bentuk Distribusi 
Eksponen Weibull Rayleigh Pareto 
Diterima 

(p= 0.1080) 
Diterima 

(p=0.9249) 
Diterima 

(p=0.4074) 
Diterima 

(p=0.4644) 
 
   Dari hasil uji kecocokan kolmogorov terlihat bahwa pendekatan keempat distribusi dapat dilakuakn untuk 
menentukan analisis selanjutnya, yaitu menaksir parameter distribusi dan menentukan masa hidup minimal (ys) dari 
data tersensor sampel baterai modifikasi. 
 
B. Analisis Hasil Data Penelituan 
   Selanjutnya dilakukan analisis estimasi parameter dan menentukan masa hidup minimal (ys) dari data 
tersensor sampel baterai modifikasi. Tabel 3 memperlihatkan hasil taksiran untuk setiap distribusi berdasarkan hasil 
perhitungan data sebenarnya.  

 
Tabel 3. 

Hasil Taksiran 
     Distribusi 
Taksiran Eksponen Weibull Rayleigh Pareto 

ys min 745.29 745.29 745.29 745.29 
T 16.2317 NaN 38.1785 28.0829 

0  0.0017 NaN 429.715 69.87 

1  0.0063 4.864 115.8837 68.87 

2  0.0006 NaN 754.94 531.48 

0   0.0000  0.4702 

1   0.0000  1.3127 

2     1.5792 

a     1.3846 

 
   Dari hasil taksiran terlihat bahwa masa hidup minimal (ys)untuk setiap distribusi memiliki hasil yang 
sama, hal ini mudah difahami mengingat data real yang diolah memiliki selisih data masa hidup yang cukup tinggi 
antara desain lama dan desain baru yang cukup besar, sehingga perbedaan yang sangat signifikan terlihat dari nilai 
ys minimal yang dihasilkan, artinya tidak cukup lama uji harus dilakukan untuk menentukan perbedaan dua 
populasi, yakni dengan ys= 249,26 saja sudah cukup membuktikan dengan derajat signifikansi 5%. Hasil taksiran 
parameter perlu dicermati lebih jauh, mengingat ada beberapa hasil yang tidak bisa diterima, terutama untuk 
taksiran distribusi Weibull, mengingat tidak ada nilai yang cukup menjelaskan taksiran parameter. Hasil 
eksponensial dan pareto cukup memberikan hasil yang rasional , demikian juga dengan taksiran parameter Rayleigh. 
 
 
 
6. Simpulan 
 Prosedur estimasi parameter empat distribusi yaitu distribusi Eksponensial, Pareto, Rayleigh, dan 
distribusi Weibull untuk kasus perbandingan dua populasi dengan salah satunya memiliki data tersensor telah 
diuraikan dalam tulisan ini. Prosedur penentuan masa hidup minimal (ys minimal) dari data tersensor dapat 
ditentukan untuk efisiensi waktu pengujian sehingga pengujian tidak harus dilakukan sampai seluruh unit rusak 
(fail). Dengan menentukan waktu masa hidup minimal dapat diketahui adanya perbedaan yang signifikan antara 
kedua populasi. Distribusi Weibull sebenarnya cukup handal untuk uji data masa hidup mengingat distribusi ini 
dapat memberikan banyak alternatif untuk nilai parameter yang berbeda, walaupun terkadang nilai taksiran cukup 
sensitif terhadap data untuk menentukan nilai taksiran dengan menggunakan metoda Newton Raphson, tetapi dalam 
studi kasus yang digunakan belum memberikan hasil yang memuaskan, mengingat taksiran parameter Weibull 
belum bisa diperoleh dan tidak dapat memberikan informasi dari data sebenarnya dibanding tiga distribusi lainnya. 
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Abstrak 
 

Jumlah uang beredar dan Inflasi adalah dua diantara sekian banyak variabel ekonomi makro yang paling 
banyak memiliki perand alam aktivitas perekonomian suatu negara, tidak terkecuali dalam perekonomian 
Indonesia. Secara teori, Irving Fisher dan Keynes memiliki pendapat yang berbeda mengenai hubungan 
antara inflasi dan jumlah uang beredar. Penelitian ini akan menganalisis pola hubungan diantara kedua 
variabel tersebut melalui metode data deret waktu Vector Autoregressive (VAR). Berdasarkan hasil 
penelitian, hubungan antara inflasi dan jumlah uang beredar sejalan dengan teori Irving Fisher maupun 
teori Keynes. Kedua variabel signifikan saling mempengaruhi namun dengan kecepatan pengaruh yang 
berbeda. Model yang terpilih adalah model VAR(1). Peningkatan pertumbuhan uang beredar akan direspon 
dengan meningkatnya inflasi. Sedangkan kenaikan tingkat inflasi akan direspon dengan melambatnya 
pertumbuhan jumlah uang beredar. Namun respon yang diterima oleh inflasi maupun pertumbuhan uang 
beredar tidak bersifat permanen. Peningkatan pertumbuhan jumlah uang beredar berdampak positif 
terhadap laju inflasi selama 5 bulan. Sedangkan peningkatan laju inflasi berdampak negatif terhadap 
pertumbuhan jumlah uang beredar selama 5 bulan. 

 
Kata kunci: Ekonomi Makro; Inflasi; Time series; Uang Beredar; Vector Autoregressive 
 

 
1.  Pendahuluan 

 
Kestabilan perekonomian suatu negara akan selalu menjadi prioritas yang ingin dicapai, karena 

dengan stabilitas ekonomi akan menciptakan suasana kondusif dalam kegiatan perekonomian. Salah satu 
ukuran dari kestabilan perekonomian dapat dilihat melalui laju inflasi yang mencerminkan perubahan 
tingkat harga barang dan jasa. Bank Indonesia melalui kebijakan moneter yang ditempuh selalu 
menjadikan inflasi sebagai target untuk mencapai pertumbuhan ekonomi dan nilai rupiah yang stabil. 
Salah satu cara yang ditempuh adalah melalui pengendalian jumlah uang beredar. Selama ini kebijakan 
pengendalian uang beredar dan pengendalian tingkat inflasi menjadi kebijakan prioritas Bank Indonesia. 
Hal ini menunjukkan bahwa kedua variabel tersebut memang memiliki dampak yang sangat penting bagi 
perjalanan perekonomian Indonesia. 

Boediono (1995) mendefinisikan inflasi sebagai kecenderungan dari harga-harga untuk naik secara 
umum dan terus-menerus. Inflasi juga diartikan sebagai suatu keadaan yang mengindikasikan semakin 
melemahnya daya beli yang diikuti dengan semakin merosotnya nilai riil (intrinsik) mata uang suatu 
negara (Tajul, 2000). Inflasi dalam perekonomian disatu sisi selalu menjadi hal yang relatif menakutkan, 
karena inflasi dapat melemahkan daya beli dan dapat melumpuhkan kemampuan produksi yang mengarah 
pada krisis produksi dan konsumsi. Akan tetapi, disisi lain ketiadaan inflasi menandakan tidak adanya 
pergerakan positif dalam perekonomian karena relatif harga-harga tidak berubah dan kondisi ini dapat 
melemahkan sektor industri. 

Kegiatan perekonomian suatu negara sendiri tidak terlepas dari aktivitas pembayaran uang. Hal ini 
menyangkut dengan jumlah uang beredar. Perubahan dalam jumlah uang beredar akan berpengaruh 
dengan kegiatan perekonomian diberbagai sektor. Jumlah uang beredar (money supply) sendiri dapat 
diartikan sebagai jumlah uang yang beredar dalam sebuah perekonomian. Uang adalah benda yang 
disetujui oleh masyarakat sebagai alat perantara untuk mengadakan pertukaran atau perdagangan dalam 
masyarakat (Sukirno, 2006). Dengan kata lain, uang adalah alat yang dikatakan sah dan disetujui sebagai 
alat yang digunakan dalam melakukan pertukaran baik barang maupun jasa. 

mailto:nurika@bps.go.id
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Berdasarkan peranannya, jumlah uang beredar dan inflasi adalah dua diantara sekian banyak 
variabel ekonomi makro yang paling banyak memiliki peran dalam aktivitas perekonomian. Jumlah uang 
beredar memiliki peran sebagai alat transaksi penggerak perekonomian. Besar kecilnya uang beredar akan 
mempengaruhi daya beli riil masyarakat dan juga tersedianya komoditi yang dibutuhkan masyarakat. 
Sementara inflasi berdampak pada nilai riil kekayaan masyarakat, dan juga kemampuan sisi penawaran 
dalam menyediakan komoditi.  

Hubungan inflasi dan jumlah uang beredar tergambar dalam teori yang dikemukakan oleh Irving 
Fisher dan Keynes. Namun Irving Fisher dan Keynes memiliki pendapat yang berbeda mengenai 
hubungan antara inflasi dan jumlah uang yang beredar. Bila merujuk teori inflasi milik Irving Fisher, 
inflasi (peningkatan harga) akan terjadi jika disebabkan oleh adanya penambahan jumlah uang yang 
beredar di masyarakat. Sedangkan J.M. Keynes melalui pendekatan tingkat harga dan kurva IS-LM 
berpendapat bahwa secara umum inflasi akan berpengaruh terhadap pendapatan nasional dari suatu 
negara melalui pengaruh terhadap real money supply dalam negara tersebut dan meningkatkan jumlah 
uang yang beredar. Sehingga dapat dikatakan jika tingkat harga akan mempengaruhi jumlah uang beredar 
di masyarakat. 

Berdasarkan hal yang telah dikemukakan sebelumnya maka penelitian ini akan menganalisis pola 
hubungan yang terjadi antara inflasi dan jumlah uang beredar. Metode analisis yang dipilih adalah data 
deret waktu Vector Autoregressive (VAR). Menurut Enders (2004), model VAR merupakan sistem 
persamaan dinamis yang digunakan untuk menguji hubungan antara variabel-variabel dengan 
menggunakan asumsi minimal atas strukturnya. VAR menjelaskan bahwa setiap variabel yang ada dalam 
model tergantung pada pergerakan masa lalu dari variabel itu sendiri dan juga pergerakan masa lalu 
seluruh variabel lainnya yang ada dalam sistem. 
 
Teori Hubungan Inflasi dan Jumlah Uang Beredar 
 
Teori Kuantitas Uang 

Teori permintaan uang yang dikembangkan atas dasar pemikiran aliran klasik atau lebih dikenal 
dengan Teori Kuantitas Uang menjelaskan peranan uang terhadap perekonomian secara umum yang 
pertama kali dijelaskan oleh Irving Fisher pada tahun 1911 melalui The Quantity Theory of Money yang 
termuat dalam bukunya berjudul The Purchasing Power of Money. Teori ini berpandangan bahwa 
terdapat hubungan langsung antara pertumbuhan jumlah uang beredar dengan kenaikan harga-harga 
umum (inflasi) dan pertumbuhan jumlah uang beredar merupakan penyebab utama inflasi. Penjelasan ini 
relevan dengan pandangan monetarist (Milton Friedman) bahwa inflasi, dimana dan kapanpun terjadinya, 
selalu merupakan sebuah fenomena moneter. 

Teori kuantitas uang menggambarkan kerangka yang jelas mengenai hubungan langsung yang 
sistematis antara pertumbuhan jumlah uang beredar dan inflasi. Analisis Fisher dalam teori ini mengacu 
pada persamaan pertukaran (equation of exchange) yang dirumuskan sebagai : 

 
MV = PT 

Dimana: 
M = Money in circulation (jumlah uang yang beredar) 
V = perputaran uang dalam satu periode biasanya satu tahun 
P = harga barang dan jasa 
T = volume transaksi 

 
Teori Keyness 

J.M Keynes melihat bahwa perubahan tingkat harga berpengaruh terhadap tingkat pendapatan 
nasional equilibrium melalui pengaruhnya terhadap real money supply, yang dapat pula disebut jumlah 
penawaran uang nyata. Dalam keadaan deflasi, yaitu di mana tingkat harga mengalami penurunan, nilai 
riil jumlah uang beredar akan mengalami peningkatan. Dengan jumlah uang yang nilai nominalnya sama 
dalam arti tidak berubah, menurunnya tingkat harga dengan lima puluh persen, misalnya mengakibatkan 
meningkatnya real money supply menjadi dua kali jumlah semula. Sebaliknya, sebagai akibat adanya 
inflasi, dengan nominal money supply yang sama dihasilkan real money supply yang lebih sedikit 
daripada sebelumnya (Reksoprayitno, 2009). 
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2.  Metode Penelitian 

 
Dalam penelitian ini, data yang digunakan adalah inflasi dan jumlah uang beredar. Data yang 

digunakan merupakan data time series bulanan periode Januari 2006 hingga Maret 2015. Data tersebut 
diperoleh dari Bank Indonesia yang diunduh melalui website www.bi.go.id. Variabel jumlah uang beredar 
yang digunakan dalam penelitian ini adalah jumlah uang beredar dalam arti luas (M2) dan dinyatakan 
dalam pertumbuhan.  

Bentuk fungsi dari interdependensi inflasi dan jumlah uang beredar dalam analisis model Vector 
Autoregressive (VAR) terdiri atas dua persamaan sebagai berikut : 

1 1 1 1
1 1

k k

t j t j j t j t
j j

INF INF JUB    
 

    

     
2 1 1 2

1 1

k k

t j t j j t j t
j j

JUB JUB INF    
 

      

Di mana: 
INF   : Inflasi(%) 
JUB  : Pertumbuhan Jumlah Uang Beredar (%) 
t  = bulan ; j  = jumlah lag (kelambanan) kuartal yang dipilih berdasarkan estimasi terbaik. 

1 2,t t    merupakan proses white noise (independen terhadap perilaku historis INF dan JUB ). 
 

 
 
3.  Hasil dan Pembahasan 
 
3.1 Eksplorasi Data 

 
Jumlah uang beredar dan Inflasi adalah dua diantara sekian banyak variabel ekonomi makro yang 

paling banyak memiliki peran dalam aktivitas perekonomian suatu negara, tak terkecuali perekonomian 
Indonesia. 

 
Tabel 1. Inflasi Indonesia Menurut Komoditi Tahun 2001-2014 

Inflasi Year on Year 

Jenis 
Tahun 

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 

Bahan Makanan 12.03 9.13 -1.72 6.38 13.91 12.94 11.26 16.35 3.88 15.64 3.64 5.68 11.35 10.57 

Makanan Jadi, 
Minuman, Rokok 
dan Tembakau 

14.48 9.18 6.24 4.85 13.71 6.36 6.41 12.53 7.81 6.96 4.51 6.11 7.45 8.11 

Perumahan, Air, 
Listrik, Gas, dan 
Bahan Bakar 

13.59 12.71 9.21 7.40 13.94 4.83 4.88 10.92 1.83 4.08 3.47 3.35 6.22 7.36 

Sandang 8.14 2.69 7.09 4.87 6.92 6.84 8.42 7.33 6.00 6.51 7.57 4.67 0.52 3.08 

Kesehatan 8.92 5.63 5.67 4.75 6.13 5.87 4.31 7.96 3.89 2.91 4.26 2.91 3.70 5.71 

Pendidikan, 
Rekreasi, dan 
Olahraga 

11.90 10.85 11.71 10.31 8.24 8.13 8.83 6.66 3.89 3.29 5.16 4.21 3.91 4.44 

Transpor, 
Komunikasi, dan 
Jasa Keuangan 

14.16 15.52 4.10 5.84 44.75 1.02 1.25 7.49 -3.67 2.69 1.92 2.20 15.36 12.14 

Umum 12.55 10.03 5.06 6.40 17.11 6.60 6.59 11.06 2.78 6.96 3.79 4.30 8.38 8.36 

Sumber: Badan Pusat Statistik 

http://www.bi.go.id/
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Dengan mengamati data time series inflasi di Indonesia (2001-2014) dapat diketahui sepanjang 
tahun 2001-2014 Indonesia pernah mengalami empat kali inflasi umum yang mencapai 2 digit yaitu tahun 
2001, 2002, 2005, dan 2008. Inflasi tahun 2001 mencapai 12,55 persen, pada tahun 2002 inflasi mencapai 
10,03 persen. Inflasi tertinggi pada periode tersebut yaitu terjadi ditahun 2005 yang mencapai 17,11 
persen, namun tetap menjadi stimulator perekonomian Indonesia.  

Banyak faktor yang memicu terjadinya peningkatan inflasi di Indonesia. Inflasi yang terjadi pada 
tahun-tahun yang disebutkan tersebut merupakan inflasi yang terjadi diakibatkan oleh faktor administered 
price, khusunya pada harga bahan bakar minyak. Contoh yang terjadi pada inflasi tahun 2005 
mengakibatkan peningkatan pada kelompok transportasi, komunikasi dan jasa keuangan yang mencapai 
44,75 persen. Pada tahun 2005 terjadi kenaikan harga minyak dunia dari 25 US$/barrel menjadi 60 
US$/barrel dan mengakibatkan peningkatan pada beban subsidi bahan bakar Indonesia. Pada bulan Maret 
dan Oktober diambil kebijakan menaikkan harga bahan bakar minyak untuk mengurangi beban subsidi 
negara. Untuk semua jenis bahan bakar pada bulan Maret kenaikan mencapai rata-rata 32 persen dan pada 
bulan Oktober kenaikan mencapai 87 persen untuk jenis premium dan 105 persen untuk jenis solar. 
Peningkatan harga bahan bakar minyak yang tergolong kelompok transport dan komunikasi, dan jasa 
keuangan yang terjadi khusus di Indonesia, sering menimbulkan efek domino terhadap peningkatan harga 
komoditi pada kelompok lain, contohnya pada kelompok bahan makanan dan kelompok perumahan, air 
listrik, gas dan bahan bakar. Efeknya yaitu peningkatan harga bahan makanan seperti cabai dan bawang, 
peningkatan tarif dasar listrik dan air untuk mengurangi beban produksi, serta diikuti peningkatan tarif 
angkutan umum untuk mengurangi beban biaya bahan bakar. 

 
Gambar 1. Pergerakan Jumlah Uang Beredar di Indonesia Periode 2001-2014 

 
Disisi lain juga terjadi peningkatan jumlah uang beredar di tengah masyarakat. Gambar 1 

menunjukkan posisi dari jumlah uang yang beredar di Indonesia. Terlihat bahwa jumlah uang beredar 
bergerak berfluktuatif dengan trend menaik dari tahun ke tahun. Posisi jumlah uang yang beredar di 
masyarakat selama lebih dari satu dekade mengalami peningkatan yang signifikan. Jumlah uang yang 
beredar tahun 2001 tercatat sebesar 844.053 milyar rupiah selanjutnya terus bertambah hingga tahun 2014 
jumlah uang yang beredar telah menyentuh nilai sebesar 3.861.659 milyar rupiah. Sementara laju 
pertumbuhan uang beredar pertahunnya secara rata-rata adalah sebesar 13,15 %. 

Perubahan jumlah uang beredar ini dapat menjadi cermin jika telah terjadi peningkatan harga jika 
didasarkan kepada teori Irving Fisher. Jumlah uang beredar yang ada di tangan masyarakat harus 
berkembang secara wajar. Hal ini tentunya akan memberikan pengaruh positif terhadap perekonomian, 
namun perkembangan yang terlalu meningkat tajam akan dapat memicu inflasi yang tentunya 
memberikan pengaruh negatif terhadap pertumbuhan perekonomian suatu negara. Untuk melihat pola 
hubungan antara inflasi dan jumlah uang beredar secara statistik akan dilakukan melalui metode time 
series Vector Autoregressive (VAR). 

Sebelum dilakukan analisis time series, terlebih dahulu melihat karakteristik variabel pengamatan 
dengan menggunakan statistika deskriptif. Hasil statistika deskriptif dapat dilihat pada Tabel 2 
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.Tabel 2. Statistik Deskriptif Variabel Pengamatan 

Variabel Inflasi Pertumbuhan Jumlah Uang Beredar 

Data 111 111 
Mean 0.5156 1.16 
Standar Deviasi 1.62 0.59 
Minimum -0.36 -3.22 
Maksimu 3.29 5,.78 

 
Berdasarkan korelasi Pearson, keeratan hubungan antara inflasi dan jumlah uang beredar adalah 

sebesar 34%. Secara deskriptif, selama periode penelitian, nilai minimum untuk inflasi bulanan adalah -
0,36% dan -3,22% untuk pertumbuhan jumlah uang beredar. Sementara nilai maksimum yang dicapai 
masing-masing adalah 3,29% dan 5,78% untuk inflasi dan jumlah uang beredar. Laju inflasi memiliki 
rata-rata sebesar 0,52% dengan standar deviasi sebesar 1,62. Sementara pertumbuhan jumlah uang 
beredar memiliki rata-rata yang lebih tinggi yakni sebesar 1,16% dengan standar deviasi sebesar 0,59. 
 
3.2 Model VAR 
 

Pendekatan analisis VAR dapat menjelaskan perilaku dinamis antar variabel yang diamati serta 
adanya interdependensi. Di sisi lain, VAR diharapkan menghilangkan problem simultanitas antar dua atau 
lebih variabel endogen. Langkah pertama dalam analisis model VAR, adalah pengujian stasioneritas 
masing-masing variabel endogen. Suatu data dikatakan stasioner jika nilai rata-rata (means) dan 
variannya untuk berbagai lag yang berbeda nilainya adalah konstan sepanjang waktu. Kestasioneran 
terhadap means dapat dilihat dari plot korelasi diri (ACF) dan plot korelasi diri parsial (PACF). Hasil plot 
ACF dan PACF terdapat pada Gambar 2. 

 
(a)  

(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Gambar 2. (a)ACF Data Pertumbuhan Jumlah Uang Beredar, (b)PACF Data Pertumbuhan Jumlah Uang Beredar, (c)ACF Data Laju 
Inflasi dan (d) PACF Data Laju Inflasi 

 
Pada plot ACF dan PACF kedua variabel menunjukkan pola garis tegak yang masih dalam batas 

toleransi sehingga bisa disimpulkan bahwa kedua variabel pengamatan telah stasioner dalam means. Data 
variabel inflasi dan pertumbuhan jumlah uang beredar stasioner pada level. Sudah stasionernya variabel 
yang akan digunakan dalam model VAR, sehingga model VAR yang digunakan termasuk kedalam VAR 
in level (model VAR unrestricted).  

Setelah melakukan uji stasioneritas, maka tahapan analisis model VAR selanjutnya adalah 
menentukan lag optimal yang akan digunakan dalam estimasi VAR. Penentuan panjang lag dimanfaatkan 
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untuk mengetahui lamanya periode respon suatu variabel terhadap variabel masa lalunya dan terhadap 
variabel endogen lainnya dan untuk menghindari adanya autokorelasi pada model. Penentuan lag optimal 
dalam penelitian ini berdasarkan kriteria nilai Scwartz Criterion (SC). Besarnya lag yang dipilih adalah 
lag yang menghasilkan nilai SC paling kecil. Hasil penentuan lag dapat dilihat pada Tabel 3. 
 

Tabel 3. Hasil Uji Panjang Lag Optimum 

Lag SC 

0 5.749817 
1 5.542446* 
2 5.572194 
3 5.725068 
4 5.792289 
5 5.853140 

Keterangan: *Lag Optimal yang disarankan 
 

Berdasarkan hasil uji, nilai SC terkecil tercapai pada pada lag ke-1. Sehingga mengindikasikan 
bahwa model VAR yang digunakan adalah model VAR ordo ke-1. Penggunaan ordo 1 ini juga dapat 
diartikan bahwa kedua variabel pengamatan saling mempengaruhi satu sama lain bukan saja pada periode 
yang sama namun variabel-variabel tersebut saling terkait satu periode sebelumnya. 

Tahapan selanjutnya adalah melakukan uji Bivariate Granger Causality. Uji kausalitas granger 
bertujuan untuk melihat pengaruh masa lalu dari suatu variabel terhadap kondisi variabel lain pada masa 
sekarang. Dengan kata lain, uji kausalitas Granger dapat digunakan untuk melihat apakah peramalan 
suatu variabel dapat lebih akurat dengan memasukan lag variabel lain. Tabel berikut menyajikan hasil 
analisis uji Bivariate Granger Causality. 

Tabel 4. Hasil Uji Causality Grangers 

Hipotesis Null F-Stat P-Value 

JUB do not Granger-Cause INF 7.2852 0.00751* 

INF do not Granger-Cause JUB 5.5479 0.02041* 
Keterangan: *stasioner pada Taraf Alpha 5% 

 
Hasil uji kausalitas granger dengan tingkat signifikansi 5% mengindikasikan bahwa pola hubungan 

antar variabel inflasi dan pertumbuhan jumlah uang beredar memiliki hubungan kausalitas atau dengan 
kata lain informasi masa lalu pertumbuhan jumlah uang beredar dapat memberikan kontribusi dalam 
memprediksi variabel inflasi hari ini, begitu pula sebaliknya. Hasil ini sejalan dengan teori kuantitas uang 
yang dikemukakan oleh Irving Fisher maupun Keynes.  

Hasil pengujian yang telah diuraikan sebelumnya menunjukkan bahwa model yang dapat 
digunakan sesuai dengan data adalah model VAR dengan ordo p=1. Model VAR yang terbentuk memiliki 
dua persamaan parsial yaitu INF dan JUB yang masing-masing memiliki 3 parameter termasuk intersep. 
Pada tahap ini akan dicari estimasi model VAR(1). Adapun metode yang digunakan pada penelitian ini 
adalah metode Ordinary Least Square (OLS). Kemudian untuk menguji tingkat signifikansi parameternya 
digunakan pengujian secara serentak dengan uji-F dan secara parsial dengan uj-t. 

 
 
 
 

Tabel 5. Hasil Estimasi Model VAR(1) 

Persamaan Variabel Koefisien P-value  
(Parsial) F-value P-value 

(Simultan) 

INF 
c 0.20797 0.00643* 

14.790 0.02806* INFt-1 0.39133 1.14E-05* 
JUBt-1 0.08357 0.00808* 

JUB 
c 1.70171 8.79e-12* 

5.148 0.00733* JUBt-1 -0.19304 0.0381* 
INFt-1 -0.58931 0.0213* 

Keterangan: *Signifikan pada alpha 5% 
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Secara simultan (uji-F) maupun parsial (uji-t), kedua persamaan signifikan pada tingkat signifikansi 
5%. Hasil estimasi menunjukkan bahwa laju inflasi dapat dijelaskan oleh laju inflasi sendiri dan 
pertumbuhan jumlah uang beredar. Laju inflasi dipengaruhi secara positif oleh laju inflasi satu periode 
sebelumnya dan pertumbuhan jumlah uang beredar juga pada satu periode sebelumnya. Tanda positif 
pada koefisien pertumbuhan jumlah uang beredar, menunjukkan bahwa meningkatnya jumlah uang 
beredar akan direspon dengan meningkatnya inflasi.  

Sementara itu, pertumbuhan jumlah uang beredar juga dipengaruhi oleh pertumbuhan jumlah uang 
beredar sendiri dan laju inflasi untuk satu periode sebelumnya. Laju inflasi memiliki koefisien negatif 
pada persamaan kedua yang menunjukkan bahwa kenaikan tingkat inflasi periode sebelumnya akan 
direspon dengan melambatnya pertumbuhan jumlah uang beredar. Plot dari model yang terbentuk dan 
plot residual masing-masing persamaan dapat dilihat pada Gambar 3. 

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 3. Diagram of Fit and Residuals (a)Persamaan INF (b)Persamaan JUB 
 

Diagnostik Model 
Uji kebaikan model (diagnostik model) perlu dilakukan untuk mengetahui kelayakan model. 

Diagnostik model yang dilakukan adalah pemeriksaan asumsi residual. Model dinyatakan layak jika antar 
residual saling bebas, ragam residual homogen dan residual mengikuti sebaran normal. Berdasarkan 
gambar 3, plot residual persamaan INF dan JUB terlihat memiliki pola yang acak. Uji autokorelasi 
residual atau pengujian multivariate white noise melalui uji Portmanteau, dari output R diperoleh hasil 
sebagai berikut: 

Tabel 6. Hasil Uji Portmanteau Model VAR(1) 
Lag Q-Stat P-value 

2 13.29488 0.0090 

3 16.79063 0.0290 

4 25.46348 0.0104 

5 36.17997 0.0019 

6 42.01042 0.0018 

7 51.14244 0.0005 

8 63.76001 0.0001 

9 71.18726 0.0000 

10 75.74803 0.0000 

11 79.36688 0.0001 

12 114.6614 0.0000 

 
Dengan menggunakan 0.05  , keputusannya tolak 0H  jika p-value < 0,05.Berdasarkan tabel 6 

dapat diketahui bahwa semua lag mempunyai p-value <0,05 sehingga keputusannya tolak 0H  atau 
dengan kata lain model VAR(1) belum memenuhi syarat multivariate white noise. 
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Tabel 7. Hasil Uji Jarque Berra 

Persamaan Stat-F Prob 

Univariate 
INF 268,44 0,0000 
JUB 9,86 0.0072 

Multivariate 226,5585 0,0000 

 
Dari hasil uji Jarque Berra secara multivariate diperoleh nilai Statistik Chi-Square sebesar 

226,5585 dengan probability chi-square sebesar 0,000. Nilai probability chi-square yang lebih kecil dari 
α = 5%  dapat disimpulkan bahwa residual tidak berdistribusi normal multivariate. Pengujian secara 
univariate diperoleh kesimpulan yang sama. 

Tahapan selanjutnya adalah menguji homogenitas residual dan hasil yang diperoleh adalah sebagai 
berikut 

Tabel 8. Hasil Uji ARCH-LM 
Persamaan Stat-F Prob 

Univariate 
INF 2,92 0,0904 
JUB 0,68 0.4100 

Persamaan Chisquare Prob 

Multivariate 58,7374 0.08209 

 
Berdasarkan uji Lagrange Multiplier, nilai probability yang lebih besar dari α = 5% memberi 

keputusan Tolak 0H , sehingga dapat disimpulkan bahwa residual bersifat homogen. Pengujian secara 
univariate menghasilkan kesimpulan yang sama dengan pengujian secara multivariate. 

Hasil diagnostik model terhadap residual menunjukkan bahwa model model VAR(1) telah 
memenuhi asumsi white noise dan homogenitas residual, namun belum memenuhi asumsi residual 
berdistribusi normal. Selanjutnya akan dilihat kebaikan model VAR(1) melalui nilai R2  dan Adj R2 yang 
dirangkum pada Tabel 9 

Tabel 9. Nilai R2dan Adj R2 Model VAR(1) 
Persamaan R2 Adj R2 

INF 0.2950 0.2679 

JUB 0.1155 0.0814 

 
Nilai R2 dan Adj R2 tiap persamaan parsial model VAR (1) cenderung kecil. Hal ini menunjukkan 

bahwa keragaman model masing-masing persamaan parsial belum dapat dijelaskan oleh peubah JUB dan 
INF secara bersama-sama, terdapat faktor lain di luar model yang lebih berpengaruh pada periode 
penelitian tersebut.  

Selanjutnya adalah melakukan pengujian stabilitas, yang berupa roots of characteristic polynomial 
terhadap seluruh variabel yang digunakan dikalikan jumlah lag dari masing-masing VAR, merupakan 
syarat yang harus dipenuhi dalam model dinamik seperti VAR, karena apabila didapatkan model VAR 
yang tidak stabil, analisis Impulse Response Function (IRF) dan Forecast Error Variance Decomposition 
(FEVD) menjadi tidak valid. Suatu sistem VAR dikatakan stabil jika seluruh akar atau roots-nya 
memiliki modulus lebih kecil dari satu atau berada dalam unit circle. Hasil uji stabilitas model pada lag 1 
dapat dilihat pada Tabel 10  

 

Tabel 10. Hasil Uji Stabilitas Model VAR(1) 

Root Modulus 

0.289206 0.289206 

-0.090924 0.090924 
 
Pada penelitian ini, berdasarkan uji stabilitas VAR dapat disimpulkan bahwa estimasi stabilitas 

VAR yang akan digunakan untuk analisis IRF dan FEVD telah stabil karena kisaran modulus ada diantara 
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(0.09– 0.30) < 1 atau dengan kata lain model VAR(1) untuk data inflasi dan pertumbuhan jumlah uang 
beredar bersifat stasioner. 

 
Analisis Impulse Response Function 

Impulse Responses Function (IRF) adalah perangkat model VAR yang digunakan untuk 
menjelaskan respon sebuah variabel endogen jika mendapatkan goncangan (shock) variabel lainnya 
sebesar satu standar deviasi. IRF berfungsi mengukur besaran (perubahan dalam persen), orientasi 
(meningkat atau menurun) dan panjang (seberapa lama shock mempengaruhi variabel-variabel domestik). 
Estimasi terhadap fungsi impulse response menggunakan asumsi masing-masing variabel inovasi tidak 
berkorelasi satu sama lain sehingga penelurusan pengaruh suatu kejutan dapat bersifat langsung. Gambar 
impulse response akan menunjukkan respon suatu variabel akibat kejutan variabel lainnya sampai dengan 
beberapa periode setelah terjadi shock. Jika gambar impulse response menunjukkan pergerakan yang 
semakin mendekati titik keseimbangan (convergence) atau kembali pada keseimbangan sebelumnya 
bermakna respon suatu variabel akibat suatu kejutan makin lama akan menghilang sehingga kejutan 
tersebut tidak meninggalkan pengaruh permanen terhadap variabel tersebut.  

 
(a) 

 
(b) 

Gambar 4. (a) Respon inflasi terhadap adanya shock dari Pertumbuhan Jumlah Uang Beredar (b) Respon Pertumbuhan 
Jumlah Uang Beredar terhadap adanya shock dari Inflasi 

 
Dalam penelitian ini, analisis IRF digunakan untuk melihat respon dinamis antara variabel inflasi 

dan pertumbuhan jumlah uang beredar. Respon laju inflasi (INF) rupiah setelah menerima impulse dari 
variabel pertumbuhan jumlah uang beredar (JUB) dalam satuan standar deviasi dapat diperhatikan pada 
gambar 4. Sumbu vertikal adalah respon INF terhadap guncangan JUB, sedangkan sumbu horizontal 
adalah periode waktu (bulan). Terlihat bahwa dampak respon yang diterima oleh INF akibat kejutan JUB 
bersifat konvergen. Artinya, kejutan JUB akan direspon oleh INF namun tidak bersifat permanen. Laju 
inflasi akan mengalami self correcting setelah berbalik tanda arah. Pada Gambar 4.a, meningkatnya 
pertumbuhan uang beredar, pada awalnya direspon positif oleh inflasi atau harga meningkat namun pada 
bulan kedua terjadi koreksi yang terlihat dari slope positif menjadi negatif. Keseimbangan awal terjadi di 
bulan keempat. Respon inflasi terhadap kejutan dari pertumbuhan jumlah uang beredar bersifat 
kontraksioner sampai dengan bulan kedua dan koreksi terjadi dari bulan kedua sampai dengan bulan 
kelima di keseimbangan awal. 

Gambar 4.b menunjukkan respon pertumbuhan uang beredar terhadap adanya kejutan dari variabel 
inflasi. Kejutan satu standar deviasi variabel inflasi pada bulan pertama berpengaruh negatif terhadap 
pertumbuhan jumlah uang beredar. Pengaruh negatif ini berlangsung hingga bulan kedua. Setelah itu, 
terjadi koreksi pada bulan kedua dan seterusnya dimana pertumbuhan jumlah uang beredar bergerak 
menuju kondisi keseimbangan. Keseimbangan awal tercapai pada periode kelima. Dilihat dengan 
seksama bahwa pola antara respon inflasi terhadap pertumbuhan jumlah uang beredar dan respon 
pertumbuhan jumlah uang beredar memiliki pola yang berkebalikan. 

 
Analisis Forecast Error Variance Decomposition 

Dekomposisi varian (variance decomposition) dalam model VAR bertujuan untuk memisahkan 
pengaruh masing-masing variabel inovasi secara individual terhadap respon yang diterima suatu variabel, 
termasuk inovasi variabel itu sendiri. Dengan kata lain, analisis FEVD digunakan untuk mengetahui 
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variabel yang paling berperan penting dalam menjelaskan perubahan suatu variabel. Dari pengujian yang 
dilakukan, sebagaimana ditampilkan pada Tabel 11 diperoleh hasil sebagai berikut : 
1. Sumber penting variasi laju inflasi adalah shocks terhadap inflasi itu sendiri. Pada periode (bulan) 

pertama, variasi laju inflasi yang bersumber dari dirinya mencapai 100% dan kemudian terus menurun 
hingga mencapai 95,23% pada bulan ke-5. Meskipun pertumbuhan jumlah uang beredar mampu 
menjelaskan inflasi namun sumber variasi yang berasal dari kejutan variabel JUB hanya sekitar 4,77% 
secara rata-rata. 

2. Variasi pertumbuhan jumlah uang beredar pada bulan pertama bersumber dari variabel itu sendiri, 
yaitu sebesar 94,7%. Dalam periode selanjutnya peranan pertumbuhan jumlah uang beredar terus 
menurun hingga mencapai 89,63% pada periode keenam. Seiring dengan penurunan peranan 
pertumbuhan laju uang beredar, peranan variabel inflasi menunjukkan peningkatan. Peranan laju 
inflasi meningkat dari 5,3% menjadi 10,37% di bulan keenam. 
 

Tabel 11. Output Forecasting Error Variance Decomposition  

Period 
FEVD Laju Inflasi FEVD Pertumbuhan Jumlah Uang Beredar 

INF JUB INF JUB 

 1  100.0000  0.000000  5.276513  94.72349 
 2  95.36974  4.630261 10.21086  89.78914 
 3  95.24644  4.753564  10.35484 89.64516 
 4 95.23217  4.767830 10.37210 89.62790 
 5  95.23109  4.768909  10.37340  89.62660 
 6  95.23100  4.769002  10.37351  89.62649 
 7  95.23099  4.769010  10.37352 89.62648 
 8  95.23099  4.769010  10.37352 89.62648 
 9  95.23099  4.769010  10.37352 89.62648 

 10  95.23099  4.769010  10.37352 89.62648 

 
4.  Kesimpulan 

 
Berdasarkan hasil penelitian mengenai keterkaitan variabel inflasi dan jumlah uang beredar, dapat 

disimpulkan : 
1. Terdapat hubungan kausalitas Granger dua arah (bidirectional) yang signifikan antara inflasi dan 

pertumbuhan jumlah uang beredar pada lag 1. Hal ini menunjukkan bahwa informasi masa lalu dari 
inflasi dan jumlah uang beredar memberikan kontribusi dalam memprediksi baik inflasi hari ini 
maupun pertumbuhan jumlah uang beredar hari ini.  

2. Model Vector Auto Regressive (VAR) yang bisa menggambarkan hubungan variabel inflasi dan 
jumlah uang beredar adalah model VAR dengan ordo satu (VAR(1)). Kedua variabel signifikan 
saling mempengaruhi namun dengan kecepatan pengaruh yang berbeda. 

3. Laju inflasi dipengaruhi secara positif oleh laju inflasi satu periode sebelumnya dan pertumbuhan 
jumlah uang beredar juga pada satu periode sebelumnya. Pertumbuhan jumlah uang beredar 
memiliki koefisien yang positif yang menunjukkan bahwa meningkatnya pertumbuhan jumlah uang 
beredar akan direspon dengan meningkatnya inflasi.  

4. Pertumbuhan jumlah uang beredar berpengaruh negatif terhadap pertumbuhan jumlah uang beredar 
dan laju inflasi untuk satu periode sebelumnya. Koefisien negatif pada variabel inflasi menunjukkan 
bahwa kenaikan tingkat inflasi periode sebelumnya akan direspon dengan melambatnya 
pertumbuhan jumlah uang beredar. 

5. Respon yang diterima oleh inflasi maupun pertumbuhan jumlah uang beredar akibat adanya kejutan 
tidak bersifat permanen. Peningkatan pertumbuhan jumlah uang beredar berdampak positif terhadap 
laju inflasi selama 5 bulan. Sedangkan peningkatan laju inflasi berdampak negatif terhadap 
pertumbuhan jumlah uang beredar juga selama 5 bulan. 

6. Walaupun pada awal periode varians perubahan inflasi hanya ditentukan oleh dirinya sendiri namun 
mulai periode kedua pertumbuhan jumlah uang beredar mulai memberikan kontribusinya sebesar 
4,63% dan terus bertambah hingga kontribusi yang mampu diberikan sebesar 4,77% untuk periode 
keenam dst.  
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7. Sebagian besar variasi pertumbuhan jumlah uang beredar lebih dapat dijelaskan oleh dirinya sendiri 
dibandingkan inflasi. Kontribusi inflasi dalam variansi pertumbuhan jumlah uang beredar hanya 
sekitar 10,37% secara rata-rata.  
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Abstrak 

 
Beberapa  indikator keberhasilan pembangunan suatu daerah dapat dilihat antara lain dari  Indeks 
Pembangunan Manusia (IPM), pertumbuhan ekonomi dan  persentase kemiskinan. Provinsi lampung 
sebagai pintu gerbang Pulau Sumatera merupakan provinsi yang memiliki nilai strategis dalam 
pengembangan pembangunan  regional. Provinsi Lampung terdiri dari beberapa kabupaten/ kota yang 
memiliki potensi dan karakteristik yang berbeda.  Keberagaman karakteristik wilayah berpengaruh 
terhadap kebijakan pemerintah dalam pengambilan keputusan, untuk itu perlu adanya pengelompokan 
wilayah agar memudahkan pengambilan keputusan. Penelitina ini  bertujuan untuk mengelompokan 
kabupaten/ kota di Provinsi Lampung berdasarkan indikator pembangunan daerah agar pengambilan 
kebijakan dapat sesuai dengan karakteristik kelompok wilayah. Karakteristik yang akan digunakan 
sebagai dasar pengelompokan adalah laju pertumbuhan ekonomi, persentase kemiskinan, dan Indeks 
Pembangunan Manusia (IPM). Analisis yang digunakan dalam penelitian ini adalah analisis 
gerombol.Pengelompokan wilayah di Provinsi Lampung Pada Tahun 2017 berdasarakan indikator 
pembangunan daerah menghasilkan 3 kelompok berbeda.Kelompok wilayah pertama merupakan 
wilayah dengan pertumbuhan ekonomi tinggi dan memiliki IPM yang tinggi, wilayah kedua 
merupakan wilayah dengan persentase penduduk miskin yang tinggi dan laju pertumbuhan ekonomi 
yang rendah, sedangkan wilayah ketiga merupakan wilayah dengan nilai IPM yang rendah. 

 
Kata Kunci : analisis gerombol, pembangunan, pengelompokan. 
 

 
1. Pendahuluan  

Provinsi Lampung memiliki wilayah yang relatif luas yaitu 35.376,50 Km². terbagi kedalam lima belas 
kabupaten dan kota. Provinsi Lampung memiliki dataran rendah, perbukitan dan laut, sehingga provinsi 
lampung memiliki potensi yang besar di bidang pertanian, perikanan dan pariwisata, Provinsi Lampung 
merupakan daerah yang strategis bagi perekonomian regional. Posisi Provinsi Lampung memiliki 
pelabuhan laut bagi pintu masuk utama ke Pulau Sumatera merupakan suatu keuntungan tersendiri pada 
kondisi kehidupan masyarakat.Pemerintah daerah selalu berusaha mengupayakan kesejahteraan 
masyarakat melalui pembangunan di segala bidang.Salah satu indikator yang dijadikan sebagai standar 
keberhasilan pembangunan manusia adalah Indek Pembangunan Manusia (IPM) .Pada Tahun 2017, 
Provinsi Lampung merupakan provinsi dengan IPM terendah di gugusan Pulau Sumatera. Indeks 
Pembangunan Manusia Provinsi Lampung pada tahun 2017 adalah 68,25. Keberhasilan pembangunan 
suatu wilayah dapat juga di lihat dari pertumbuhan ekonomi dan persentase penduduk miskin di wilayah 
tersebut.Persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung menduduki peringkat ketiga tertinggi di Pulau 
Sumatera, yaitu sebesar 13,69. Pertumbuhan ekonomi Provinsi Lampung pada tahun 2017 adalah 5,17, 
merupakan provinsi dengan pertumbuhan ekonomi yang cukup pesat di Pulau Sumatera. 

Di tataran Pulau Sumatera, Pertumbuhan ekonomi yang cukup pesat di Provinsi Lampung tidak 
sebanding dengan  peningkatan IPM dan penurunan persentase penduduk miskin. Penanganan terkait 
pembangunan manusia dan penurunan persentase penduduk miskin di Provinsi Lampung menjadi sasaran 
program pembangunan berkelanjutan. Perencanaan program pembangunan akan sangat efektif jika 
memperhatikan potensi lokal. Perencanaan akan lebih mudah jika karakter daerah dapat dikelompokan 
sehingga dapat diketahui kelompok wilayah mana saja yang menjadi prioritas terhadap suatu program. 
Perencanaan  pembangunan dengan kondisi yang cukup luas dengan topografi yang bermacam-macam 
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akan lebih optimal jika ada pengelompokan wilayah berdasarkan indikator pembangunan di masing-
masing wilayah.  

Penelitian terkait pengelompokan wilayah telah banyak dilakukan. Fitriasari dkk (2015) melakukan 
penelitian terkait pengelompokan kabupaten/ kota di Jawa Timur berdasarkan indikator kesehatan 
masyarakat. Penelitian tersebut menghasilkan dua klaster dengan memiliki perbedaan.Ramadhani, dkk 
(2015) melakukan penelitian untuk memetakan provinsi di Indonesia berdasarkan karakteristik 
kesejahteraan rakyat menggunakan metode K-Means cluster. Lazumi (2015) melakukan penelitian 
tentang pengelompokan kabupaten/ kota berdasarkan karakteristik kemiskinan di Provinsi Nusa Tenggara 
Timur yang menhasilkan kesimpulan bahwa terdapat 6 klaster wilayah di Provinsi Nusa Tenggara Timur 
berdasarkan karakteristik kemiskinan. Awaliah (2018) melakukan penelitian terkait analisis clustering 
untuk mengelompokan tingkat kesejahteraan kabupaten/ kota berdasarkan sosial ekonomi rumah tangga 
di wilayah Provinsi Sulawesi Selatan. Penelitian tersebut menghasilkan kesimpulan bahwa di wilayah 
tersebut terbentuk 3 cluster berdasarkan sosial ekonomi rumah tangga. 

Penelitian ini bertujuan untuk mengelompokan wilayah kabupaten/ kota di Provinsi Lampung dengan 
menggunakan analisis clustering, yaitu dengan metode K-Means.  

2. Bahan dan Metode 

2.1 Data dan Variabel penelitian 
Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder yang berasal dari publikasi BPS 

Provinsi Lampung yaitu publikasi Provinsi Lampung Dalam Angka 2018. Unit observasi pada penelitian 
ini adalah 15 kabupaten/ kota di Provinsi Lampung. Variabel penelitian yang digunakan dalam penelitian 
ini adalah sebagai berikut: 

Tabel 1. Variabel Penelitian 
Variabel Nama Variabel 

(1) (2) 
x1 Laju Pertumbuhan Ekonomi  
x2 Persentase Penduduk Miskin 
x3 Indeks Pembangunan Manusia (IPM) 

 
1. Laju Pertumbuhan Ekonomi 

Salah satu indikator penting untuk mengetahui kondisi ekonomi di suatu Daerah dalam suatu periode 
tertentu adalah data Produk Domestik Bruto (PDB), baik atas dasar harga berlaku maupun atas dasar 
harga konstan.PDB pada dasarnya merupakan jumlah nilai tambah yang dihasilkan oleh seluruh unit 
usaha dalam suatu Daerah tertentu, atau merupakan jumlah nilai barang dan jasa akhir yang dihasilkan 
oleh seluruh unit ekonomi.PDB atas dasar harga berlaku menggambarkan nilai tambah barang dan jasa 
yang dihitung menggunakan harga yang berlaku pada setiap tahun, sedangkan PDB atas dasar harga 
konstan menunjukkan nilai tambah barang dan jasa tersebut yang dihitung menggunakan harga yang 
berlaku pada satu tahun tertentu sebagai dasar.PDB atas dasar harga berlaku dapat digunakan untuk 
melihat pergeseran dan struktur ekonomi, sedang harga konstan digunakan untuk mengetahui 
pertumbuhan ekonomi dari tahun ke tahun. (BPS; 2017) 
 

2. Presentase Penduduk  Miskin 
Untuk mengukur kemiskinan, BPS menggunakan konsep kemampuan memenuhi kebutuhan dasar (basic 
needs approach). Dengan pendekatan ini, kemiskinan dipandang sebagai ketidakmampuan dari sisi 
ekonomi untuk memenuhi kebutuhan dasar makanan dan bukan makanan yang diukur dari sisi 
pengeluaran.Jadi Penduduk Miskin adalah penduduk yang memiliki rata-rata pengeluaran perkapita 
perbulan dibawah garis kemiskinan. (BPS; 2017) 

3. Indeks Pembangunan Manusia 
Indeks Pembangunan Manusia adalah untuk  menjelaskan bagaimana penduduk dapat mengakses 

hasil pembangunan dalam memperoleh pendapatan, kesehatan, pendidikan, dan sebagainya. IPM 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

 

224 
 

dibentuk oleh 3 (tiga) dimensi dasar: Umur panjang dan hidup sehat, Pengetahuan dan Standar hidup 
layak. (BPS; 2017) 

2.2Metode K-Means Clustering 
Teknik analisis data yang digunakan dalam penelitian ini adalah analisis gerombol non hirarki yaitu 

dengan clustering K-Means.Metode K-Means clustering merupakan bagian dari analisis 
gerombol.Analisis gerombol dibedakan menjadi 2, yaitu metode hirarki dan metode non hirarki. Metode 
hirarki dengan mengelompokan obyek melalui jarak terdekat antar pasangan objek diawali dengan jumlah 
cluster terbanyak kemudian semakin sedikit seiring dengan meleburnya objek suatu cluster ke dalam 
cluster lainnya. Kedekatan yang biasa dipakai dengan analisis cluster antar 2 observasi pada beberapa 
dimensi adalah jarak Euclidean (Euclidean distance) K-means clustering dilakukan dengan menentukan 
terlebih dahulu jumlah kelompok yang akan dibentuk. Tahapan dalam k-means adalah mempartisi 
masing-masing objek secara acak ke dalam k kelompok, kemudian mengelompokan masing-masing objek 
ke dalam kelompok yang memiliki pusat/ centroid terdekat, selanjutnya melakukan pengulangan langkah 
sampai dengan tidak mungkin lagi terjadi perpindahan anggota kelompok. 

. 
 

3. Hasil dan Pembahasan 

3.1 Analisis Deskriptif 

Pertumbuhan ekonomi tertinggi di Provinsi Lampung pada tahun 2017 terdapat di Kota Bandar 
Lampung, yaitu sebesar 6,28. Pertumbuhan ekonomi terendah di Provinsi Lampung berada di Kabupaten 
Lampung Timur, yaitu 4,64. Pertumbuhan ekonomi Provinsi Lampung secara umum adalah sebesar 5,17.  

 
Gambar 1. Laju Pertumbuhan Ekonomi di Provinsi Lampung 

 
Persentase Penduduk Miskin di Provinsi Lampung pada tahun 2017 adalah sebesar 13,69. Tiga 

kabupaten di Provinsi Lampung dengan persentase kemiskinan tertinggi terdapat di Kabupaten Lampung 
Utara,Kabupaten Pesawaran, dan Kabupaten Lampung Timur, yaitu sebesar 21,55%, 16, 48%, dan 
16,35%. Persentase penduduk miskin terendah berada di Kabupaten Mesuji, yaitu sebesar 7,66%.  

 
Gambar 2. Persentase Penduduk Miskin di Provinsi Lampung Tahun 2017 
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Indek Pembangunan Manusia di Provinsi Lampung pada tahun 2017 adalah 68,25. Wilayah dengan 
nilai IPM tertinggi di Provinsi Lampung adalah Kota Bandar Lampung, yaitu 75, 98.Tiga wilayah dengan 
nilai IPM terendah adalah Kabupaten Mesuji, Kabupaten Pesisir Barat, dan Kabupaten Pesawaran. 
Masing- masing nilai IPM dari tiga kabupaten terendah tersebut adalah 61,87 , 62,2 , dan 64,43. 

 
Gambar 3. Indeks Pembangunan Manusia di Provinsi Lampung Tahun 2017 

3.2 Analisis Cluster K-Means. 

a. Pembentukan K-Means Cluster 

Hasil pengelompokan dengan metode K-Means adalah sebagai berikut: 
1. Jumlah Anggota Kelompok 

Tabel 2. Jumlah Anggota Pada Setiap Kelompok 

Kelompok 
Jumlah Anggota 

Kelompok 
(1) (2) 
1 4 
2 7 
3 4 

Hasil pengelompokan dengan K-Means cluster didapatkan 3 kelompok dengan jumlah anggota pada 
kelompok pertama 4 kabupaten/ kota, kelompok kedua 7 kabupaten, dan kelompok ketiga 4 
kabupaten. 
 
 

2. Karakteristik Kelompok yang terbentuk 
 

Tabel 3. Karakteristik Kelompok yang terbentuk 
 

Uraian Kelompok 1 Kelompok 2 
Kelompok 

3 
(1) (2) (3) (4) 

Laju Pertumbuhan 
Ekonomi 5,25 4,86 5,00 

persentase penduduk 
miskin 10,25 15,86 9,50 

IPM 71,50 65,29 64,00 
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a. Kelompok 1 
Kelompok pertama terdiri dari Kabupaten Lampung Tengah, Kabupaten Pringsewu, Kota Bandar 
Lampung, dan Kota Metro.Karakteristik wilayah pada kelompok pertama adalah wilayah dengan laju 
pertumbuhan ekonomi yang cukup tinggi, Indeks Pembangunan Manusia yang tinggi dan persentase 
penduduk miskin yang sedang. 

b. Kelompok 2 
Kelompok kedua memiliki karakteristik persentase penduduk miskin yang cukup tinggi, Indeks 
Pembanguan Manusia sedang dan laju pertumbuhan ekonomi yang cukup rendah. Kelompok kedua 
ini terdiri dari Kabupaten Lampung Barat, Kabupaten Lampung Selatan, Kabupaten Lampung 
Timur, Kabupaten Lampung Utara, Kabupaten Way Kanan, Kabupaten Pesawaran, dan Kabupaten 
Pesisir Barat. 

c. Kelompok 3 
Kelompok ketiga terdiri dari Kabupaten Tanggamus, Kabupaten Tulang Bawang, Kabupaten Mesuji, 
dan Kabupaten Tulang Bawang Barat. Karakteristik wilayah di kelompok ketiga adalah wilayah 
dengan indek pembangunan manusia dan persentase penduduk miskin yang relatif rendah, serta laju 
pertumbuhan ekonomi sedang 

 
4. Kesimpulan 

 Pengelompokan kabupaten/ kota di Provinsi Lampung berdasarkan indikator pembangunan tahun 
2017 menghasilkan 3 kelompok wilayah. Kelompok wilayah yang terbentuk memiliki karakteristik 
masing-masing.Kelompok wilayah pertama merupakan wilayah dengan indikator laju pertumbuhan 
ekonomi tinggi dan memiliki IPM yang tinggi. Kelompok wilayah pertama terdiri dari 2 kabupaten dan 
2 kota di Provinsi Lampung. Wilayah kelompok kedua yang terdiri dari 7 kabupaten merupakan wilayah 
dengan karakteristik persentase penduduk miskin yang tinggi dan laju pertumbuhan ekonomi yang 
rendah, Kelompok ketiga yang mencakup 4 kabupaten merupakan wilayah dengan karakteristik nilai 
IPM yang rendah. 
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Abstrak 
 

Antrian merupakan keadaan dimana pelanggan harus menunggu giliran untuk mendapatkan jasa 
pelayanan. Sistem antrian adalah suatu himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu aturan yang 
mengatur kedatangan pada pelanggan dan pemrosesan masalahnya. Teori yang mempelajari lebih 
lanjut tentang sistem antrian itu adalah teori antrian. Berdasarkan susunan saluran dalam struktur 
antrian, terdapat 2 jenis sistem antrian yaitu sistem antrian single-server dan sistem antrian multi-
server. Dalam penelitian ini, karena sifat kedatangan yang terjadi dalam sistem antrian yaitu 
kedatangan secara acak dan kedatangan secara konstan, maka tingkat kedatangan akan berdistribusi 
Poisson dengan parameter . Sedangkan untuk waktu pelayanan memakai distribusi erlang dengan 
parameter µ dan k. Akan didiskusikan nilai-nilai dari rata-rata jumlah pelanggan baik yang sedang 
antri atau dalam keseluruhan sistem antrian dan rata-rata waktu yang dihabiskan pelanggan baik 
yang sedang antri atau dalam keseluruhan sistem antrian.  

 
Kata kunci: Distribusi Erlang; Multi-Server; Teori Antrian 
 

 
1. Pendahuluan  

Kehidupan saat ini mengalami perkembangan yang sangat pesat di belahan dunia manapun. Dengan 
berkembangnya kehidupan saat ini, mengakibatkan timbulnya persaingan antar tiap elemen terutama dalam 
melayani pelanggan. Beberapa yang dapat diperhatikan pelanggan dalam hal pelayanan yaitu waktu pelayanan, 
disiplin pelayanan, ketepatan pelayanan, proses pelayanan, dan yang lainnya. 

Pelayanan sangat terkait dengan antrian. Pelayanan yang baik yaitu pelayanan yang tidak membuat 
pelanggan menunggu sampai waktu yang lama akibat antrian yang cukup panjang. Beberapa penyebab antrian yang 
panjang yaitu waktu yang diperlukan server dalam melayani pelanggan cukup lama, jumlah pelanggan melebihi 
jumlah server yang ada, dan yang lainnya. Untuk mengatasi hal tersebut tidak cukup diselesaikan dengan sistem 
antrian yang mempunyai server tunggal (single-server), melainkan mempunyai server yang lebih dari satu (multi-
server). 

Karakteristik operasi dari sistem antrian dijelaskan secara luas oleh dua sifat statistik yang disebut 
distribusi peluang dari waktu antar kedatangan dan distribusi peluang dari waktu pelayanan. Untuk merumuskan 
model teori antrian yang menggambarkan sistem yang sebenarnya, perlu untuk menetapkan asumsi dari masing-
masing distribusi tersebut, diantaranya waktu antar kedatangan atau waktu pelayanan bersifat acak dan waktu antar 
kedatangan atau waktu pelayanan selanjutnya tidak terpengaruh dengan yang sebelumnya. Maka distribusi peluang 
yang cocok adalah distribusi Eksponensial, karena sifat pada distribusi Eksponensial sama seperti asumsi-asumsi 
tersebut. 

Pada kenyataannya distribusi dari waktu pelayanan yang sesungguhnya seringkali menyimpang dari 
distribusi Eksponensial, seperti kebutuhan pelayanan dari pelanggan cukup banyak kesamaan, satu server hanya 
dapat mengerjakan beberapa tugas, dan yang kejadian lainnya yang tidak bisa jika menggunakan distribusi 
Eksponensial. Oleh karena itu, penting untuk mempunyai model-model antrian lain yang menggunakan distribusi-
distribusi alternatif dari distribusi waktu pelayanan, salah satunya distribusi Erlang. 

Distribusi Erlang adalah distribusi yang sangat penting dalam teori antrian karena mampu untuk 
memperoleh total waktu pelayanan yang dibutuhkan oleh pelanggan yang memungkinkan server-server memproses 
tidak hanya satu tugas yang spesifik, melainkan barisan dari k tugas. Misalkan T1, T2, …, Tk adalah k peubah acak 
bebas dengan suatu distribusi eksponensial yang identik, dengan mean ଵ

ఓ
. Maka penjumlahan T = T1 + T2 + … + Tk 

memiliki distribusi Erlang dengan parameter ߤ dan ݇. Sehingga penulis tertarik untuk mendiskusikan teori antrian 
multi-server dengan distribusi Erlang. 
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2. Bahan dan Metode 
 
2.1. Bahan 
2.1.1. Teori Antrian 

Suatu proses antrian adalah suatu proses yang berhubungan dengan kedatangan seorang pelanggan pada 
suatu fasilitas pelayanan, kemudian menunggu dalam suatu baris (antrian) jika semua pelayannya sibuk, dan 
akhirnya meninggalkan fasilitas tersebut. Suatu sistem antrian adalah suatu himpunan pelanggan, pelayan, dan suatu 
aturan yang mengatur kedatangan pada pelanggan dan pemrosesan masalahnya (Bronson, 1996). 

Dalam teori antrian, ada beberapa hal yang harus diperhatikan dalam mengatasi sebuah antrian agar lebih 
efektif. 
1. Rata-rata jumlah pelanggan dalam suatu sistem antrian (ܮ) 

ܮ = 	݊ ܲ

ஶ

ୀ

 

2.   Rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ) 

ܮ = 	(݊ − (ݏ ܲ

ஶ

ୀ௦

 

3.   Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (ܹ) 

ܹ = 	 ܹ + 	
1
 ߤ

4.   Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan untuk menunggu antrian sampai dilayani ( ܹ) 

ܹ = 	
ܮ
ߣ  

Dengan: 
 Rata-rata jumlah pelanggan dalam sistem antrian =    ܮ
   = Rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antriܮ
ܹ  = Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian 
ܹ = Rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai dilayani 

2.1.2. Distribusi Erlang 
Suatu peubah acak (T) berdistribusi Erlang jika memiliki pdf sebagai berikut: 

(ݐ)݂ = 	

⎩
⎨

⎧ (݇ߤ)

(݇ − 1)! ݐ	
ିଵ	݁ିఓ௧ ݐ	݇ݑݐ݊ݑ;			 ≥ 0

			0																											; ܽݕ݈݊݊݅ܽ

 

dengan μ dan k adalah parameter (Hillier dan Liberman, 1980). 
Nilai harapan dari distribusi Erlang adalah: 

(ܶ)ܧ =
1
 ߤ

Varian dari distribusi Erlang adalah: 

(ܶ)ݎܸܽ =
1
 ଶߤ	݇

 
2.1.3. Proses Kelahiran dan Kematian 

Model antrian yang paling dasar diasumsikan bahwa input (pelanggan yang masuk) dan output (pelanggan 
yang keluar) dari sistem antrian yang terjadi berdasarkan proses kelahiran dan kematian. Secara konteks pada teori 
antrian, istilah kelahiran ditujukan untuk pelanggan yang baru masuk ke dalam sistem antrian, dan kematian 
ditujukan untuk pelanggan yang sudah pergi setelah selesai dilayani. State sistem pada waktu t (t ≥ 0), ditandai 
dengan N(t), yang merupakan jumlah pelanggan dalam sistem antrian pada waktu t.  

Adapun asumsi dari proses kelahiran dan kematian yaitu: 
1. Diberikan N(t) = n, distribusi peluang dari sisa waktu sampai kelahiran selanjutnya (kedatangan) adalah 

eksponensial dengan parameter ߣ = (n=0,1,2,...) 
2. Diberikan N(t) = n, distribusi peluang dari sisa waktu sampai kematian selanjutnya (pelayanan selesai) adalah 

eksponensial dengan parameter ߤ = (n=0,1,2,...) 
3. Peubah acak dari asumsi 1 dan asumsi 2 hubungannya bebas. Transisi selanjutnya pada state salah satu proses 

dari keduanya adalah n → n+1 (kelahiran tunggal) atau n → n-1 (kematian tunggal), bergantung pada variabel 
yang terlebih dahulu atau yang belakangan lebih kecil. 
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Gambar 1. Diagram proses kelahiran dan kematian (Hillier dan Liberman, 1980) 
 
2.2. Metode 
Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 
1. Menganalisis persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk mendapatkan peluang terdapat n 

pelanggan ( ܲ) pada antrian single-server. 
2. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ). 
3. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai 

dilayani ( ܹ). 
4. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (ܹ). 
5. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ). 
6. Menganalisis persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk mendapatkan peluang terdapat n 

pelanggan ( ܲ) pada antrian multi-server. 
7. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ). 
8. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan saat menunggu antrian sampai 

dilayani ( ܹ). 
9. Menentukan persamaan rata-rata waktu yang dihabiskan seorang pelanggan dalam sistem antrian (ܹ). 
10. Menentukan persamaan rata-rata jumlah pelanggan yang sedang antri (ܮ). 
11. Mengaplikasikan ke dalam bentuk studi kasus. 
 

3. Hasil dan Pembahasan 
 
3.1. Sistem Antrian Single-Server 

Teori antrian sangat berhubungan dengan proses kelahiran dan kematian, dimana pada proses kelahiran dan 
kematian terdapat persamaan keseimbangan. Untuk menjelaskan sebuah persamaan keseimbangan, anggap state 0. 
Proses memasuki state 0 hanya dari state 1. Jadi, peluang keseimbangan yang berada pada state 1 ( ଵܲ) 
menggambarkan proporsi waktu yang memungkinkan proses memasuki state 0. Jika diketahui proses berada pada 
state 1, tingkat rata-rata untuk memasuki state 0 adalah ߤଵ (dengan kata lain, untuk setiap kumulatif unit waktu pada 
proses dihabiskan pada state 1, nilai harapan dari waktu yang dihabiskan dari state 1 menuju state 0 adalah  ߤଵ). 
Oleh karena itu, keseluruhan tingkat rata-rata proses meninggalkan state saat ini untuk memasuki state 0 (rata-rata 
tingkat memasuki) adalah ߤଵ ଵܲ . Dengan alasan yang sama, rata-rata tingkat meninggalkan dari state 0 menjadi ߣ ܲ. 
Jadi, persamaan keseimbangan untuk state 0 adalah ߤଵ ଵܲ = ߣ ܲ . Untuk setiap state lain terdapat dua kemungkinan 
transisi masuk dan keluar. Oleh karena itu, setiap sisi persamaan keseimbangan untuk state ini menggambarkan 
jumlah tingkat rata-rata untuk dua transisi yang terlibat. 

 
Gambar 2. Diagram transisi untuk sistem antrian single-server 
 
 
 
 

       

       

0 1 2 n-1 n n+1 . . . 
 

. . . 
 

 

0 n-1 1 2 3 n+1 n … … 
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Tabel 1. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian 
 

State Kelahiran = Kematian 

0 
ଵߤ ଵܲ = ߣ ܲ  

				 ଵܲ =
ߣ
ଵߤ ܲ 

1 

ߣ ܲ + ଶߤ ଶܲ = ଵߤ ଵܲ + ଵߣ ଵܲ  

ଶܲ 	=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ
+
ଵߤ ଵܲ

ଶߤ
−	
ߣ ܲ

ଶߤ
 

						=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ
+

1
ଶߤ

ଵߤ) ଵܲ − ߣ ܲ) 

						=
ଵߣ
ଶߤ
൬
ߣ
ଵߤ
൰ ܲ + 0 

ଶܲ =
ߣଵߣ
ଵߤଶߤ ܲ 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

n-1 

ିଶߣ ܲିଶ + ߤ ܲ = ିଵߤ ܲିଵ + ିଵߣ ܲିଵ 

ܲ 	=
ିଵߣ ܲିଵ

ߤ
+
ିଵߤ ܲିଵ

ߤ
	−	

ିଶߣ ܲିଶ

ߤ
 

						=
ିଵߣ ܲିଵ

ߤ
+

1
ߤ

ିଵߤ) ܲିଵ − ିଶߣ ܲିଶ) 

						=
ିଵߣ
ߤ ܲିଵ + 0 

ܲ =
ିଷߣିଶߣିଵߣ ߣ…
ିଶߤିଵߤߤ … ଵߤ ܲ  

Pada sistem antrian single-server berlaku: 
ߣ = ݊;			ߣ	 = 0,1,2, … 
ߤ = ݊;			ߤ	 = 1,2,3, … 

Sehingga persamaan ܲ menjadi: 

ܲ =
ିଷߣିଶߣିଵߣ ߣ…
ିଶߤିଵߤߤ … ଵߤ ܲ = ൬

ߣ
ߤ
൰


ܲ 							; 	݊ = 0,1,2, … 

Pada akhirnya, syarat dari jumlah semua peluang sama dengan 1 dapat digunakan untuk mengevaluasi ܲ . 
Asumsikan ߩ = ఒ

ఓ
 . 

 ܲ

ஶ

ୀ

= 1 

൭ߩ
ஶ

ୀ

൱	 ܲ = 1 

ܲ = 	 ൭ߩ
ஶ

ୀ

൱
ିଵ

 

ܲ = ൬
1

1− ߩ
൰
ିଵ

= 1−  ߩ	

Sehingga persamaan  ܲ menjadi: 
ܲ = 	 (1− ݊;													ߩ(ߩ = 0,1,2, … 

 
Setelah itu dapat menentukan persamaan ܮdari persamaan ܲyang telah diketahui. 

ܮ = 	(݊ − (ݏ ܲ

ஶ

ୀ௦

	= 	(݊ − 1)(1− ߩ(ߩ
ஶ

ୀଵ

= (1− ଶߩ(ߩ
݀
ߩ݀ ߩ

ିଵ
ஶ

ୀଵ

= (1− ଶߩ(ߩ 	൭
݀
	ߩ݀

ߩିଵ
ஶ

ୀଵ

൱ 

= (1 − ଶߩ(ߩ
݀
ߩ݀ ߩ

ିଵ
ஶ

ୀଵ

= (1 − ଶߩ(ߩ 	൭
݀
	ߩ݀

ߩିଵ
ஶ

ୀଵ

൱ = (1 − ଶߩ(ߩ ൬
݀
	ߩ݀

1
1 − ߩ

൰ 
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= (1− (1	ଶ൫(−1)ߩ(ߩ − (−1)൯	ଶି(ߩ =
ଶߩ

1− ߩ 	= 	
ቀఒ
ఓ
ቁ
ଶ

1 − ఒ
ఓ

	=
2 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

=
ଶߣ ଵ

ఓమ
+ 	 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

 

=
ଶߪଶߣ + 	 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

 

Persamaan di atas merupakan persamaan ܮ dari model M/G/1 yang mengasumsikan bahwa sistem antrian 

mempunyai single server dan exponential interarrival times dengan mean = ଵ
ఓ
 dan ߪଶ = ቀଵ

ఓ
ቁ
ଶ
. Persamaan di atas 

biasanya disebut formula Pollaczek-Khintchine. Sedangkan pada penelitian ini menggunakan model M/Ek/1 dimana 
model tersebut adalah bentuk spesial dari model M/G/1 yang waktu pelayanannya memakai distribusi Erlang dengan 
parameter bentuk k, mean = ଵ

ఓ
, dan ߪଶ = 	 ଵ

ఓమ
 . Selanjutnya formula Pollaczek-Khintchine diaplikasikan ke dalam 

model M/Ek/1, sehingga persamaan ܮmenjadi: 

ܮ =
ଶߪଶߣ + 	ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

=
ଶߣ ቀ ଵ

ఓమ
ቁ + 	 ቀఒ

ఓ
ቁ
ଶ

2 ቀ1− ఒ
ఓ
ቁ

=
1 + ݇

2݇ 	
ଶߣ

ߤ)ߤ −  (ߣ

ܹ = 	
ܮ
ߣ = 	

ଵା
ଶ
	 ఒమ

ఓ(ఓିఒ)

ߣ = 	
1 + ݇

2݇ 	
ߣ

ߤ)ߤ −  (ߣ

ܹ = 	 ܹ + 	
1
ߤ = 	

1 + ݇
2݇ 	

ߣ
ߤ)ߤ − (ߣ + 	

1
 ߤ

ܮ = ܹ	ߣ	 = 	ߣ	 ൬
1 + ݇

2݇ 	
ߣ

ߤ)ߤ − (ߣ + 	
1
ߤ
൰ = 	

1 + ݇
2݇ 	

ଶߣ

ߤ)ߤ − (ߣ + 	
ߣ
 ߤ

 
3.2. Sistem Antrian Multi-Server 

Ketika sistem antrian mempunyai banyak server atau multi-server (s >1), ߣtetap didefinisikan seperti pada 
antrian single-server namun tidak untuk ߤ. 

ߣ = ݊;			ߣ	 = 0,1,2, … 

ߤ = 	 ൜ ݊;			ߤ݊ = 1,2, … , ݏ
݊;			ߤݏ = ,ݏ ݏ + 1, … 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3. Diagram transisi untuk sistem antrian multi-server 
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Tabel 2. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk ߤ = ;			ߤ݊ 	݊ = 1,2,3, … ,  ݏ
 

State Kelahiran = Kematian 

0 
ଵߤ ଵܲ = 	 ߣ ܲ 

				 ଵܲ = 	
ߣ
ଵߤ
	 ܲ  

1 

ߣ ܲ + ଶߤ2 ଶܲ = ଵߤ ଵܲ + ଵߣ ଵܲ  

ଶܲ =
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ2
+
ଵߤ ଵܲ

ଶߤ2
−	
ߣ ܲ

ଶߤ2
 

					=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ2
+

1
ଶߤ2

ଵߤ) ଵܲ − ߣ ܲ) 

					=
ଵߣ ଵܲ

ଶߤ2
+ 	0 

					=
ଵߣ

ଶߤ2
൬
ߣ
ଵߤ
	 ܲ൰ 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

s-1 

௦ିଶߣ ௦ܲିଶ + ௦ߤݏ ௦ܲ = ݏ) − ௦ିଵߤ(1 ௦ܲିଵ + ௦ିଵߣ ௦ܲିଵ 

௦ܲ =
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
+

ݏ) − ௦ିଵߤ(1 ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
−	
௦ିଶߣ ௦ܲିଶ

௦ߤݏ
 

					=
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
+

1
௦ߤݏ

ݏ)) − ௦ିଵߤ(1 ௦ܲିଵ − ௦ିଶߣ ௦ܲିଶ) 

					=
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ߤݏ
+ 	0 

௦ܲ =
௦ିଵߣ
௦ߤݏ

൬
௦ିଷߣ௦ିଶߣ ߣ…

ݏ) − ݏ)௦ିଵߤ(1 − ௦ିଶߤ(2 … ଵߤ1 ܲ൰ 

 

ܲ = 	
ߣ

ߤ 	݊! 	 ܲ = 	
ߣ) ⁄ߤ )

݊! 	 ܲ 						; 0 ≤ ݊ ≤  ݏ

 
 
Tabel 3. Persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk ߤ = ;			ߤݏ 	݊ = ,ݏ ݏ + 1, ݏ + 2, … 
 

State Kelahiran = Kematian 

s 

௦ିଵߣ ௦ܲିଵ + 	 ௦ାଵߤݏ ௦ܲାଵ = 	 ௦ߤݏ ௦ܲ + 	 ௦ߣ ௦ܲ 

௦ܲାଵ = 	
௦ߣ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
+ 	
௦ߤݏ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
−	
௦ିଵߣ ௦ܲିଵ

௦ାଵߤݏ
 

									= 	
௦ߣ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
+ 	

1
௦ାଵߤݏ

௦ߤݏ)	 ௦ܲ − ௦ିଵߣ ௦ܲିଵ) 

									= 	
௦ߣ ௦ܲ

௦ାଵߤݏ
+ 	0 

									= 	
௦ߣ

௦ାଵߤݏ
	
ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ܲ 

௦ܲାଵ = 	
ߣ
ߤݏ 	

ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ܲ  

s+1 

௦ߣ ௦ܲ + 	 ௦ାଶߤݏ ௦ܲାଶ = 	 ௦ାଵߤݏ ௦ܲାଵ + 	 ௦ାଵߣ ௦ܲାଵ 

௦ܲାଶ = 	
௦ାଵߣ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
+ 	
௦ାଵߤݏ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
−	

௦ߣ ௦ܲ

௦ାଶߤݏ
 

									= 	
௦ାଵߣ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
+ 	

1
௦ାଶߤݏ

௦ାଵߤݏ)	 ௦ܲାଵ − ௦ߣ ௦ܲ) 

									= 	
௦ାଵߣ ௦ܲାଵ

௦ାଶߤݏ
+ 	0 

									= 	
௦ାଵߣ
௦ାଶߤݏ

	
௦ߣ

௦ାଵߤݏ
	
ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ܲ 
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௦ܲାଶ = 	 ൬
ߣ
ߤݏ
൰
ଶ ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ܲ 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

s+(n-s)-1 

௦ା(ି௦)ିଶܲ௦ା(ି௦)ିଶߣ + ௦ା(ି௦)ܲ௦ା(ି௦)ߤݏ	
= 	 ௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵߤݏ + 	  ௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵߣ

ܲ௦ା(ି௦) = 	
௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵߣ

௦ା(ି௦)ߤݏ
+ 	
௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵߤݏ

௦ା(ି௦)ߤݏ
 

																							−	
௦ା(ି௦)ିଶܲ௦ା(ି௦)ିଶߣ

௦ା(ି௦)ߤݏ
 

௦ܲା(ି௦) = 		
௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵߣ

௦ା(ି௦)ߤݏ
 

										+	
1

௦ା(ି௦)ߤݏ
൫ߤݏ௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵ −  ௦ା(ି௦)ିଶܲ௦ା(ି௦)ିଶ൯ߣ

ܲ௦ା(ି௦) = 		
௦ା(ି௦)ିଵܲ௦ା(ି௦)ିଵߣ

௦ା(ି௦)ߤݏ
+ 	0 

ܲ௦ା(ି௦) = 	 ൬
ߣ
ߤݏ
൰
ି௦ ߣ) ⁄ߤ )௦

!ݏ ܲ 

 
Jika diasumsikan ߩ = 	 ఒ

௦ఓ
 , maka persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian untuk ߤ = ;			ߤݏ 	݊ =

,ݏ ݏ + 1, ݏ + 2, …  menjadi sebagai berikut: 

௦ܲା(ି௦) = 	 ൬
ߣ
ߤݏ
൰
ି௦ ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ܲ  

ܲ = 	 ି௦ߩ 	
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ܲ								;݊ ≥  ݏ
Jadi persamaan keseimbangan proses kelahiran dan kematian pada antrian multi-server adalah sebagai berikut: 

ܲ = 	

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧														

ߣ) ⁄ߤ )

݊! 	 ܲ 									; 	0 ≤ ݊ ≤ ݏ
	

ି௦ߩ 	
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ܲ 					; 	݊ ≥ ݏ

 

Nilai dari ܲ 	ditentukan dari persamaan ܲ yang disubstitusikan ke ݂(ݔ) ≥ 0 dan ∑݂(ݔ) = 1. Jika ߣ <  dan ,ߤݏ
asumsikan ߩ = ߣ

ൗ(ߤݏ) < 1 agar sistem tidak overload dan tercipta steady state, maka diperoleh: 

ܲ =
1

ቆ∑ 	
ቀఒ ఓൗ ቁ



!
	+ 	

ቀఒ ఓൗ ቁ
ೞ

௦!
	∑ ି௦ஶߩ

ୀ௦
௦ିଵ
ୀ ቇ

=
1

ቆ∑ 	
ቀఒ ఓൗ ቁ



!
	+ 	

ቀఒ ఓൗ ቁ
ೞ

௦!
	.		 ଵ

ଵିఘ
௦ିଵ
ୀ ቇ

 

Setelah itu dapat menentukan persamaan ܮ. 

ܮ = 	(݊ − (ݏ ܲ

ஶ

ୀ௦

 

Misalkan ݆ = ݊ − ݊ maka ,ݏ = ݏ + ݆. Sehingga, 

ܮ = 	 	݆ ௦ܲା

ஶ

ୀ

= 	 	݆
ஶ

ୀ

ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ ܲ = 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ 	 	݆
ஶ

ୀ

ߩ = 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ 	 ߩ	
݀
ߩ	ߩ݀


ஶ

ୀ

 

ܮ = 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ	 ቌ
݀
	ߩ݀

	ߩ
ஶ

ୀ

	ቍ = 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ	 ൬
݀
	ߩ݀

1
1 − 	ߩ

൰ = 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ −1)(1−))ߩ	  (ଶ(−1)ି(ߩ

ܮ = 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦

	!ݏ ߩ	 ൬
1
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ߣ) ⁄ߤ )௦
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௦ఓ
ቁ
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ߣ
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ቁ
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ܮ 	= 	 ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀఒ
௦
ቁߪ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ  

Persamaan di atas merupakan persamaan ܮ dari model M/M/s yang berarti sistem antrian mempunyai multi-
server dan berdistribusi Eksponensial untuk waktu antar kedatangan dan waktu pelayanan. Pada penelitian ini 
menggunakan model M/Ek/s dimana waktu pelayanannya memakai distribusi Erlang. Distribusi Eksponensial untuk 
waktu pelayanan mengasumsikan variasi yang sangat besar ߪ = 	 ଵ

ఓ
, sedangkan distribusi Erlang mengasumsikan 

variasi yang berada di antara varian zero dan varian distribusi Eksponensial ቀ0 < ߪ < ଵ
ఓ
ቁ, dengan ߪ = 	 ଵ

√
ଵ
ఓ
. 

Sehingga persamaan di atas menjadi: 

ܮ = 	 ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀఒ
௦
ቁ ቀ ଵ

√
ቁቀଵ

ఓ
ቁ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ = ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ 	ቀ ఒ
௦ఓ
ቁ ቀ ଵ

√
ቁ

!ݏ	 	ቀ1− ఒ
௦ఓ
ቁ
ଶ = 	 ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	
!ݏ	 	√݇	(1− ଶ(ߩ

 

ܹ = 	
ܮ
ߣ = 	

ܲ
(ఒ ఓ⁄ )ೞ	ఘ

	௦!	√	(ଵିఘ)మ

ߣ 				= 	 ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	

!ݏ	 −1)	݇√	ߣ	 ଶ(ߩ
	 

ܹ = 	 ܹ + 	
1
ߤ = 	 ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	
!ݏ	 −1)	݇√	ߣ	 ଶ(ߩ

	+ 	
1
 ߤ

ܮ = ܹ	ߣ	 = 	ߣ	 ቆ ܲ
ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	

!ݏ	 −1)	݇√	ߣ	 ଶ(ߩ
	+ 	

1
ߤ
ቇ = 	 ܲ

ߣ) ⁄ߤ )௦ ߩ	
−1)	݇√!ݏ	 ଶ(ߩ

	+ 	
ߣ
 ߤ

 
3.3. Studi Kasus 
1. Antonio menjalankan perbaikan sepatu seorang diri. Pelanggan datang membawa sepasang sepatu untuk 

diperbaiki menurut proses Poisson dengan laju rata-rata satu pasang tiap jam. Waktu yang diperlukan Antonio 
untuk memperbaiki satu sepatu mempunyai distribusi eksponensial dengan rata-rata 15 menit. 
a. Perhatikan rumusan sistem antrian ini jika sepatu (tidak sepasang) dianggap sebagai pelanggan. Dengan 

diagram laju seperti ini: 

 
Buatlah persamaan keseimbangannya. 

b. Sekarang perhatikan rumusan sistem antrian ini jika pasangan sepatu dianggap sebagai pelanggan. 
Tentukan model antrian yang sesuai dengan rumusan ini. 

c. Hitunglah ekspektasi jumlah pasangan sepatu dalam kios. 
d. Hitunglah ekspektasi jumlah waktu mulai dari pelanggan memasukkan pasangan sepatu sampai sepatu 

tersebut selesai diperbaiki dan siap diambil lagi. 
Penyelesaian 
a.  

ߤ ଵܲ = ߣ	 ܲ  
ߤ ଶܲ = ߣ) + 	(ߤ ଵܲ  

ߣ ܲ + ߤ ଷܲ = 	 ߣ) + 	(ߤ ଶܲ  
     ⋮ 

ߣ ܲିଶ + ߤ ܲାଵ = 	 ߣ) + 	(ߤ ܲ 
b. Masukan distribusi Poisson dengan ߣ = 1 dan waktu pelayanan berdistribusi Erlang dengan ߤ = ସ

ଶ
= 2, ݇ = 2 

c. ܮ = ߩ + ܮ = ߩ + ఒమ	ఙమ	ା	ఘమ

ଶ(ଵିఘ)
= 0.5 + ଵమ	.ଷହସమ	ା	.ହమ

ଶ(ଵି.ହ)
= 0.875 

d. ܹ = ଵ
ఓ

+ ܹ = ଵ
ఓ

+ 
ఒ

= ଵ
ଶ

+ .଼ହି.ହ
ଵ

= 0.875 
2. Pabrik McAllister Company saat ini mempunyai dua gudang peralatan, masing-masing dioperasikan oleh satu 

karyawan dalam lokasi pabrik. Gudang peralatan pertama hanya digunakan untuk menyimpan peralatan/mesin 
berat, sedangkan yang kedua digunakan untuk menyimpan peralatan lain. Akan tetapi, untuk kedua gudang 
kedatangan mekanik untuk mendapatkan perawatan mempunyai laju rata-rata 18 kedatangan tiap jam dan 
ekspektasi waktu pelayanan adalah 3 menit. 

    

   

0 1 2 3 4 . . . . . 
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Oleh karena terdapat keluhan dari mekanik bahwa mereka harus menunggu di gudang terlalu lama untuk 
mendapatkan perawatan, diusulkan agar kedua gudang dijadikan satu sehingga kedua karyawan dapat melayani 
kedua jenis permintaan perawatan. Hal ini membuat laju kedatangan rata-rata mekanik untuk mendapatakan 
peralatan menjadi 36 kedatangan tiap jam dan ekspektasi waktu pelayanan tetap sebesar 3 menit. Akan tetapi, 
informasi mengenai bentuk probabilitas waktu antarkedatangan dan waktu pelayanan tidak diketahui sehingga 
tidak jelas model antrian mana yang paling sesuai. 
Bandingkan kondisi sekarang dan usulan yang ada dalam hal ekspektasi total jumlah mekanik dalam gudang 
peralatan dan ekspektasi waktu tunggu (termasuk pelayanan) untuk setiap mekanik. Lakukan hal ini dengan 
membuat tabel berdasarkan model antrian eksponensial dan model antrian erlang (gunakan ݇ = 2 untuk 
distribusi Erlang yang sesuai). 

Penyelesaian 
Pada sistem saat ini, ߣ = 18 dan ߤ = 20, sehingga ߩ = 0,9. Untuk sistem usulan ߣ = ߤ ,36 = ݏ ,20 = 2, sehingga 
ߩ = 0,9. 

Model 
Saat Ini Usulan 

 di tiap ܮ
penyimpanan Total ܮ ܹ = ܹ ܮ ߣ/ܮ =  ߣ/ܮ

Eksponensial 9 18 0,5 9,47 0,263 
Erlang 6,975 13,95 0,388 7,242 0,201 

 
4. Kesimpulan 
 
Berdasarkan analisis teori antrian yang telah dilakukan, distribusi Erlang sangat tepat digunakan untuk 
menyelesaikan permasalahan antrian dalam kehidupan nyata. Bahkan jika dibandingkan dengan distribusi 
Eksponensial, distribusi Erlang tetap lebih baik. Sehingga tidak akan merugikan pihak penyelenggara layanan 
maupun pihak yang membutuhkan layanan. 
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Abstrak 
 

Salah satu tujuan negara Indonesia yaitu mencerdaskan bangsa. Pendidikan merupakan salah satu 
sarana untuk meningkatkan kecerdasan dan keterampilan manusia. Permen Dikbud No 19 tahun 2016 
menyebutkan bahwa wajib belajar selama 12 tahun, yang sebelumnya dalam UU No 20 tahun 2003 
menyebutkan bahwa wajib belajar 9 tahun. Namun dari IPM Lampung 2017 terlihat bahwa rata-rata 
lama sekolah penduduk usia 25 tahun keatas di Provinsi Lampung hanya 7,79 yang artinya masih 
dibawah angka wajib belajar 12 tahun maupun 9 tahun. Penulisan ini bertujuan untuk melihat 
perbedaan pengaruh variabel sosial ekonomi dan demografi terhadap rata-rata lama sekolah pada 
responden usia 16-24 tahun. Data yang digunakan yaitu data mentah Survei Sosial Ekonomi Nasional 
(Susenas) Provinsi Lampung Tahun 2017. Hasil pengujian analisis klasifikasi berganda (multiple 
classification analysis) menjelaskan variabel yang mempengaruhi rata-rata lama sekolah adalah 
jenis kelamin, klasifikasi daerah tempat tinggal, pendidikan kepala rumah tangga, dan golongan 
pengeluaran rumah tangga.  

 
Kata kunci: multiple classification analysis (MCA), rata-rata lama sekolah, Susenas 
 

1. Pendahuluan  
Pendidikan merupakan salah satu sarana untuk meningkatkan kecerdasan dan keterampilan manusia, 

sehingga kualitas sumber daya manusia sangat tergantung dari kualitas pendidikan. Pentingnya pendidikan, 
pemerintah Indonesia memberikan perhatian yang cukup besar terhadap pendidikan yang tercermin dari kebijakan 
wajib belajar 6 tahun yang dicanangkan sejak tahun 1984 dan kemudian meningkat menjadi wajib belajar 9 tahun 
pada tahun 1994 dan berbagai kebijakan dan usaha dalam meningkatkan kualitas SDM penduduk Indonesia. Bahkan 
pemerintah sudah mencanang Program Indonesia Pintar yang tertuang dalam Permen Dikbud N0.19 Tahun 2016. 
PIP bertujuan untuk meningkatkan akses bagia anak usia 6 (enam) sampai 21 (dua puluh satu) tahun untuk 
mendapatkan layanan pendidikan sampai tamat satuan pendidikan menengah universal/rintisan wajib belajar 12 (dua 
belas) tahun. 

Namun dalam perjalananya usaha memajukan pendidikan tidaklah mudah. Dari angka IPM Lampung 2017 
terlihat bahwa rata-rata lama sekolah penduduk usia 25 tahun keatas di Provinsi Lampung hanya 7,79 yang artinya 
masih dibawah angka wajib belajar 12 tahun maupun 9 tahun. Tahun 2017 di Provinsi Lampung BPS mencatat 
APM untuk jenjang pendidikan SMP yaitu 79,24 persen, sedangkan APM untuk jenjang pendidikan SMA hanya 
58,97 persen. Angka ini masih dibawah target capaian tahun 2017 yang tertuang dalam RPJMD Provinsi Lampung 
2015-2019. Pemerintah Provinsi Lampung menargetkan pada tahun 2017 APM SMP yaitu sebesar 82 persen dan 
APM SMA sebesar 61 persen.   

Rata-rata lama sekolah merupakan indikator yang menunjukan rata-rata jumlah tahun efektif untuk 
bersekolah yang dicapai penduduk. Jumlah tahun efektif adalah jumlah tahun standar yang harus dijalani oleh 
seseorang untuk menamatkan suatu jenjang pendidikan. Misalnya, tamat SD adalah 6 tahun, tamat SLTP 9 tahun 
dan seterusnya. 

Berdasarkan penjelesan diatas, tujuan dari penelitan ini adalah untuk mengetahui faktor apa saja yang 
mempengaruhi lama sekolah pada penduduk usia 16-24 tahun di Provinsi Lampung. Hasil dari penelitian ini 
diharapkan mampu memberikan sumbangan untuk perumusan kebijakan dalam dalam hal pendidikan berdasarkan 
analisis faktor-faktor yang mempengaruhi lama sekolah di Provinsi Lampung. 
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2. Bahan dan Metode 
2.1. Bahan 

Jenis data yang digunakan dalam penelitian ini yaitu cross-sectional data, data yang dikumpulkan 
pada waktu tertentu yang sama, yaitu menggunakan data Survei Sosial Ekonomi Nasional (Susenas) Maret 
2017 yang menyajikan data dasar sosial ekonomi individu dan rumah tangga di Provinsi Lampung. Sampel 
Susenas Maret 2017 untuk Provinsi Lampung berjumlah 9.277 rumah tangga dengan 33.880 individu. 
Sedangkan unit analisis dalam penelitian ini berjumlah 4.440 individu berumur 16-24 tahun dari 3.506 
rumah tangga. 

Penelitian ini menggunakan satu variabel tak bebas yaitu lama sekolah, Sedangkan variabel penjelas 
yang digunakan dalam penelitian ini dibagi menjadi empat variabel bebas yaitu klasifikasi tempat tinggal, 
jenis kelamin, pendidikan kepala rumah tangga, dan golongan pengeluaran rumah tangga.  
 
2.2. Metode 
2.2.1. Analisis Independensi 

Analisis independensi yang menggunakan uji chi-square ini bertujuan untuk mengetahui ada/tidaknya 
hubungan antara dua variabel. Dalam hal ini akan diuji apakah ada hubungan antara variabel sosial ekonomi 
dan demografi terhadap variabel lama sekolah. Hasil pengujian independensi lebih lanjut dapat dijadikan 
bahan pertimbangan untuk menyeleksi variabel yang akan dimasukkan ke dalam model MCA. Dengan kata 
lain variabel bebas yang terbukti mempunyai hubungan dengan lama sekolah akan dimasukkan ke dalam 
model MCA. 

Data yang digunakan pada analisis ini mensyaratkan berupa kategorik. Oleh karena itu lama sekolah 
yang awalnya berskala rasio dikonversi dengan membuat dua kategorik, yaitu kurang dari 9 tahun dan 9 
tahun atau lebih. 

Dalam proses pengujiannya, frekuensi yang terarah disajikan dalam suatu tabel kontingensi yang 
mempunyai r baris dan c kolom, sehingga disebut sebagai tabel r × c. Hipotesis yang diuji berdasarkan tabel 
kontingensi tersebut adalah: 
H0: Tidak ada hubungan antara variabel bebas (variabel sosial ekonomi dan demografi) dengan variabel 
lamanya sekolah 
H1: Ada hubungan antara variabel bebas (variabel sosial ekonomi dan demografi) dengan variabel lamanya 
sekolah 

Untuk menguji H0, maka digunakan suatu statistik uji chi-square yang dihitung berdasarkan nilai 
frekuensi yang ada pada tabel kontingensi r × c, dengan formula sebagai berikut: 

߯௦ଶ = ∑ ∑ ቈ൫ைೕିாೕ൯
మ

ாೕ


ୀଵ

ୀଵ                   (1) 

 
ܧ      =

..ೕ


                    (2) 

ܱ  : jumlah observasi yang dikategorikan pada baris ke-i dan kolom ke-j 
  : jumlah observasi yang diharapkan untuk kategori pada baris ke-i dan kolom ke-jܧ
݂ . : jumlah observasi baris ke-i 
.݂  : jumlah observasi baris ke-j 

r : banyaknya baris 
c : banyaknya kolom 
n : jumlah observasi/sampel 

Nilai ߯௦ଶ  yang dihasilkan berdistribusi chi-square dengan derajat bebas, db = (r-1)(c-1), dan aturan 
pengambilan keputusannya adalah: 
H0 diterima bila ߯௦ଶ < ߯ఈ ;(ିଵ)(ିଵ) 
H0 ditolak bila ߯௦ଶ ≥ ߯ఈ;(ିଵ)(ିଵ) 
 
2.2.2. Multiple Classification Analysis  

Multiple Classification Analysis (MCA) adalah salah satu metode analisis inferensia yang 
menggunakan uji statistik dan hampir mirip dengan analisis regresi dengan dummy variabel. MCA akan 
sangat tepat digunakan untuk menunjukkan hubungan antara beberapa variabel bebas yang berskala kategori 
dengan sebuah variabel tidak bebas yang berskala kategorik ataupun numerik. 

Dalam tabel anova biasanya hanya statistik yang diperlukan untuk uji hipotesis yang diperhatikan, 
seperti F dan signifikansi atau α Lebih lanjut, misalnya α < 0,05 mendorong kita untuk menolak H0 yang 
mengindikasikan bahwa paling tidak rata-rata dari satu kategori suatu faktor yang diteliti berbeda secara 
signifikan dari rata-rata keseluruhan (Grand Mean). Oleh karena itu, sangat menarik untuk meneliti lebih 
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lanjut pola hubungan dari faktor tersebut dengan beberapa vaiabel penjelas tentang perbedaan yang terjadi di 
atas. 

MCA merupakan suatu metode lebih lanjut untuk memaparkan hasil anova, dengan anova dapat 
terlihat pengaruh variabel bebas terhadap variabel tidak bebas dan interaksi antara variabel bebas. Dengan 
MCA akan dapat dilihat bagaimana pengaruh variabel independen bersifat pengganggu atau pendorong. 
 
Asumsi Linier Aditif 
 Asumsi-asumsi dalam MCA adalah Simple Linear Aditivity yaitu tiap variabel yang mempengaruhi 
variabel tak bebas, nilainya bebas dari faktor yang lain. Untuk mengetahui adanya interaksi antar variabel 
tersebut dan interaksinya dengan menggunakan uji F. Nilai F hitung dan signifikansi dapat dilihat pada 
output Analysis of Variance (ANOVA). 

Langkah-langkah yang digunakan dalam uji anova adalah: 
1. Menguji nilai F main effect untuk mengetahui keterkaitan antara antara variabel bebas dengan variabel 

tak bebas, dengan uji statistiknya adalah: 
ܨ = ெௌ

ெௌா
                      (3)

  
MSK : mean square variabel K 
MSE : mean square error 
Dengan hipotesis: 
H0 : Tidak ada keterkaitan antara variabel bebas dan variabel tak bebas 
H1 : Ada keterkaitan antara variabel bebas dan variabel tak bebas 
Keputusan: 
a.  Jika nilai p-value < 5%, maka H0 ditolak berarti ada keterkaitan antara variabel bebas dengan variabel tak 

bebas. 
b. Jika nilai p-value ≥ 5%, maka H0 diterima berarti tidak ada keterkaitan antara variabel bebas dengan 

variabel tak bebas. Maka variabel bebas dikeluarkan dari model dan pengujian anova diulang sampai 
semua variabel bebas mempunyai keterkaitan yang signifikan terhadap variabel tak bebas. 

2.  Menguji Interaksi antar variabel bebas 
Dengan cara yang sama, dapat dilakukan uji signifikansi interaksi diantara variabel bebas. Keputusan 

dari hasil uji dapat dilakukan sebagai berikut: 
p-value < 5%, ada interaksi, p-value ≥ 5%, interaksi boleh diabaikan. 
 
2.2.3. Koefisien Eta, Beta, dan R2 

Pada tabel MCA, semua pengaruh diekspresikan sebagai deviasi-deviasi dari mean akhir. Dalam tabel 
ini juga dihasilkan nilai Eta dan Beta yang merupakan koefisien korelasi. 

Eta (ƞ) adalah nilai keeratan hubungan suatu variabel bebas dengan variabel tidak bebas sebelum 
diperhitungkan variabel bebas lainnya, sedangkan Beta (β) adalah nilai eta setelah dibebaskan dari pengaruh 
prediktor bebasnya. Karena variabel bebas yang digunakan lebih dari satu, maka keeratan hubungan masing-
masing variabel bebas disebut juga korelasi parsial. 

Perhitungan eta dan beta adalah sebagai berikut: 
Koefisien Eta (ƞ) 
ƞ = ܩܭܬ) ⁄(ܶܭܬ

ଵ
ଶൗ , yaitu korelasi parsial variabel bebas ke-i                                                                     (4) 

ܩܭܬ = ∑ (Ȳ − Ȳ)ଶ, jumlah kuadrat antar kategori variabel ke-i                                                                 (5) 
JKT : jumlah kuadrat total  
Ȳ : rata-rata kategori ke-j variabel ke-i 

 : rata-rata total 
Koefisien Beta (β) 
ߚ = ܭܬ) ܵ ⁄(ܶܭܬ

ଵ
ଶൗ , yaitu korelasi parsial adjusted variabel ke-i                                                                 (6)    

JKSi : jumlah kuadrat adjusted antar kategori variabel ke-i 
Besarnya variasi variabel tidak bebas yang dapat diterangkan oleh variabel bebasnya dapat diketahui 

dari nilai koefisien determinasi R2. Seperti koefisien eta dan beta untuk R2 dapat dihitung sebelum adjusted. 
Perhitungan proporsi variasi dari variabel tidak bebas yang dapat dijelaskan oleh variabel bebasnya masih 
memasukkan unsur variabel bebas yang masih dipengaruhi faktor variabel bebas lainnya. Sedangkan R2 
adjusted dalam penghitungannya sudah memasukkan unsur variabel bebas yang tidak dipengaruhi oleh 
faktor lain. 
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4. Hasil dan Pembahasan 
4.1. Hubungan Variabel Bebas terhadap Variabel Lama Sekolah 

Penduduk usia 16-24 tahun yang menjadi unit observasi pada penulisan ini sebanyak 4.440 orang. 
20,2 persen penduduk usia 16-24 tahun lama mengenyam pendidikan kurang dari 9 tahun, sedangkan sisanya 
lama sekolahnya yaitu lebih dari 9 tahun.  

Berdasarkan daerah tempat tinggalnya, 22 persen penduduk usia 16-24 tahun yang tinggal perdesaan 
lama sekolahnya kurang dari 9 tahun, hal ini lebih sedikit jika dibandingkan dengan persentase penduduk 
usia 16-24 tahun yang tinggal di perkotaan yaitu sebanyak 13,9 persen yang lama sekolahnya kurang dari 9 
tahun. 

Dilihat dari jenis kelamin ternyata persentase penduduk laki-laki yang berusia 16-24 tahun dengan 
lama sekolah kurang dari 9 tahun lebih besar dibandingkan dengan penduduk perempuan, yaitu 23,8 persen 
berbanding dengan 16,2 persen. 

Semakin tinggi tingkat pendidikan kepala rumah tangga maka diharapkan semakin terbuka wawasan 
tentang pentingnya pendidikan bagi anak-anak. Dari hasil pengolahan data, terlihat bahwa semakin tinggi 
pendidikan kepala rumah tangga maka semakin kecil persentase anggota rumah tangga berusia 16-24 tahun 
dengan lama sekolah kurang dari 9 tahun. Hanya 3,6 persen penduduk usia 16-24 tahun yang lama 
sekolahnya kurang dari 9 tahun dengan kepala rumah tangga berpendidikan perguruan tinggi, sedangkan 
26,8 persen penduduk usia 16-24 tahun yang lama sekolahnya kurang dari 9 tahun dengan kepala rumah 
tangga berpendidikan SD. 

Semakin tinggi golongan pengeluaran per kapita di rumah tangga semakin rendah persentase 
penduduk usia 16-24 tahun yang lama sekolahnya kurang dari 9 tahun. 25,3 persen penduduk usia 16-24 
tahun yang tinggal di rumah tangga dengan golongan pengeluaran rendah memiliki lama sekolah kurang dari 
9 tahun, 20,5 persen tinggal di rumah tangga dengan golongan pengeluaran sedang, dan 10,9 persen tinggal 
di rumah tangga dengan golongan pengeluaran tinggi. 

Untuk melihat apakah dia variabel mempunyai hubungan atau tidak digunakan analisis independensi 
dengan chi-square. 

 
Tabel 1. P-value dan hasil keputusan pengujian independensi dengan chi-square 

Variabel Bebas Nilai α p-value keputusan 
(1) (2) (3) (4) 

Daerah tempat tinggal 0,05 0,000 Tolak H0 
Jenis kelamin 0,05 0,000 Tolak H0 
Tingat pendidikan KRT 0,05 0,000 Tolak H0 
Golongan pengeluaran rumah tangga 0,05 0,000 Tolak H0 

 
Tabel 1 memuat p-value dan nilai α sebesar 5 persen sebagai dasar pengambilan keputusan dalam uji 

independensi. Semua p-value pengujian adalah 0,000. Angka ini jauh lebih kecil dari nilai α sebesar 0,05. 
Sehingga keputusan yang diambil adalah menolak H0. Artinya semua variabel bebas yang diuji secara 
statistik mempunyai hubungan terhadap lama sekolah. 

Kesimpulan tersebut akan memperkuat analisis inferensia selanjutnya dengan menggunakan MCA. 
Oleh karena itu semua variabel bebas (daerah tempat tinggal, jenis kelamin, tingkat pendidikan KRT, dan 
golongan pengeluaran rumah tangga) dapat dimasukkan pada model MCA. 
 
4.2. Multiple Classification Analysis 
4.2.1. Uji Main Effect 

Sebelum analisis MCA dilakukan, terlebih dahulu dapat dilihat dari tabel anova apakah variabel 
bebas yang dimasukkan benar-benar memberikan pengaruh terhadap lama sekolah. Dari tabel anova, terlihat 
keempat variabel memiliki nilai signifikansi kurang dari 5 persen. Dapat dikatakan, variabel daerah tempat 
tinggal, jenis kelamin, tingkat pendidikan kepala rumah tangga, dan golongan pengeluaran rumah tangga 
mempunyai pengaruh yang signifikan terhadap lama sekolah pada penduduk usia 16-24 tahun di Provinsi 
Lampung, yang kemudian keempat variabel tersebut dianalisis lebih lanjut dengan model MCA. 
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Tabel 2. P-value dan hasil keputusan pengujian main effect 
Variabel p-value Nilai α keputusan 

(1) (2) (3) (4) 

saerah tempat tinggal 0,000 0,05 Tolak H0 
jenis Kelamin 0,000 0,05 Tolak H0 
kelompok Pendidikan KRT 0,000 0,05 Tolak H0 
Golongan pengeluaran 0,000 0,05 Tolak H0 
    

 
4.2.2. Uji Interaksi 

Untuk memenuhi asumsi model MCA, yaitu tidak ada interaksi di antara variabel bebas, maka 
sebelum analisis dilakukan terlebih dahulu dilihat ada tidaknya interaksi di antara variabel bebas yang dapat 
dilihat dalam tabel anova. Dua variabel bebas dikatakan memiliki interaksi bila nilai signifikansi pengujian 
dari vaiabel bebas tersebut lebih kecil dari nilai α = 0,05. Tapi, jika dalam pengujian ternyata terdapat 
interaksi perlu dilakukan pengujian tahap berikutnya. 

Dari hasil pengujian interaksi pada Tabel 2 terjadi dua interaksi, yaitu antara daerah tempat tinggal 
dan perndidikan kepala rumah tangga serta jenis kelamin dan pendidikan kepala rumah tangga, karena p-
value yang kurang dari 5 persen, selebihnya tidak ada interaksi. Oleh karena itu dilakukan pengujian 
berikutnya dengan menghitung rasio antara sum of squares interaction dengan sum of squares main effect. 
Sum of squares interaction antara variabel daerah tempat tinggal dan pendidikan kepala rumah tangga yaitu 
sebesar 99,687 dan sum of squares interaction variabel jenis kelamin dan pendidikan kepala rumah tangga 
yaitu sebesar 112,147 dan sum of squares main effect yaitu sebesar 4361,438, sehingga diperoleh masing-
masing rasio sebesar 0,02 dan 0,03. Berdasarkan nilai rasio yang kurang dari 10%, jadi dapat disimpulkan 
interaksi diantara variabel jenis kelamin dan pendidikan kepala rumah tangga boleh diabaikan atau dengan 
kata lain model MCA dapat dilanjutkan dengan menggunakan semua variabel bebas tersebut. 

 
Tabel 3. P-value dan hasil keputusan pengujian interaksi antara variabel bebas 

Interaksi p-value Nilai α keputusan 
(1) (2) (3) (4) 

Daerah tempat tinggal*jenis kelamin 0,707 0,05 Terima H0 
Daerah tempat tinggal *pendidikan KRT 0,002 0,05 Tolak H0 
Daerah tempat tinggal *golongan pengeluaran 0,301 0,05 Terima H0 
jenis kelamin*pendidikan KRT 0,001 0,05 Tolak H0 
jenis kelamin*golongan pengeluaran 0,666 0,05 Terima H0 
pendidikan KRT*golongan pengeluaran 0,961 0,05 Terima H0 

 
4.2.3. Korelasi Parsial dan Simultan 

Hasil perhitungan dengan metode MCA dapat dilihat dalam tabel 4. Besarnya pengaruh setiap 
variabel bebas terhadap rata-rata lama sekolah dapat dilihat dari nilai β yang telah dibebaskan dari faktor 
lain. Variabel pendidikan kepala rumah tangga merupakan faktor yang mempunyai pengaruh paling besar 
terhadap rata-rata lama sekolah, bila dibandingkan dengan variabel lainnya. Hal ini ditunjukkan dengan nilai 
korelasi parsial yang dihasilkan pada variabel pendidikan kepala rumah tangga sebesar 0,235, kemudian 
variabel golongan pengeluaran rumah tangga (β = 0,135), variabel jenis kelamin dan daerah tempat tinggal 
memiliki korelasi yang masing-masing sebesar 0,091 dan 0,080. 

Multiple R2 atau nilai korelasi secara simultan menunjukkan besarnya pengaruh semua variabel yang 
menerangkan lama sekolah. Pada tabel Model Goodness of Fit dapat diketahui bahwa nilai multiple R2 
sebesar 0,128. Ini artinya secara bersama-sama ke empat variabel bebas dapat menjelaskan variasi rata-rata 
lama sekolah sebesar 12,8 persen, sedangkan sisanya 77,2 persen dijelaskan oleh faktor lain. 
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Tabel 4. Rata-rata lama sekolah menurut variabel bebas dan koefisien MCA 

Variabel bebas Korelasi 
Parsial 

Rata-rata lama sekolah 
Koefisien 

MCA N Unadjusted Adjusted for 
factor 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 

Daerah tempat tinggal η = 0,181 
β = 0,080 

    Perkotaan  1338 10,70 10,27 0,34 
Perdesaan  3102 9,60 9,79 -0,14 

Jenis kelamin η = 0,100 
β = 0,091 

    Laki-laki  2292 9,67 9,69 -0,24 
Perempuan 

 
2148 10,22 10,20 0,26 

Tingkat pendidikan KRT η = 0,308 
β = 0,235 

    <= SD  2603 9,35 9,48 -0,46 
SMP  771 9,96 10,00 0,06 
SMA 

 
841 11,08 10,83 0,89 

PT  225 12,29 11,67 1,73 
Golongan pengeluaran 
rumah tangga 

η = 0,236 
β = 0,135 

    40% rendah  1621 9,29 9,53 -0,41 
40% sedang  1862 9,91 9,98 0,04 
20% tinggi   957 11,07 10,54 0,61 

 
4.2.4. Interpretasi Pengaruh Variabel Bebas 

Affandi dalam Hanif (2006) mengatakan bahwasanya faktor yang berpengaruh pada kecenderungan 
seorang siswa untuk melanjutkan pendidikan ke jenjang yang lebih tinggi diantaranya adalah: daerah tempat 
tinggal, jenis kelamin, jarak ke sekolah, penanggung biaya makan/tinggal, penanggung biaya sekolah, 
kegiatan belajar di luar jam sekolah/tutorial, biaya total pendidikan, pendapatan rumahtangga, jenis sekolah 
dan tingkat pendidikan kepala rumah tangga. 

Pada tabel 4 terlihat bahwa rata-rata lama sekolah penduduk usia 16-24 tahun yang tinggal di daerah 
perkotaan lebih tinggi dibandingkan dengan yang tinggal di daerah perdesaan. Berlian (2011) menyebutkan 
bahwa faktor yang terkait dengan rendahnya pencapaian Wajar Diknas yaitu kesulitan menuju sekolah dan 
kurangnya layanan pendidikan. Pada umumnya di daerah perdesaan fasilitas sekolah yang ada belum 
memadai dibandingkan dengan fasilitas yang ada di daerah perkotaan. Hal ini tentunya akan berpengaruh 
terhadap partisipasi sekolah penduduk diwilayah perdesaan. 

Rata-rata lama sekolah untuk penduduk usia 16-24 tahun perempuan lebih tinggi dibandingkan 
dengan penduduk laki-laki, yaitu 10,22 dan 9,69. Dengan dikontrol dengan variabel lain dalam perhitungan 
merubah besarnya kemampuan variabel ini dalam menerangkan variasi rata-rata lama sekolah.  

Menurut Indriyanto (1996), orang tua dengan tingkat pendidikan yang lebih tinggi mempunyai 
kemampuan untuk membantu dan mengarahkan anaknya dalam kegiatan-kegiatan yang berkaitan dengan 
sekolah. Rata-rata lama sekolah penduduk usia 16-24 tahun di atas grand mean (9,940) terjadi pada kepala 
rumahtangga yang berpendidikan SMP atau lebih dan terendah pada kepala rumah tangga yang 
berpendidikan SD ke bawah. Variabel pendidikan kepala rumah tangga merupakan variabel pendorong 
terhadap lama sekolah pada penduduk usia 16-24 tahun. 

Status finansial rumahtangga dapat mempengaruhi status sekolah anggota rumah tangga. Semakin 
baik finansial rumah tangga diharapkan anggota rumah tangga dapat bersekolah sampai pada tingkat 
pendidikan tertentu. Baik rata-rata lama sekolah yang unadjusted maupun setelah dikontrol variabel bebas, 
menunjukan pola yang sama. Semakin tinggi golongan pengeluaran rumah tangga, semakin lama 
sekolahnya. Penduduk usia 16-24 tahun yang golongan pengeluaran rumah tangga kategori tinggi 20% rata-
rata lama sekolah sebesar 11,07 tahun (di atas grand mean). Variabel pengeluaran rumah tangga merupakan 
variabel pendorong pada penduduk usia 16-24 tahun terhadap lama sekolah, karena terjadi penurunan 
koefisien korelasi parsial. 
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5. Kesimpulan 
1.  Rata-rata lama sekolah penduduk usia 16-24 tahun di Provinsi Lampung tahun 2017 yaitu 9,94. Namun 

masih ada 20,2 persen penduduk usia 16-24 tahun yang lama sekolahnya belum mencapai 9 tahun. 
2. Faktor yang mempengaruhi lama sekolah yaitu, daerah tempat tinggal, jenis kelamin, pendidikan kepala 

rumah tangga, dan golongan pengeluaran rumah tangga. Variabel yang paling berpengaruh yaitu variabel 
pendidikan kepala rumah tangga. 

3.  Di daerah perdesaan perlu adanya penyediaan sarana dan prasarana pendidikan agar pendidikan di daerah 
perdesaan dapat sepadan dengan daerah perkotaan. 

4. Perlunya sosialisasi tentang pentingnya pendidikan, karena pendidikan merupakan modal untuk 
kehidupan yang lebih baik. Dengan adanya sosialisasi pentingnya pendidikan diharapkan para orang tua 
lebih memperhatikan masalah pendidikan untuk anak-anaknya. 

 
6. Daftar Pustaka 

Indriyanto, Bambang. 1996. Kontribusi Relatif Sumber Belajar di Rumah Terhadap Prestasi Belajar 
Matematika Siswa SD; Suatu Analisis Data Sekunder di Tiga Propinsi .Jurnal: Kajian Pendidikan dan 
Kebudayaan No.007/Tahun II/Nov 1996. Jakarta: Depdiknas. 

Hanif, A. (2006). Faktor Sosial Ekonomi Yang Mempengaruhi Lama Sekolah Pada Anak Usia 16-24 Tahun 
Propinsi DKI Jakarta Tahun 2003. Skripsi. Sekolah Tinggi Ilmu Statistik. 

Berliana, Nur (2011). Faktor-faktor yang Terkait dengan Rendahnya Pencapaian Wajib Belajar Pendidikan 
Dasar 9 Tahun. Jurnal Pendidikan dan Kebudayaan, Vol. 17, Nomor 1. 

Badan Pusat Statistik Provinsi Lampung. 2017.Statistik Kesejahteraan Rakyat Provinsi Lampung Tahun 
2017 . Lampung: BPS Provinsi Lampung. 



  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

 

244 
 

 
KEANEKARAGAMAN ARTHROPODA TANAH PADA DUA TIPE 

PENGELOLAAN LAHAN KOPI (Coffea spp.) DI KECAMATAN 
GEDUNG SURIAN KABUPATEN LAMPUNG BARAT 

 
 

Siti Ardiyanti1*, Suratman Umar1, Nismah Nukmal1, M. Kanedi1 

 
1Jurusan Biologi Universitas Lampung, Bandar Lampung 
Jl. Prof. Sumantri Brojonegoro No. 1 Bandar Lampung 

*Penulis Korespondensi: siti.adriyanti@gmail.com 
 
 

ABSTRAK 
 

Frekuensi pengolahan lahan serta penggunaan bahan kimia secara terus menerus dapat 
berdampak besar terhadap organisme tanah. Kesuburan tanah dapat dilihat dari keberadaan 
organisme tanah salah satunya arthropoda. Keanekaragaman arthropoda tanah pada lahan 
konvensional akan berbeda jika dibandingkan dengan lahan organik. Penelitian ini dilakukan 
untuk mengetahui pengaruh pengelolaan lahanterhadap kelimpahan dan keanekaragaman 
arthropoda tanah. Pengambilan sampel dilakukan di Desa Warasakti pada 2 tipe lahan kopi, 
dengan aplikasi senyawa kimia (konvensional) dan tanpa aplikasi senyawa kimia (organik) 
yang letaknya berdampingan. Pada setiap lahan, dipasang 50 perangkap jebak yang tersebar 
pada 10 plot. Sampel arthropoda yang diperoleh diidentifikasi sampai pada tingkat takson 
famili. Hasil menunjukkan bahwa tingkat kanekaragaman dan kemelimpahan artropoda pada 
kedua lahan termasuk dalam kategori sedang, dengan nilai (H = 1,57) dan (DMg = 3,82) pada 
lahan konvensional. Sedangkan pada lahan organik, memiliki nilai (H’ = 1,67) dan (DMg = 
3,65). Oleh karena itu, pengolahan lahan secara organik pada daerah tersebut belum terlalu 
berpengaruh pada keanekaragaman dan kemelimpahan arthropoda tanah, karena waktu 
pelaksanaannya relatif singkat, yaitu 3 tahun. Meskipun kedua lahan memiliki kriteria 
komunitas yang sama, pada lahan organik jumlah individu yang ditemukan lebih banyak 
dibandingkan pada lahan konvensional. 
 
Kata kunci : keanekaragaman, arthropoda, konvensional, organik, perangkap jebak   
 
 

 
1. Pendahuluan 
 

Di Indonesia kopi mulai diproduksi tahun 1696 di pulau Jawa. Pada saat itu, penanaman kopi hanya 
dilakukan secara coba-coba, namun karena hasilnya memuaskan dan dipandang cukup menguntungkan 
sebagai komoditi perdagangan, maka penanamannya mulai dilakukan secara serius dan mulai disebarkan ke 
berbagai daerah termasuk daerah Lampung (Najiyanti dan Danarti, 2004). 

Tanah merupakan habitat dari bakteri, jamur, serta berbagai macam fauna, seperti nematoda, cacing 
tanah, dan arthropoda tanah yang memiliki fungsi khusus dalam ekosistem (Jeffrey dan Gardi, 2009).  Di 
dalam tanah, berbagai nutrisi tersedia bagi pertumbuhan tanaman, tergantung dari interaksi antara akar 
tanaman, mikroorganisme, dan fauna tanah (Bonkowski et al, 2000).  Organisme tanah memiliki peran 
dalam menjaga struktur tanah, siklus hara, proses dekomposisi, serta menjaga keseimbangan organisme 
tanah, termasuk hama tanaman (Moore dan Walter, 1988). Menurut Curry (1986) ; Lee (1991), frekuensi 
pengolahan lahan serta penggunaan bahan kimia berdampak besar terhadap kelimpahan, keanekaragaman 
serta aktivitas organisme tanah. Hal ini disebabkan adanya perubahan suhu tanah, kelembaban, serta jumlah 
dan kualitas bahan organik dalam tanah. 

Arthropoda merupakan organisme yang jumlahnya sangat banyak dan dapat ditemukan di hampir 
seluruh biosfer (Campbell et al, 2008).  Arthropoda tanah memiliki peran yang sangat vital dalam rantai 
makanan khususnya sebagai dekomposer, karena tanpa organisme ini alam tidak akan dapat mendaur ulang 
bahan organik yang sangat berpengaruh terhadap tingkat kesuburan tanah. Oleh karena itu, kegiatan 
identifikasi kelimpahan serta keanekaragaman jenis merupakan hal penting yang harus dilakukan, sehingga 
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peran organisme tersebut terhadap lingkungan dapat diketahui (Lavelle et al, 2006). Berdasarkan fakta dan 
permasalahan tersebut, maka penelitian ini dilakukan untuk mengetahui pengaruh pengelolaan lahan dengan 
perlakuan kimiawi (konvensional) dan tanpa perlakuan kimiawi (organik) terhadap kelimpahan dan 
keanekaragaman arthropoda tanah. 
 

 
Gambar 4. Perangkap jebak (Pitfall trap). 

 
1. Proses Pengambilan Sampel 

Pengambilan sampel arthropoda tanah dilakukan dengan menanamkan perangkap jebak pada setiap 
titik sampling hingga permukaan gelas perangkap setara dengan permukaan tanah.  Proses pengambilan 
sampel arthropoda dilakukan selama 1 x 24 jam. 

 
2. Pengukuran Faktor Abiotik 

Faktor abiotik yang diukur adalah suhu tanah.  Suhu tanah diukur menggunakan soil thermometer. 
Pengukuran faktor abiotik dilakukan pada setiap lahan dengan 10 kali pengulangan. 

 
3. Proses Identifikasi 

Identifikasi arthropoda yang diperoleh dilakukan sampai pada tingkat famili.  Proses identifikasi 
dilakukan di Laboratorium Zoologi Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung 
menggunakan mikroskop stereo (Olympus) dengan panduan buku identifikasi Borror, et al (1997). 
 
a. Analisis Data 

Analisis data dilakukan secara analisis deskriptif kuantitatif dengan menghitung nilai kekayaan jenis, 
keragaman jenis, kemerataan jenis, dan kesamaan dua lahan.  Berikut persamaan – persamaan yang 
digunakan dalam analisis data (Odum, 1983) : 
1. Kekayaan Jenis (Spesies Richness) dengan Indeks Kekayaan Margalef : 

ࢍࡹࡰ =
܁ − 
ۼܖܔ  

Keterangan: 
DMg  = indeks kekayaan jenis Margalef 
S = jumlah jenis yang ditemukan 
N = jumlah individu seluruh jenis yang ditemukan 

 
Kriteria komunitas berdasarkan indeks kekayaan jenis dapat dilihat pada Tabel. 4 
Tabel. 4. Kriteria indeks kekayaan jenis  

Kriteria Indeks kekayaan jenis (DMg) 
Baik > 4,0 
Moderat 2,5 – 4,0 
Buruk < 2,5 

 
 
 
 

2. Keragaman Jenis (Diversity) dengan Indeks Shanon – Wiener : 

H'= −ܑܘ	 ܖܔ  ܑܘ	

keterangan : 
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H' = indeks keanekaragaman 
pi = proporsi (ni/N) 
ni = jumlah individu jenis ke-i 
N = jumlah individu seluruh jenis yang ditemukan 
ln = logaritma narutal 
 
Menurut Fitriana (2006), indeks keanekaragaman (H') komunitas artropoda dikategorikan menjadi rendah, 
sedang, dan tinggi. Kategori tersebut dapat dilihat pada Tabel 5. 
Tabel 5. Kategori keanekaragaman berdasarkan  Indeks Shannon (H') 

Nilai Indeks Shannon (H')   Kategori Keanekaragaman 
< 1,0 Rendah 
1,0 - 3,322 Sedang 
> 3,322 Tinggi 

Sumber : (Fitriana, 2006). 
 

3. Kemerataan Jenis (Eveness) dengan persamaan : 

ࡱ =
H'
 ܁ܖܔ

keterangan : 
E = indeks kemerataan jenis 
S = jumlah jenis 
H' = indeks keanekaragaman Shanon – Wiener  
 
Kemerataan jenis memiliki nilai E berkisar 0 – 1. Apabila nilai E = 1 berarti pada habitat tersebut tidak ada 
jenis yang mendominasi, dan sebaliknya apabila E mendekati 0 terdapat jenis yang mendominasi. 
 
4. Indeks Kesamaan Dua Lahan (S) Sorenson (1928) dalam Odum (1996) dengan persamaan: 

ࡿ =
܋
܉ +  ܊

keterangan : 
S = indeks kesamaan dua lahan 
c = jumlah jenis yang terdapat pada habitat a dan b 
a = jumlah jenis dalam habitat a 
b = jumlah jenis dalam habitat b 
 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
 
a. Keanekaragaman Arthropoda Tanah 

Hasil penelitian yang dilakukan  pada 2 tipe lahan perkebunan kopi (konvensional dan organik), 
menunjukkan bahwa terdapat beranekaragam arthropoda yang terdiri dari 11 Ordo, 28 Famili, dan 32 Genus.  
Pada kedua tipe lahan tersebut, jumlah Ordo dan Famili arthropoda yang diperoleh adalah sama, namun 
jumlah individu yang diperoleh berbeda pada setiap lahan.  Selain itu, kedua lahan juga sama – sama 
didominasi oleh arthropoda dari ordo Collembola, Coleoptera, dan Hymenoptera.  Pada lahan konvensional 
diperoleh total 1.182 individu, sedangkan pada lahan organik diperoleh total 1.647 individu. Hasil 
identifikasi dan perbandingan keanekaragaman arthropoda yang ditemukan pada kedua tipe lahan kopi di 
Desa Warasakti, Kecamatan Gedung Surian Kabupaten Lampung Barat dapat dilihat pada Tabel 6. 

 
Tabel 6. Perbandingan keanekaragaman arthropoda pada lahan kopi konvensional dan organik di desa  

warasakti 
 

NO ORDO FAMILI GENUS JUMLAH SPESIES 
KONVENSIONAL ORGANIK 

1 Collembola Entomobryidea Entomobrya 281 356 
Onychiuridae Onychiurus 247 265 

Σ 528 621 
2 Coleoptera Staphylinidae Lathrobium 7 9 

Eucinetidae Eucinetus 6 6 
Scolytidae Dendroctonus 17 16 
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Corylophidae  249 326 
Lewisium 3 19 

Dermestidae Dermestes 8 18 
Scydmaenidae Scydmaenus 1 6 

Σ 291 400 
3 Hymenoptera Formicidae Solenopsis 18 68 

Formica 17 82 
Pheidole 63 58 

Camponotus 11 9 
Mymaridae Asaphes 3 5 

Ceraphronidae Ceraphron 7 8 
Σ 119 230 

4 Diptera Dolichopodidae Dolichopus 9 7 
Drosophillidae Drosophilla 24 98 
Cecidomylidae Lestremia 2 8 

Phoridae  12 25 
Chaoboridae Chaoborus 3 4 

Culicidae Culex 11 24 
Lauxaniidae Minettia 2 9 

Σ 63 175 
5 Isopoda Cylistidae Cylisticus 119 138 
6 Ixodida Argasidae Argas 22 23 
7 Orthoptera Tridactylidae Tridactylus 6 11 

Gryllidae Acheta 8 7 
Σ 14 18 

8 Dermaptera Labiduridae Anisolabis 11 17 
9 Araneae Scytodidae Scydodes 5 6 

Dysderidae Dysdera 2 5 
Σ 7 11 

10 Psocoptera Lepidopsocidae Lepolepis 1 4 
Liposcelidae Liposcelis 3 6 

Σ 4 10 
11 Blattodea Blattidae Blatella 4 4 

Jumlah Individu Arthropoda 1.182 1.647 

 
Berdasarkan hasil analisis yang telah dilakukan, kriteria komunitas pada lahan konvensional dan lahan 

organik berada dalam keadaan sedang.  Hal tersebut diketahui dari nilai indeks kekayaan jenis Margalef, 
dimana lahan konvensional meniliki nilai (DMg = 3,82) dan lahan organik memiliki nilai (DMg = 3,65). 

Pada lahan konvensional indeks keanekaragaman memiliki nilai (H' = 1,56) , sedangkan pada lahan 
organik memiliki nilai (H' = 1,67).  Oleh karena itu, diketahui bahwa komunitas artropoda pada kedua lahan 
memiliki keanekaragaman dalam kategori sedang.  Menurut Price (1975), parameter yang menentukan nilai 
indeks keanekaragaman (H') pada suatu ekosistem ditentukan oleh jumlah spesies dan kelimpahan relatif 
spesies pada suatu komunitas. 

Suatu komunitas dikatakan mempunyai keanekaragaman tinggi jika komunitas tersebut disusun oleh 
banyak spesies dengan kelimpahan spesies yang sama atau hampir sama.  Sebaliknya, jika komunitas 
tersebut disusun oleh spesies dengan kelimpahan yang tidak merata atau ada spesies tertentu dari arthropoda 
yang mendominasi, maka keanekaragamannya akan rendah (Soegianto, 1994).  Keanekaragaman dan 
dominansi memiliki korelasi negatif (Oka, 2005). 

Pada kedua lahan kemerataan jenis (Eveness) memiliki nilai E mendekati 0, dimana pada lahan 
konvensional (E = 0,47) dan pada lahan organik (E = 0,50) sehingga diketahui bahwa pada kedua lahan 
terdapat jenis yang mendominasi.  Nilai kemerataan jenis (E) ini menunjukkan bahwa keanekaragaman pada 
kedua lahan yang bernilai sedang disebabkan karena masih adanya spesies tertentu yang mendominasi pada 
kedua lahan tersebut. 

Menurut Price (1997), keanekaragaman merupakan salah satu ukuran keseimbangan ekosistem.  
Keanekaragaman yang tinggi menjadikan jaring – jaring makanan yang terbentuk lebih kompleks, sehingga 
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kestabilan ekosistem akan terus meningkat.  Keanekaragaman akan cenderung rendah dalam ekosistem yang 
secara fisik terkendali (menjadi sasaran faktor pembatas fisik dan kimia yang kuat) dan akan tinggi dalam 
ekosistem yang diatur secara biologi (Odum, 1983).  Pada kedua lahan, perlakuan fisik yang terkendali 
menyebabkan adanya dominansi suatu spesies dan keanekaragaman yang cenderung rendah. 

Saat penelitian ini dilakukan, peralihan sistem olah lahan secara biologi pada lahan organik tergolong 
masih pendek, yaitu sekitar 3 tahun, sehingga antara lahan konvensional dan organik memiliki kategori 
keanekaragaman yang relatif sama.  Meskipun demikian, perolehan individu pada kedua lahan sangat 
berbeda.  Pada lahan organik, sistem olah lahan secara biologi sudah menunjukkan hasil berupa peningkatan 
total individu yang jumlahnya 1,4 kali lebih banyak dibandingkan total individu yang diperoleh pada lahan 
konvensional.  Hal tersebut jelas dipengaruhi oleh sistem pengolahan lahan yang diberlakukan pada masing 
– masing lahan. 

 
b. Identifikasi Arthropoda Berdasarkan Peran Ekologi 

Hasil pengelompokkan sampel arthropoda berdasarkan peranannya, yaitu herbivor, predator, dan 
dekomposer pada lahan konvensional dan organik menunjukkan komposisi seperti pada Tabel 8. 
Tabel 8. Perbandingan komposisi arthropoda pada lahan konvensional dan organik berdasarkan peranan  

ekologinya. 
Peranan Famili Literatur Lahan 

Konvensional 
Lahan Organik 

Σ % Σ % 
Predator Formicidae, 

Mymaridae, 
Ceraphronidae, 
Dolichopolidae, 
Drosophillidae, 
Chaoboridae, 
Culicidae, 
Staphylinidae, 
Scytodidae, 
Dysderidae, 
Argasidae 

Borror, et al., 1997 213 18,02% 423 25,68% 

Herbivor Cecydomyiidae, 
Tridactylidae, 
Gryllidae, 
Eucinetidae, 
Scolytidae, 
Corylophidae, 
Cylistidae, 
Lepidopsocidae, 
Liposcelidae 

Borror, et al., 1997 418 35,36% 545 33,08% 

Dekomposer Entomobryidae, 
Onychiuridae, 
Phoridae, 
Lauxaniidae, 
Dermestidae, 
Scydmaenidae 

Borror, et al., 1997 551 46,62% 679 41,23% 

 
Pada Tabel 8., peranan arthropoda pada kedua lahan memiliki persentese yang berbeda.  Predator 

yang ditemukan pada lahan organik 7,66% lebih banyak dibandingkan predator pada lahan konvensional.  
Sebaliknya, herbivor dan dekomposer yang ditemukan pada lahan konvensional lebih banyak 2,28% – 
5,39% dibandingkan herbivor dan dekomposer yang ditemukan pada lahan organik. Keanekaragaman di 
ekosistem pertanian dapat mempengaruhi pertumbuhan dan produksi tanaman, dimana arthropoda dapat 
berperan sebagai hama, musuh alami (predator), maupun dekomposer yang berperan dalam kesuburan tanah 
(Pracaya, 2007). 

Pada lahan konvensional, jumlah herbivor dan dekomposer yang lebih banyak dibandingkan pada 
lahan organik disebabkan karena jumlah predator pada lahan konvensional lebih sedikit dibandingkan pada 
lahan organik.  Menurut Suheriyanto (2008), Predator merupakan organisme yang hidup bebas dengan 
memakan, membunuh atau memangsa organisme lain.  Predator dapat memangsa semua tingkat 
perkembangan mangsanya (telur, larva, nimfa, pupa, dan imago), seekor predator akan membunuh dan 
memakan atau menghisap mangsanya dengan cepat.  Seekor predator memerlukan banyak mangsa selama 
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hidupnya.  Arthropoda pemakan tumbuhan (herbivora) merupakan arthropoda yang termasuk dalam 
golongan hama menempati trofi kedua.  Arthropoda herbivor memiliki kemampuan makan yang berbeda – 
beda tergantung pada kemampuannya untuk menyesuaikan diri dengan sumber makanannya.  Dalam proses 
makan, arthropoda dapat memanfaatkan seluruh tumbuhan (belalang), sebagian tumbuhan, bahkan seluruh 
biji (kumbang pengerek) (Suheriyanto, 2008).  Menurut Untung (2006), beberapa arthropoda dapat 
menimbulkan kerugian karena menyerang tanaman budidaya dan merusak produksi yang disimpan.  
Beberapa contoh arthropoda tersebut, antara lain belalang (Dissostura), belalang sembah (Stagmomantis 
sp.), kecoak (Blattaorientalis), dan walang sangit (Leptocorixa auta).  

Arthropoda tanah tidak hanya memakan tumbuh – tumbuhan yang hidup, tetapi juga memakan 
tumbuh – tumbuhan yang sudah mati, sehingga arthropoda tanah banyak yang berperan dalam proses 
dekomposisi (Sari, 2014).  Arthropoda dekomposer atau pengurai merupakan organisme yang menguraikan 
bahan organik yang berasal dari organisme mati yang sebelumnya telah melalui proses penguraian oleh 
organisme detritivor.  Detritivor adalah organisme yang mengkonsumsi hewan atau tumbuhan yang telah 
mati dan membusuk. Contoh organisme tersebut dapat ditemukan pada Ordo Coleoptera, Blattaria, Diptera, 
dan Isoptera, beberapa familinya antara lain, Leiodidae (Coleoptera), Scarabaeidae (Coleoptera), Termitidae 
(Isoptera), Blattidae (Blattaria), Scathophagidae (Diptera) (Odum, 1996). 

Proses dekomposisi tidak akan berjalan cepat bila tidak ditunjang oleh aktifitas arthropoda tanah.  
Keberadaan arthropoda tanah sangat dipengaruhi oleh ketersediaan energi dan sumber makanan untuk 
kelangsungan hidupnya.  Keanekaragaman arthropoda disetiap tempat berbeda, bergantung pada keadaan 
lingkungannya.  Lingkungan yang memiliki banyak cemaran kimia atau kesuburan tanah yang rendah dapat 
menurunkan tingkat keanekaragaman arthropoda tanah, sedangkan lingkungan yang memiliki bahan organik 
tanah yang tinggi dapat meningkatkan keanekaragaman arthropoda tanah di sekitarnya (Sari, 2014).  Pada 
lahan organik, memiliki tingkat keanekaragaman arthropoda yang sedikit lebih tinggi disertai jumlah 
individu yang lebih melimpah dibandingkan pada lahan konvensional, hal itu menunjukkan bahwa keadaan 
lingkungan lahan organik lebih baik dibandingkan keadaan lingkungan pada lahan konvensional.  
Arthropoda tanah memegang peranan penting sebagai soil engineer, litter transformer, soil decomposer, dan 
predator.  Serangga tanah sebagai litter transformer dan soil decomposer masing – masing organisme 
melakukan fragmentasi dan degradasi bahan organik (Borror et al, 1997). 

 
c. Analisis Indeks Kesamaan Dua Lahan Sorensen (S) dan Pengaruh Faktor Abiotik Pada Kedua 

Tipe Lahan 

Nilai keragaman, kemelimpahan, dan kekayaan jenis yang hampir sama pada kedua lahan dipengaruhi 
oleh berbagai faktor.  Menurut Irwan (1996), lingkungan merupakan ruang tiga dimensi dimana organisme 
merupakan salah satu bagian didalamnya.  Lingkungan dapat berubah setiap saat dan pengaruhnya terhadap 
organisme akan berbeda menurut waktu, tempat, dan keadaan organisme.  Oleh karena itu, analisis 
kesamaan kedua lahan dilakukan dengan hasil tertera pada Tabel 9. 

Tabel 9 . Indeks kesamaan dua lahan Sorensen (S) arthropoda pada kedua lahan kopi 
Tipe Lahan H DMg E S 

Konvensional 1,56 3,82 0,47 

1 Organik 1,67 3,65 0,50 

 
Pada Tabel 9., dapat diketahui nilai kesamaan (S) kedua tipe lahan tersebut sebesar 1, maka secara 

keseluruhan komunitas pada kedua lahan sama.  Nilai kesamaan komunitas (S) bervariasi antara 0 sampai 1.  
Nilai 0 diperoleh jika tidak ada spesies yang sama di kedua komunitas, sedangkan nilai 1 akan diperoleh jika 
seluruh komposisi spesies di kedua komunitas sama (Odum, 1996). 

Kesamaan dua lahan ini dapat dipengaruhi karena penggunaan sistem pertanian organik tergolong 
masih pendek, yaitu sekitar 3 tahun, sehingga masih banyak meninggalkan residu senyawa kimia yang 
berpengaruh terhadap arthropoda yang ada. Pencemaran oleh pestisida yang tertinggal di lingkungan fisik 
dan biotik merupakan akibat dari aplikasi pestisida secara langsung yang ditunjukkan pada sasaran tertentu 
seperti pada tanaman dan tanah.  Residu pestisida dapat bergerak dalam rantai makanan dari tingkat trofi 
terendah menuju ke tingkat trofi tertinggi (Untung, 2006). 

Faktor lain yang mendukung kesamaan kedua lahan adalah letak lahan yang relatif dekat 
(berdampingan), sehingga faktor lingkungan seperti suhu, intensitas cahaya, struktur tanah, pH, dan tanaman 
– tanaman yang ada di sekitar lahan juga relatif sama.  Pengukuran faktor abiotik pada kedua lahan 
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dilakukan untuk mengetahui kondisi lingkungan dan bagaimana pengaruh yang ditimbulkan.  Pada lahan 
konvensional suhu berkisar antara 24oC – 26oC dan diperoleh suhu rata-rata 24,7oC, sedangkan pada lahan 
organik suhu berkisar antara 24oC – 26oC  dan diperoleh suhu rata-rata 25oC. Suhu tersebut merupakan suhu 
yang baik bagi kehidupan arthropoda, sehingga arthropoda semakin banyak dan lebih mudah untuk 
melakukan aktivitas.  Suhu optimum bagi kehidupan arthropoda adalah 25oC (Suin, 1997). 

Derajat keasaman (pH) tanah merupakan salah satu faktor pembatas bagi kehidupan arthropoda tanah.  
Arthropoda tanah dapat hidup dengan baik ketika berada pada kisaran pH 6 – 8.  Arthropoda tanah dapat 
mengalami kehidupan yang tidak sempurna atau bahkan akan mati jika berada pada kondisi pH terlalu asam 
atau basa.  Selain itu, ketika suatu daerah mempunyai pH terlalu asam atau terlalu basa maka jarang sekali 
terdapat arthropoda tanah (Odum, 1971). 

 
4. Kesimpulan  
 

Kedua lahan penelitian memiliki kriteria komunitas yang baik. Pada lahan konvensional tingkat 
kanekaragaman dan kemelimpahan dalam kategori sedang, dengan nilai (H = 1,56) dan (DMg = 3,82).  
Sedangkan pada lahan organik, tingkat kanekaragaman dan kemelimpahan dalam kategori sedang, dengan 
nilai (H’ = 1,67) dan (DMg = 3,65).  Oleh karena itu, pengolahan lahan secara organik pada daerah tersebut 
belum terlalu berpengaruh pada keanekaragaman dan kemelimpahan arthropoda tanah, karena waktu 
pelaksanaannya masih relatif singkat, yaitu 3 tahun. 

Meskipun kedua lahan memiliki kriteria komunitas yang sama, pada lahan organik jumlah individu 
yang ditemukan lebih banyak dibandingkan pada lahan konvensional, hal tersebut memungkinkan beberapa 
tahun mendatang kualitas tanah pada lahan organik akan terus mengalami peningkatan. 
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Abstrak 
 

Pendugaan area kecil adalah teknik statistika yang digunakan untuk menduga parameter 
subpopulasi yang ukuran sampelnya kecil.Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan 
penduga Hierarchical Bayes (HB) pada pendugaan area keci luntuk model Logit-Binomial dan 
mengevaluasi Mean Squared Error (MSE) menggunakan metode Jackknife dan Bootstrap. 
Perhitungan numeric dilakukan dengan prosedur Markov ChainMonte Carlo (MCMC) dengan 
bantuan softwere R 3.2.3, sedangkan perhitungan secara statistic menggunakan Uji-t dilakukan 
dengan bantuan softwere Minitab. Hasil menunjukkan bahwa pada data Keluarga Prasejahtera 
Kota Bandar Lampung Tahun 2015 untuk perhitungan secara numerik, metode Bootstrap 
menghasilkan MSE lebih kecil. Sedangkan secara statistic antara nilai rata-rata MSE Jackknife 
dan Bootstrap tidak ditemukan perbedaan yang signifikan. 
 
Kata kunci: Mean Squared Error (MSE), Model Logit-Binomial, Jackknife, Bootstrap. 

 
1. Pendahuluan 
Pendugaan area kecil  (smallareaestimation/ SAE) merupakan teknik statistika yang digunakan untuk 
menduga parameter subpopulasi yang ukuran sampelnya kecil. Adapun metode  pendugaan area kecil yang 
populer diperkenalkan oleh Ghosh dan Rao (1994)  yaitu model Empirical Best Linear Unbiased 
Prediction(EBLUP), EmpiricalBayes(EB),dan Hierarchical Bayes HB).Metode HB adalah salah satu 
metode bayes yang digunakan untuk menduga variabel  independen pada data diskrit seperti data biner atau 
data cacahan.  Dalam metode HB ini pendugaan parameter didasarkan pada distribusi posterior dimana 
parameter diestimasi melalui rata-rata posterior dan presisinya diukur dengan varian pasteriornya. Menurut  
Ghosh dan Rao (1994) model HB ini dianggap lebih menguntungkan karena memiliki nilai kuadrat tengah 
galat (Mean Squared Error/MSE) yang lebih kecil dibandingkan dengan metode EBLUP. Selain itu 
masalah inferensianya  relatif lebih jelas dan komputasinya juga relatif lebih mudah dengan menggunakan 
teknik Marcov Chain Monte Carlo (MCMC). 
 
Karena penduga Bayes biasanya bersifat bias, maka dalam penelitian ini kualitas penduga HB yang 
diperoleh akan dievaluasi melalui kriteria MSE.  MSE merupakan suatu besaran untuk mengukur 
keragaman penduga pada area kecil. Adapun metode pendugaan MSE yang akan digunakan pada 
penelitian ini adalah metode Jackknife Jiang dan Bootstrap.Metode ini merupakan metode resampling 
yang dapat digunakan untuk mengatasi permasalahan dalam statistika baik masalah data yang sedikit, 
data yang menyimpang dari asumsinya, maupun data yang tidak memiliki asumsi dalam 
distribusinya.Data biner merupakan bagian dari sistem bilangan basis dua. Dengan kata lain bilangan 
tersebut hanya memiliki dua kategori yaitu 0 dan 1. Angka tersebut merupakan simbol dari kejadian 
tertentu, seperti gagal dan sukses. Selanjutnya hubungan antara variabel data biner ini dapat dijelaskan 
dengan metode logistik.  Metode logistik/logit  merupakan sebuah model regresi non linear yang 
menghasilkan sebuah persamaan dimana variabel dependen bersifat kategorikal. 
 
2. Metode 
 

2.1 Data Penelitian 
Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data sekunder, yaitu data Keluarga Prasejahtera tahun 
2015 di Kota Bandar Lampung yang diperoleh dari Badan Kependudukan dan Keluarga Berencana 
Nasional (BKKBN) Provinsi Lampung, dengan 6 peubahrespon yang harus dipenuhi yaitu: 
1.Keluarga membeli satu stel pakaian baru untuk seluruh anggota keluarga minimal satu tahun sekali 
2.Seluruh anggota kelurga makan minimal 2 kali sehari 
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3.Seluruh anggota keluarga bila sakit berobat ke fasilitas kesehatan 
4.Seluruh anggota keluarga memiliki pakaian yang berbeda untuk di rumah, bekerja/sekolah dan berpergian 
5.Seluruh anggota keluarga makan daging/ikan/telur minimal seminggu sekali 
6.Seluruh anggota keluarga menjalankan ibadah agama sesuai ketentuan agama yang di anut  
(Widiartietal., 2018). 
 
2.2Model HB untuk Data Biner 
Rao (2003) menggunakan pendekatan HB dengan model Logit-Normal dan variabel berbasis area dengan 
model sebagai berikut: 
i. ݕ|~	݅݊݀	݈ܽ݅݉݊݅ܤ	(݊  (,
ii. ߠ = ()	ݐ݈݅݃ = ߚ’ࢄ +  (௩ଶߪ,0)ܰ~࢜,࢜	
iii. ߚ dan ߪ௩ଶ saling bebas, ݂(ߚ) ∝ 1 

ܽ;(ܾ,ܽ)	ܽ݉݉ܽ݃~௩ିଶߪ ≥ 0,ܾ > 0 
 

Penetapan model dua tahap yang didasarkan pada model Logit Binomial. Level pertama diasumsikan bahwa 
	݊)	݈ܽ݅݉݊݅ܤ	~	ݕ ,ߚ)	ݐ݅݃ܮ	~	 ) dan level kedua diasumsikan bahwa	,  .(௩ଶߪ
 

Dengan: 
 = peluang keberhasilan suatu kasus pada area ke-i	
 = banyaknya pengamatan suatu kasus pada area ke-i	ݕ
݊	= banyaknya individu pada area ke-i 
  parameter yang akan diduga = (௩ଶߪ,ߚ)
 
 

Selanjutnya dihitung nilai dugaan dengan metode HB. Adapun tahap-tahap nya adalah sebagai berikut: 
1.Menentukan fungsi kepekatan peluang bersama dengan ݕ	|		~݈ܽ݅݉݊݅ܤ	(	݊	  (		,
2.Menentukan fungsi kepekatan peluang akhir (posterior) 
3.Menentukan rata-rata posterior (penduga HB) secara analitik, jika tidak dapat diselesaikan maka 
menggunakan metode Gibbs sampling. Sebelum ke metode tersebut kita akan menentukan variable dikotomi 
untuk proporsi keluarga prasejahtera berdasarkan variable penyerta dengan analisis kluster. Penelitian ini 
menggunakan hasil pada (Widiartietal., 2018). 
 

Adapun langkah dalam menggunakan metode Gibbs Sampling adalah: 
a. Mengambilnilaisembarangawaldari(),ߪ௩ଶ

(),ݕ() 
b. Membangkitkanߚ(ଵ) dengan informasi	(), ௩ଶߪ

(),ݕ()dari(ߪ,|ߚ௩ଶ,ݕ)~ ܰ(ߪ,∗ߚ௩ଶ, ൫∑ (	௩ଶߪ
ୀଵ ’ݔݔ )ିଵ൯),  

informasixmerupakangugusvariabelprediktor 

c. Melakukan iterasi ke-k, akan dibangkitkan contoh acak ߚ() dengan informasi (ିଵ),ߪ௩
ଶ(ିଵ),ݕ() 

d. Membangkitkan contoh acak ߪ௩
ଶ() dengan informasi ߚ(),  ()ݕ,(ିଵ)

e. Menghitung nilai () dengan informasiߪ௩
ଶ(),ߚ(),ݕ() 

f. Mengulangi proses sampai jumlah D contoh acak/iterasi yang telah ditetapkan sampai rantai konvergen. 
Semakin banyak jumlah iterasi yang dilakukan maka nilai estimasi yag diperoleh akan konvergen ke suatu 
nilai yang mendekati pada kedaan sebenarnya. Kekonvergenan suatu nilai juga dapat dilihat dari hasil 
output yang dikeluarkan. 

g. Melakukan “burn in” dengancara membuang d iterasi pertama untuk menghilangkanpengaruh awal  
    sehingga diperoleh ቄ

(), … ,
(),ߚ(),ߪ௩

ଶ()ቅ;݇ = ݀ + 1, … ܭ, = ݀  ܦ+
h. Saat rantai konvergen maka diperoleh nilai ̂ு  (ு̂)ܸ	݊ܽ݀	
 

4. Menghitung nilai MSE dengan metode JackknifeJiang   
5. Menghitung nilai MSE dengan  metodeBootstrap  
6. Membandingkan nilai MSE metode Jackknife Jiang dan Bootstrap dengan Uji-t 
 
 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN  
Penentuan keluarga sejahtera didasarkan pada peubah responnya.  Keluarga dianggap sebagai keluarga 
prasejahtera jika tidak memenuhi setidaknya 1 dari 6 indikator keluarga sejahtera. Hasil perhitungan 
proporsi keluarga prasejahtera untuk setiap kabupaten di kota Bandar Lampung dengan penduga langsung 
adalah sebagai berikut: 
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Tabel 1: Nilai Dugaan Proporsi Keluarga Prasejahtera Kota Bandar Lampung Tahun 2015 

Kecamatan Jumlah 
Keluarga() 

Jumlah 
KPS(࢟) PendugaLangsung() Penduga HB 

 (ࡴෝ)
Kedaton 9699 1596 0,165 0,16562996 
Sukarame 6902 480 0,070 0,07242719 
Tanjungkarang Barat 11521 787 0,068 0,07009613 
Panjang 9980 2253 0,226 0,22616441 
Tanjungkarang Timur 7492 760 0,101 0,10367264 
Tanjungkarang Pusat 9966 878 0,088 0,08994522 
Telukbetung Selatan 8853 1294 0,146 0,14755133 
Telukbetung Barat 7106 1130 0,159 0,16053043 
Telukbetung Utara 10920 621 0,057 0,05885712 
Rajabasa 8887 909 0,102 0,10417626 
Tanjung Senang 10149 1067 0,105 0,10677345 
Sukabumi 12064 2419 0,201 0,20108234 
Kemiling 16034 2002 0,125 0,12578934 
Kedamaian 10333 797 0,077 0,07902499 
Telukbetung Timur 10497 4128 0,393 0,39199432 
Way Halim 13471 1153 0,086 0,08699416 
Enggal 5262 227 0,043 0,04735034 
Langkapura 7672 667 0,087 0,08931671 
Labuhan Ratu 5189 448 0,086 0,08975419 
BumiWaras 9185 793 0,086 0,08835034 

 
Pada Tabel 1 nilai dugaan proporsi keluarga prasejahtera dan penduga HB model Logit-Binomial 
memberikan nilai dugaan yang tidak jauh berbeda, bahkan relatif sama. Pada penduga HB nilai dugaannya 
lebih besar dibandingkan nilai dugaan pada penduga langsung. Selanjutnya adalah membandingkan nilai 
MSE untuk penduga HB dengan menggunakan metode Jackknife Jiang danmetode Bootstrap. 
 

Tabel 2:  Nilai MSE Data KeluargaPrasejahtera Kota Bandar LampungTahun 2015 

Kecamatan Var(ෝࡴ) 
MSE 

PendugaLangs
ung 

Jackknife 
Jiang Bootstrap 

Kedaton 0,000000001044 0,0000720 0,004646165 0,0054866576 
Sukarame 0,000000005503 0,0001257 0,004645876 0,0010491407 
Tanjungkarang Barat 0,000000001562 0,0000754 0,004645954 0,0009826944 
Panjang 0,000000000071 0,0000601 0,004646184 0,0102300688 
Tanjungkarang Timur 0,000000018797 0,0001079 0,004645810 0,0021496042 
Tanjungkarang Pusat 0,000000009957 0,0000835 0,004645986 0,0016180297 
Telukbetung Selatan 0,000000006331 0,0000824 0,004646059 0,0043542798 
Telukbetung Barat 0,000000006163 0,0000996 0,004646062 0,0051540049 
Telukbetung Utara 0,000000009076 0,0000816 0,004646004 0,0006928331 
Rajabasa 0,000000002463 0,0000908 0,004645936 0,0021705396 
Tanjung Senang 0,000000008276 0,0000790 0,004646020 0,0022801152 
Sukabumi 0,000000000017 0,0000530 0,004646185 0,0080868222 
Kemiling 0,000000001639 0,0000478 0,004646153 0,0031645926 
Kedamaian 0,000000010791 0,0000825 0,004645970 0,0012489910 
Telukbetung Timur 0,000000002661 0,0000351 0,004646132 0,0307319099 
Way Halim 0,000000002600 0,0000621 0,004646134 0,0015135977 
Enggal 0,000000009803 0,0001748 0,004645190 0,0004484120 

angkapura 0,000000014124 0,0001088 0,004645903 0,0015954961 
Labuhan Ratu 0,000000007089 0,0001612 0,004645444 0,0016111640 
BumiWaras 0,000000014537 0,0000910 0,004645895 0,0015611574 

 

Pada Tabel 2 penduga HB memberikan hasil pendugaan dengan presisi cukup baik. Hal ini ditunjukkan oleh 
kecilnya nilai MSE baik yang menggunakan metode Jackknife Jiang maupun Bootstrap. Evaluasi MSE 
dengan pendekatan HB pada metode Bootstrap menghasilkan nilai MSE yang lebih kecil dibandingkan 
dengan metode Jackknife Jiang. Metode Jackknife Jiang memiliki nilai mean 0,004685417  sedangkan 
metode Bootstrap memiliki nilai mean 0,004318148. Dengan demikian secara numeric dapat dikatakan 
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bahwa metode Bootstrap lebih baik digunakan untuk menduga MSE pada data Keluarga Prasejahtera Kota 
Bandar Lampung tahun 2015. 
Perhitungan secara statistic dilakukan dengan melakukan uji-t. Uji-t merupakan salah satu cara yang 
digunakan untuk mengetahui apakah terdapat perbedaan secara signifikan antara variable satu dengan 
variable lainnya. Pada penelitian ini akan ditentukan apakah nilai antara MSE Jackknife Jiang dan MSE 
Bootstrap memiliki perbedaan secara signifikan atau tidak.Untuk mengetahui perbedaan tersebut, dapat 
dilakukan dengan uji hipotesis sebagai berikut: 
 
H0:Tidak ada perbedaan secara signifikan antara nilai rata-rata MSE Jackknife Jiang dan Bootstrap 
H1 : Ada perbedaan secara signifikan antara nilai rata-rata MSE JackknifeJiangdanBootstrap 
Tarafsignifikan :	0,05 = ߙ 
Kriteriauji :TolakH0jikaP-Value<	ߙ 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

Gambar 1: HasilUji-t pada MSE JackknifeJiangdanBootstrap 

Berdasarkan Gambar 4.1 diperolehnilaip-valuesebesar 0,824 artinyanilaip-value>	ߙ, maka tidak tolak H0. Ini 
menunjukkan bahwa tidak ada pebedaan secara signifikan antara MSE Jackknife Jiang dan Bootstrap. 
 
4. KESIMPULAN 
Secara numerik metodeBootstrapmenghasilkannilai MSE yang lebih kecil dibandingkan dengan metode 
Jackknife Jiang. Sedangkan secara statistik menggunakan Uji-t pada taraf nyata 5%, dinyatakan bahwa tidak 
ada perbedaan secara signifikan antara nilai MSE JackknifeJiang dan Bootstrap. 

5. DAFTAR PUSTAKA 
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Two-sample T for jack vs boot 
 
N         Mean        StDev      SE Mean 
jack  20  0,004645953  0,000000247  0,000000055 
boot  20      0,00431      0,00673       0,0015 
 
Difference = μ (jack) - μ (boot) 
Estimate for difference:  0,00034 
95% CI for difference:  (-0,00281; 0,00349) 
T-Test of difference = 0 (vs ≠): T-Value = 0,23  P-Value = 0,824  DF =19 

http://aplikasi.bkkbn.go.id/mdk/BatasanMDK.aspx


  Prosiding Seminar Nasional Metode Kuantitatif 2018 
ISBN No. 978-623-90150-0-8 

 

256 
 

APLIKASI DISTRIBUSI STATISTIK DALAM MEMONITOR 
KUALITAS UDARA DI BUKIT KOTOTABANG 

 
 

Raeni Chindi Defi Ocvilia1*, Achmad Raflie Pahlevi1, Warsono, Mareta Asnia2 

1Jurusan Matematika FMIPA Universitas Lampung 
2Badan Meteorologi Klimatologi dan Geofisika (BMKG)  

 
*Email: raenichi@gmail.com  

 
ABSTRAK 

 
Stasiun Global Atmospheric Watch (GAW) Kototabang merupakan stasiun pemantau kualitas 
udara yang berada di wilayah equator. Pada beberapa waktu terakhir, adanya peningkatan 
konsentrasi dari PM10, SO2, dan NO2 pada bulan-bulan tertentu yang dapat mencapai nilai 
ekstrim atau udara tidak sehat. Pada penilitan ini distribusi yang digunakan adalah distribusi 
generalized extreme value (GEV), lognormal, perason V, dan gamma. Pemilihan distribusi ini 
akan dijelaskan di subbab metode. Distribusi tersebut akan dilakukan pengujian goodness of fit 
untuk mendapatkan distribusi terbaik yang menggambarkan data polutan di Sumatera Barat. 
Distribusi terbaik akan digunakan untuk mendapatkan probabilitas terjadinya kualitas udara 
yang melewati nilai baku mutunya. Distribusi Generalized Extreme Value (GEV) yang telah 
diuji menggunakan KS dan AD merupakan distribusi terbaik dalam menggambarkan 
konsentrasi PM10, SO2, dan NO2. Berdasarkan data rata-rata harian konsentrasi PM10, SO2, dan 
NO2 di Stasiun Pemantau Atmosfer Global (GAW) Bukit Kototabang, dilihat dari sebaran 
scatter plot dan hasil probabilitas menunjukkan bahwa kondisi partikel udara pada wilayah ini 
berada dalam kategori yang cukup baik. Hal ini dibuktikan dengan hasil probabilitas untuk 
PM10 hanya 1% peluang kejadian polusi udara dengan kategori tidak sehat akan terjadi. 
Probabilitas SO2 yang lebih dari 0.05 ppm hanya 0.1% peluang polusi udara yang akan 
melebihi nilai baku mutu, dan probabilitas NO2 yang lebih dari 0.005 ppm hanya 1%. 

 
Kata Kunci: Distribusi Probabilitas; Generalized Extreme Value (GEV); Lognormal; 

Gamma; Pearson V; Nilai Baku Mutu  
 
 
1. PENDAHULUAN 

 
Stasiun Global Atmospheric Watch (GAW) Kototabang merupakan stasiun pemantau kualitas udara 

di equator. Stasiun GAW Kototabang melakukan pengamatan terhadap particulate matter (PM10), Sulfur 
Dioksida (SO2), dan Nitrogen Dioksida (NO2), sebagai polutan udara utama yang secara rutin diamati. Pada 
beberapa waktu terakhir, adanya peningkatan konsentrasi dari PM10, SO2, dan NO2 pada bulan-bulan tertentu 
yang dapat mencapai nilai ekstrim atau udara tidak sehat. Peningkatan ini disebabkan oleh kebakaran hutan 
dan lahan yang sering terjadi di wilayah Pulau Sumatera. 

Distribusi probabilitas telah banyak digunakan dalam analisis data polusi udara (Larsen, 1973)(Morel 
dkk, 1999)(Kao dan Friedlander, 1995)(Lu, 2002). Kontenstrasi polusi udara merupakan variabel acak, yang 
disebabkan oleh tingkat emisi, kondisi meteorologis, dan geografis (Kan dan Chen, 2004). Distribusi 
probabilitas dapat digunakan untuk memprediksi frekuensi polutan yang melewati batas air quality standard 
(AQS), dan pengurangan sumber emisi untuk menjaga dalam batas nilai AQS. 

Berdasarkan Peraturan Pemerintah No.41 Tahun 1999 tentang Pengendalian Pencemaran Udara, nilai 
baku mutu untuk PM10 adalah 150	݃ߤ/ܰ݉ଷ, untuk SO2 adalah 365	݃ߤ/ܰ݉ଷ, dan NO2 adalah 150	݃ߤ/
ܰ݉ଷ  (PP No.41 Tahun 1999). Nilai baku mutu digunakan untuk memantau kualitas udara tergolong baik 
atau tidak. Konsentrasi polutan yang melewai nilai baku mutu akan tergolong ke dalam udara yang tidak 
sehat.  

Pada penilitan ini distribusi yang digunakan adalah distribusi generalized extreme value (GEV), 
lognormal, perason V, dan gamma. Pemilihan distribusi ini akan dijelaskan di subbab metode. Distribusi 
tersebut akan dilakukan pengujian goodness of fit untuk mendapatkan distribusi terbaik yang 
menggambarkan data polutan di Sumatera Barat. Distribusi terbaik akan digunakan untuk mendapatkan 
probabilitas terjadinya kualitas udara yang melewati nilai baku mutunya. 

mailto:raenichi@gmail.com
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2. DATA DAN METODE 
 

Data yang digunakan adalah data polutan berupa data particulate matter (PM10), Sulfur Dioksida 
(SO2), dan Nitrogen Dioksida (NO2). Data merupakan data harian yang didapatkan dari Stasiun Global 
Atmspheric Watch (GAW) Kototabang dari tahun 2012 – 2016. Data PM10 ada 1721 data harian, data SO2 
ada 1821, dan data SO2 ada 1189 data. Terdapatnya data yang kosong disebabkan adanya kerusakan alat 
pada waktu tersebut. 

Pada gambar 1.a dan 1.b, data konsentrasi PM10 dan SO2 di Kototabang adalah positively skewed 
(miring ke arah positif) dengan modus dengan nilai 0. Pada gambar 1.c, data konsentrasi NO2 juga 
menunjukkan positively skewed (miring ke arah positif), tetapi dengan modus dengan nilai 0.001 – 0.002 
ppm. Berdasarkan gambar 1, maka penulis menggunakan model distribusi miring ke arah positif (positively 
skewed). Model distribusi yang dapat digunakan untuk menggambarkan polutan PM10, SO2, dan NO2 adalah 
generalized extreme value (GEV), pearson V, gamma, dan lognormal (Georgopolus dan Seinfeld, 
1982)(Mudelsee, 2014). 

 
Distribusi Generalized Extreme Value (GEV), pada berbagai negara di Eropa, seperti Austria, 

Jerman, Italy, dan Spanyol, distribusi GEV digunakan untuk menggambarkan data banjir. Parameter 
mencakup bentuk (݇), skala (ߙ), dan lokasi (ߦ). Pdf dari GEV dijelaskan sebagai berikut, 

(ݔ)݂ =
1
ߪ exp ቀ−(1 + ି(ݖ݇

భ
ೖቁ (1 + ଵିି(ݖ݇

భ
ೖ 																																																			(1) 

 

Distribusi Gamma. Pada random variable x, terdapat dua parameter dari fungsi kepekatan distribusi 
gamma yaitu ߙ dan ߚ dijelaskan sebagai berikut, 

(ݔ)݂ =
1

Γ(ߙ)ߚఈ ݔ
ఈିଵ݁

ି௫
ఉൗ ; ݔ	 > ߙ,0 > ߚ,0 > 0																																																														(2) 
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Gambar 1. Probability Density Function (PDF) dari polutan a) PM10, b) SO2, dan c) NO2 
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Distribusi Pearson, awalnya ditunjukkan sebagai model distribusi yang tidak simetris atau miring 
(skewed) baik ke arah positif dan negatif. Distribusi pearson terdiri dari dua parameter ߙ dan ߚ, serta fungsi 
gamma. Fungsi PDF dari distribusi pearson dijelaskan sebagai berikut, 

(ݔ)݂ =
(ఈାଵ)ିݔ exp(− ఉ

௫
)

(ߙ)ఈΓିߚ 																																																																																							(3) 

 
Distribusi Lognormal, merupakan distribusi probabilitas kontinyu dari variabel acak yang 

logaritmanya berdistribusi normal. Variabel acak yang berdistribusi lognormal hanya memiliki nilai positif. 
Ditribusi lognormal terdiri dari tiga parameter yaitu ߪ adalah parameter bentuk, ߠ adalah parameter lokasi, 
dan ݉ adalah parameter lokasi. Fungsi PDF dari distribusi lognormal dijelaskan sebagai berikut, 

(ݔ)݂ =
݁
ି൮

ౢ൬ೣషഇ ൰
మ

మమ
൲	

ݔ) − ߨ2√ߪ(ߠ
																																																																																											(4) 

 
Test of Goodness of Fit digunakan untuk menentukan kecocokan model distribusi dengan data 

observasi curah hujan, tes yang digunakan adalah Kolmogrov-Smirnov (KS) dan Anderson-Darling (AD). 
Nilai tes yang paling kecil menunjukkan kecocokan antara distribusi dengan data.  

 
Tes statistic untuk Kolmogrov-Smirnov adalah, 

ܦ ≡ max
ଵஸஸஸ

)ܨ) ܺ)−
݅ − 1
ܰ ,

݅
ܰ − )ܨ ܺ)) 																																																							(5) 

Tes statistic untuk Anderson-Darling adalah,  
ଶܣ = −ܰ − ܵ																																																																																																						(6) 

dimana, 

ܵ = 
(2݅ − 1)

ܰ
)ܨ݈݊ൣ ܺ) + ln൫1− (7)																																						൯ൟ(ேାଵିܺ)ܨ



ୀଵ

 

 
 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

Tabel 1 merangkum statistik dasar dari konsentrasi data PM10, SO2, dan NO2  di Stasiun Pemantau 
Atmosfer Global (GAW) Bukit Kototabang yang menunjukkan bahwa PM10, SO2, dan NO2  memiliki rata-
rata dengan nilai 24.119 µgram/m3, 0.00156 ppm, dan 0.001434 ppm. Dengan nilai minimum untuk PM10, 
SO2, dan NO2  berturut-turut yaitu 0.958 µgram/m3, 0.000145 ppm, dan 0.000137 ppm. Dan nilai maksimum 
untuk PM10, SO2, dan NO2  berturut-turut yaitu 511.208 µgram/m3, 0.051921 ppm, dan 0.008961 ppm.  
Selain nilai maksimum dan minimum, dapat dilihat juga bahwa nilai standard deviasi yang digunakan untuk 
menyatakan keragaman konsentrasi polusi udara menunjukkan bahwa standard deviasi untuk PM10  sebesar 
39.429, SO2 sebesar 0.003423 dan NO2  sebesar 0.000939. 
 

Tabel 1. Statistik Dasar dari Rata-rata Harian Konsentrasi PM10, SO2, dan NO2 di Stasiun Pemantau Atmosfer 
Global (GAW) Bukit Kototabang 

 
  

Scatter plot pada gambar 2 menunjukkan bahwa rata-rata harian konsentrasi PM10 memiliki sebaran 
data yang berkisar pada nilai 0 – 100 µgram/m3 sedangkan untuk rata-rata harian konsentrasi SO2 dan NO2 
berkisar diantara nilai 0 – 0,01 ppm. Sebaran data tersebut masih berada dibawah nilai ambang batas dan 
baku mutu udara yang berarti bahwa kondisi kualitas udara pada lokasi ini masih cukup baik. Namun pada 
beberapa waktu tertentu rata-rata harian konsentrasi PM10 menunjukkan pelampauan yang lebih tinggi dari 
nilai ambang batasnya dibandingkan dengan rata-rata harian konsentrasi SO2 dan NO2, menunjukkan bahwa 
nantinya jika frekuensi kejadian tersebut semakin sering terjadi, partikulat polusi udara bisa menjadi masalah 
pada lingkungan ini.  

N Mean StDev Minimum Q1 Median Q3 Maximum
PM10 1721 24.119 39.429 0.958 11.25 15 21.854 511.208
SO2 1821 0.00156 0.00342 0.00015 0.0005 0.0006 0.00138 0.05192
NO2 1189 0.00143 0.00094 0.00014 0.00095 0.0012 0.00165 0.00896
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Gambar 2. Scatter Plot Rata-rata Harian Konsentrasi PM10, SO2, dan NO2 
di Stasiun Pemantau Atmosfer Global (GAW) Bukit Kototabang 

 

 

 

b 

a 
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Gambar 3. Grafik fungsi distribusi kumulatif dari fitted distribution (a) PM10, (b) SO2, dan (c) NO2 di Stasiun 

Pemantau Atmosfer Global (GAW) Bukit Kototabang 
 

Berdasarkan Gambar 3, grafik distribusi kumulatif data PM10, SO2, dan NO2 dengan menggunakan 
distribusi Generalized Extreme Value (GEV), Pearson V, Lognormal, dan Gamma dapat diketahui distribusi 
mana yang paling cocok dalam menggambarkan distribusi PM10, SO2, dan NO2. Pada gambar 3.a GEV dan 
Pearson V memiliki kecocokan yang baik dengan data PM10, sedangkan Gamma memiliki tingkat kecocokan 
yang paling rendah. Pada Gambar 3.b dan 3.c GEV memiliki kecocokan yang baik dengan data SO2 dan 
NO2, sedangkan Gamma memiliki kecocokan yang paling rendah untuk data SO2 dan Pearson V memiliki 
kecocokan yang paling rendah untuk data NO2 pada lokasi penelitian. 
 

Tabel 2. Tipe distribusi dan statistik goodness of fit 
di Stasiun Pemantau Atmosfer Global (GAW) Bukit Kototabang 

 
 

Berdasarkan Ttabel 2, dapat ditunjukkan bahwa distribusi terbaik dalam menggambarkan data PM10, 
SO2, dan NO2 yang diuji menggunakan kolmogorov-smirnov (KS) dan anderson-darling (AD) adalah tipe 
distribusi Generalized Extreme Value (GEV). Uji yang dilakukan menggunakan KS, tipe distribusi GEV 
memiliki nilai terendah untuk data PM10 (0.0467), SO2 (0.15349), dan NO2 (0.06522). 

Pada tes menggunakan AD, tipe distribusi GEV memiliki nilai terendah untuk data SO2 (56.43), dan 
NO2 (11.902). Sedangkan tes AD untuk data PM10 distribusi Pearson V memiliki nilai terendah yaitu 16.723 
dan distribusi Lognormal berada di peringkat kedua yaitu 40.453. 
 

Tabel 3. Estimasi parameter dari model distribusi Generalized Extreme Value (GEV) 
Parameter K σ μ 

PM10 0.61452 5.5734 12.293 
SO2 0.7252 0.00030320 0.00060638 
NO2 0.23259 0.00047845 0.00102 

 
 

Kolmogorov-
Smirnov

Anderson-
Darling

Kolmogorov-
Smirnov

Anderson-
Darling

Kolmogorov-
Smirnov

Anderson-
Darling

Gen Extreme 
Value 0.0467 51.629 0.15349 56.43 0.06522 11.902

Pearson V 0.06414 16.723 0.20302 89.671 0.14417 43.578
Lognormal (3P) 0.1019 40.453 0.19741 99.46 0.08438 15.072
Gamma (3P) 0.18782 126.17 0.23056 206.69 0.10249 21.781

Distribusi 

PM10 SO2 NO2

c 
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Tabel 3 menunjukkan estimasi parameter dari distribusi GEV dengan k adalah parameter bentuk 
kontinu, σ adalah parameter skala kontinu, μ dan adalah parameter lokasi kontinu, dengan menggunakan 
persamaan 1 maka didapatkan, 

(ݔ)	݂ = 	
1

5.5734	
ቆ	1 + 0.61452	 ൬

ݔ − 12.293
5.5743

൰ቇ

భ
బ.లభరఱమషభ

݁ି	൬	ଵା.ଵସହଶ	ቀೣషభమ.మవయ
ఱ.ఱళరయ ቁ൰

భ
బ.లభరఱమషభ

 

Untuk konsentrasi data PM10 

(ݔ)	݂ = 	
1

0.000303	
ቆ	1 + 0.73	 ൬

ݔ − 0.00060638
0.000303

൰ቇ

భ
బ.ళమఱమ	షభ

݁ି	൬	ଵା.ଶହଶ	ቀೣషబ.బబబలబలయఴ
బ.బబబయబయ ቁ൰

భ
బ.ళమఱమ	షభ

 

Untuk konsentrasi data SO2 

(ݔ)	݂ = 	
1

0.00048	
ቆ	1 + 0.23259൬

ݔ − 0.00102
0.00048

൰ቇ

భ
బ.మయమఱవ	షభ

݁ି	൬	ଵା.ଶଷଶହଽቀೣషబ.బబభబమ
బ.బబబరఴ ቁ൰

భ
బ.మయమఱవ	షభ

 

Untuk konsentrasi data NO2   
 

Tabel 4. Cummulative Density Function (CDF) distribusi Generalized Extreme Value (GEV) 
Parameter P (x≤50) P (x≥50) P (x>100) P (x>150) 

PM10 0.93306 0.06694 0.021 0.01072 
 

Parameter P (x≤0.05) P (x≥0.05) 
SO2 0.99863 0.00137 

 
Parameter P (x≤0.005) P (x≥0.005) 

NO2   0.98913 0.01087 
  

Tabel 4 merupakan probabilitas PM10 dengan katagori baik berkisar antara 0-50, sedang 50-150, tidak 
sehat 150-250, sangat tidak sehat 250-350, dan berbahaya dengan intensitas hingga melebihi 350 µgram/m3. 
Sedangkan probabilitas SO2 dengan kategori nilai baku mutu udara yaitu 0.14 ppm dan NO2 adalah 0.08 
ppm.  

Probabilitas PM10  dengan kategori tidak sehat yaitu sebesar 1% hal ini berarti bahwa peluang 
kejadian polusi udara yang tidak sehat akan terjadi dengan peluang yang kecil sekali, sedangkan probabilitas 
PM10 yang kurang dari 50 µgram/m3 yaitu sekitar 93% yang berarti bahwa partikel udara yang berukuran 
lebih kecil dari 10 mikron pada wilayah penelitian berada dalam kategori sehat.  

Probabilitas SO2 yang lebih dari 0.05 ppm yaitu sebesar 0.1% yang berarti bahwa hanya 0.1% peluang 
SO2 akan melebihi nilai baku mutu. Sedangkan probabilitas SO2 yang berada dibawah 0.05 ppm yaitu sekitar 
99% yang berarti bahwa SO2 pada wilayah penelitian berada dalam kadar yang sangat rendah.  

Probabilitas NO2 yang lebih dari 0.005 ppm yaitu 1% yang berarti bahwa sangat kecil sekali peluang 
terjadinya konsentrasi NO2 yang akan melebihi nilai baku mutu. Sedangkan probabilitas NO2 yang berada 
dibawah 0.005 ppm yaitu sekitar 99% yang berarti bahwa NO2 pada wilayah penelitian berada dalam kadar 
yang sangat rendah.  

 
4. KESIMPULAN 

 
Distribusi Generalized Extreme Value (GEV) yang telah diuji menggunakan KS dan AD merupakan 

distribusi terbaik dalam menggambarkan konsentrasi PM10, SO2, dan NO2. Berdasarkan data rata-rata harian 
konsentrasi PM10, SO2, dan NO2 di Stasiun Pemantau Atmosfer Global (GAW) Bukit Kototabang, dilihat 
dari sebaran scatter plot dan hasil probabilitas menunjukkan bahwa kondisi partikel udara pada wilayah ini 
berada dalam kategori yang cukup baik. 

 Hal ini dibuktikan dengan hasil probabilitas untuk PM10 hanya 1% peluang kejadian polusi udara 
dengan kategori tidak sehat akan terjadi. Probabilitas SO2 yang lebih dari 0.05 ppm hanya 0.1% peluang 
polusi udara yang akan melebihi nilai baku mutu, dan probabilitas NO2 yang lebih dari 0.005 ppm hanya 1% 
sangat kecil sekali peluang terjadinya konsentrasi NO2 yang akan melebihi nilai baku mutu.  Dari hasil 
tersebut sangat memungkinkan sekali bahwa inilah salah satu hal yang mendasari GAW sebagai referensi 
udara bersih dunia. 
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Abstrak 
 Peningkatan kesejahteraan masyarakat merupakan sasaran utama kegiatan pembangunan di 
setiap daerah. Perlu adanya pengklasifikasian berdasarkan indikator kesejahteraan masyarakat 
untuk mengenali karakteristik masing-masing kabupaten/kota di Provinsi Lampung sehingga dapat 
lebih tepat sasaran dalam mengambil kebijakan strategi pembangunan. Tujuan dari penelitian ini 
adalah untuk mengetahui gambaran umum indikator-indikator kesejahteraan rakyat dan 
pengklasifikasian 15 Kabupaten/Kota yang berada di Provinsi Lampung.Analisis yang digunakan 
pada penelitian ini adalah analisis klaster(analisis gerombol) dengan menggunakan metode 
Hierarchical Cluster. Hasil Penelitian ini adalah dari 15 Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung 
dapat dibentuk menjadi empat klaster dengan karakteristik yang berbeda. Klaster pertama terdiri 
dari Kota Bandar Lampung dan Kota Metro, Klaster kedua terdiri dari Kabupaten Lampung Barat, 
Tanggamus,Lampung Tengah,  Way Kanan, Tulang Bawang, Pringsewu, Mesuji dan Tulang 
Bawang Barat, Klaster ketiga terdiri dari Kabupaten Lampung selatan, Lampung Timur, Lampung 
Utara, dan Pesawaran.Sedangkan pada klaster keempat hanya terdiri Kabupaten Pesisir Barat. 
Kata Kunci : kesejahteraan, cluster, Lampung 

1. PENDAHULUAN 

Tingkat kesejahteraan yang belum memadai baik secara material maupun spiritual dipicu oleh 
lingkaran setan (vicious cycle) sehingga menyebabkan kemiskinan, ketertinggalan, dan keterpurukan 
ekonomi.Tujuan pertama yang tercantum dalam Sustainable Development Goals (SDGs) adalah 
mengentaskan kemiskinan. Peningkatan kesejahteraan yang diukur dari penurunan tingkat kemiskinan 
merupakan cerminan keberhasilan pembangunan yang diharapkan oleh setiap negara, termasuk Indonesia. 
Oleh sebab itu, Pemerintah menargetkan tingkat kemiskinan turun 7-8 persen dalam Rencana Pembangunan 
Jangka Menengah Nasional (RPJMN) 2015-2019. 

 
Jumlah penduduk miskin (penduduk yang berada di bawah garis kemiskinan) di Provinsi Lampung 

pada Maret2017 sebesar 1,131 juta penduduk atau sebesar 13,69 persen penduduk Provinsi Lampung. 
Sedangkan pada Maret2016 penduduk miskin di Provinsi Lampung sebesar 1,169 juta orang atau sebesar 
14,29 persen. Namun demikian, meskipun terdapat penurunan penduduk miskin sebesar 38 ribu di Provinsi 
Lampung dalam waktu setahun terakhir, angka kemiskinan di Provinsi Lampung masih lebih tinggi 
dibandingkan angka kemiskinan Nasional. Bahkan kondisi kemiskinan di Provinsi Lampung juga tergolong 
cukup tinggi di Pulau Sumatera, yaitu tertinggi ketiga setelah Provinsi Aceh dan Provinsi Bengkulu. 
 

Persentase penduduk miskin terendah di Provinsi Lampung adalah Kabupaten Mesuji sebesar 7,66 
persen. Namun, pada kenyataannya Kabupaten Mesuji juga memiliki Indeks Pembangunan Manusia(IPM) 
terendah di Provinsi Lampung, yaitu 61,87. IPM merupakan salah satu cara untuk mengukur taraf kualitas 
hidup penduduk. Kualitas hidup tercermin dari pendidikan, kesehatan dan kemampuan ekonomi masyarakat 
yang dilihat dari tingkat pendapatan. Hal ini menunjukkan bahwa tidak serta merta angka IPM akan 
berbanding terbalik dengan banyaknya penduduk miskin. Rendahnya penduduk miskin di Kabupaten Mesuji 
belum menjanjikan Kabupaten tersebut memiliki Angka IPM yang tinggi.Dengan demikian, persentase 
penduduk miskin maupun Indeks Pembangunan masyarakat masih belum menjawab adanya tingkat 
kesejahteraan rakyat pada Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung. Perlu adanya indikator lain yang 
menunjang untuk menunjukkan kesejahteraan rakyat di masing-masing Kabupaten/Kota. 

 
Kesejahteraan rakyat pada suatu wilayah merupakan suatu manifestasi yang diraih oleh masyarakat 

yang diperoleh dari berbagai upaya, termasuk upaya dan kegiatan aktifitas ekonomi masyarakat tersebut. 
Menurut Sutikno (Dalam Widiastuti, 2008:1) menyatakan bahwa kesejahteraan bersifat subjektif dimana 
setiap orang mempunyai pedoman, tujuan, dan cara hidup yang berbeda terhadap faktor-faktor yang 
menentukan kesejahteraan. Seseorang dapat dikatakan hidup sejahtera jika orang tersebut mampu 
mencukupi kebutuhan hidup, baik secara material maupun spiritual. Kebutuhan material berupa kebutuhan 

mailto:tri.mayasari@bps.go.id
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akan sandang, pangan, papan. Sedangkan kebutuhan spiritual seperti kebutuhan kesehatan, pendidikan, 
ibadah dan keamanan. 

Berdasarkan hal tersebut perlu adanya identifikasi berdasarkan karakteristik tingkat kesejahteraan 
rakyat Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung agar dalam mengambil kebijakan dan strategi pembangunan 
dapat tepat sasaran dan tepat guna.Salah satu syarat keberhasilan pembangunan oleh suatu daerah, adalah 
ketepatan identifikasi daerah. Oleh karena itu, sangat penting memerhatikan pengelompokkan 15 
Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung berdasarkan indikator kesejahteraan rakyat Tahun 2017. 

 
Dalam penelitian ini akan dilakukan Analisis claster untuk mengelompokkan Kabupaten/Kota di 

Provinsi Lampung menjadi beberapa kelompok pengamatan. Metode yang digunakan pada analisis claster 
adalah metode Hierarki. 

 
2. BAHAN DAN METODE 
Data dan Variabel Penelitian 

Data dalam penelitian ini adalah data sekunder yang berasal dari Publikasi Statistik Kesejahteraan 
Rakyat Provinsi Lampung Tahun 2017 dan Publikasi Indeks Pembangunan Masyarakat Provinsi Lampung 
Tahun 2017. Unit observasi adalah 15 Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung pada tahun 2017. Terdapat 10 
variabel untuk analisis clustering terhadap 15 Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung, 10 variabel tersebut 
adalah sebagai berikut: 

 
Tabel 1. Variabel penelitian 

Variabel Penjelasan Variabel 
(1) (2) 

X1 Indeks Kedalaman kemiskinan/Poverty Gap Index (P1) merupakan ukuran rata-rata kesenjangan 
pengeluaran masing-masing penduduk miskin terhadap garis kemiskinan. Nilai agregat dari 
poverty gap index  menunjukkan biaya mengentaskan kemiskinan dengan membuat target 
transfer yang sempurna terhadap penduduk miskin dalam hal tidak adanya biaya transaksi dan 
faktor penghambat. Semakin kecil nilai poverty gap index, semakin besar potensi ekonomi untuk 
dana pengentasan kemiskinan berdasarkan identifikasi karakteristik penduduk miskin dan juga 
untuk target sasaran bantuan dan program. 

X2 Indeks Keparahan Kemiskinan/  Poverty Severity Index (P2) merupakan indeks yang 
memberikan informasi mengenai gambaran penyebaran pengeluaran di antara penduduk miskin. 
Indeks ini memberikan informasi yang saling melengkapi pada insiden kemiskinan. Sebagai 
contoh, mungkin terdapat kasus bahwa beberapa kelompok penduduk miskin memiliki insiden 
kemiskinan yang tinggi tetapi jurang kemiskinannnya (poverty gap) rendah, sementara 
kelompok penduduk lain mempunyai insiden kemiskinan yang rendah tetapi memiliki jurang 
kemiskinan yang tinggi bagi penduduk yang miskin. 

X3 Indeks Pembangunan Manusia (IPM) mengukur pencapaian hasil pembangunan dari suatu 
daerah/wilayah dalam tiga dimensi dasar pembangunan yaitu: lamanya hidup, 
pengetahuan/tingkat pendidikan dan standar hidup layak. 

X4 Angka Beban Ketergantungan/ Rasio ketergantungan(Dependency Ratio) merupakan 
perbandingan antara jumlah penduduk umur 0-14 tahun ditambah dengan jumlah penduduk 65 
tahun ke atas (keduanya dianggap dengan bukan angkatan kerja) dibandingkan dengan jumlah 
penduduk usia 15-64 tahun (angkatan kerja). 

X5 Angka Buta Huruf merupakan proporsi usia 15 tahun ke atas yang tidak dapat membaca dan 
menulis huruf latin dan huruf lainnya terhadap penduduk usia 15 tahun ke atas. 

X6 Persentase rumah tangga yang memiliki luas lantai per kapita >10m2 merupakan luas lantai 
rumah dibagi dengan jumlah anggota rumah tangga (ART). 

X7 Persentase penduduk umur 5 tahun ke atas yang mengakses internet merupakan penduduk 
berusia lima tahun ke atas yang mengakses internet tiga bulan terakhir (Desember 2016 sd 
Februari 2017). 

X8 Persentase penduduk yang menjadi korban kejahatan sejak maret 2016 – Februari 2017. Korban 
kejahatan adalah orang yang menderita kerugian baik badan, jiwa, harta benda (baik milik 
sendiri atau orang lain), kehormatan, dan lainnya akibat suatu tindak kejahatan. Bila tindak 
kejahatan tersebut ditujukan kepada harta benda milik rumah tangga (bukan milik pribadi rumah 
tangga(, maka yang dicatat sebagai korban kejahatan adalah kepala rumah tangga. 

X9 Persentase penduduk yang menerima raskin selama 4 bulan terakhir (November 2016 sd 
Februari 2017). 

X10 Tingkat pengangguran terbuka merupakan persentase jumlah pengangguran terhadap jumlah 
angkatan kerja. 
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Metode Hierarchical Cluster 
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah analisis cluster (analisis gerombol). Analisis 

klaster adalah tehnik yang digunakan untuk mengklasifikasikan objek ke dalam kelompok yang relatif 
homogen yang disebut claster. Objek dalam tiap cluster cenderung memiliki kemiripan satu dengan lainnya, 
sedangkan antar cluster mempunyai sifat yang berbeda. Analisis claster juga disebut analisis klasifikasi atau 
taksonomi numeric (numerical taxonomy). Analisis claster pada prinsipnya digunakan untuk mereduksi data 
yaitu meringkas sejumlah variabel menjadi lebih sedikit dan menamakannya sebagai klaster.  

 
Analisis klaster dapat dibagi menjadi dua jenis, yaitu Hierarchical Cluster dan K-Means Cluster 

(Nonhierarchical cluster). Pengelompokkan secara hierarki biasanya digunakan untuk jumlah sampel yang 
relatif sedikit. Sedangkan untuk data yang banyak dapat digunakan K-Means Cluster. 

 
Tujuan pengklasteran ialah untuk mengelompokkan obyek yang mirip dalam klaster yang sama, 

maka beberapa ukuran diperlukan untuk mengakses seberapa mirip atau berbeda obyek-obyek tersebut. 
Pendekatan yang paling biasa ialah mengukur kemiripan dinyatakan dalam jarak (distance) antara pasangan 
obyek. Makin besar nilai ukuran kemiripan atau jarak antar dua buah obyek, makin besar pula perbedaan 
antara dua objek tersebut, sehingga cenderung untuk tidak menganggapnya ke dalam kelompok yang sama.  

 
Terdapat beberapa cara dalam mengukur jarak, yaitu: 
a. Menggunakan jarak euclidean, yaitu jarak berupa akar kuadrat perbedaan nilai untuk tiap 

variabel. 
Jika x = (x1,x2,…,xp) 
Y=(ݕଵ,ݕଶ,…,yp) maka 
D(x,y)=ඥ(1ݔ− ଶ(1ݕ + −2ݔ) ଶ(2ݕ … + ݔ) −  ଶ(ݕ
 

b. Menggunakan jarak kuadrat euclidean (squared euclidean distance). 
c. The city Block or Manhattan Distance antara dua objek merupakan jumlah nilai perbedaan 

mutlak untuk tiap variabel. Jarak ini juga disebut jarak Minkowski.  
Jika x’=(x1,x2,…,xp); p adalah variabel. Maka x1’=(xi1,xi2,…,xip) adalah kumpulan variabel pada 
obyek ke-i  
dij=(∑ ݔ − ݕ


ୀଵ )ଵ ൗ  dengan dij adalah jarak antar dua obyek ke-I dan obyek ke-j 

 
 Langkah-langkah yang dilakukan dalam pengklasteran: 

1. Sampel yang diambil harus benar-benar bisa mewakili populasi. 
2. Pengujian Multikolinieritas untuk mengetahui ada tidaknya variabel independen yang memiliki 

kemiripan dengan variabel independen lainnya. 
3. Transformasi data 

Jika terdapat perbedaan nilai yang besar antar variabel yang dapat menyebabkan bias dalam analisis 
klaster maka data asli perlu ditransformasikan (standarisasi). Misalnya terdapat variabel dalam 
satuan puluhan dan ada dengan satuan ratusan. Perbedaan data yang besar akan menyebabkan 
perhitungan jarak menjadi tidak valid. 

4. Analisis Klaster 
Metode yang digunakan adalah metode hierarki (average Linkage) dengan teknik agglomerative 
dan ukuran jarak euclidean.  Langkah-langkah pengelompokkan dalam analisis klaster dengan 
metode hierarki mencakup tiga hal, yaitu: 
a. Mengukur kesamaan jarak 

Hal yang penting dalam penggerombolan adalah bagaimana mengkualifikasi ukuran kemiripan 
antar obyek. 

b. Membentuk klaster secara hierarkis 
Dalam metode ini menggunakan aglomerasi. Dalam metode aglomerasi tiap observasi pada 
mulanya dianggap sebagai cluster tersendiri sehingga terdapat cluster sebanyak jumlah 
observasi. Kemudian dua cluster yang terdekat kesamaannya digabung menjadi suatu cluster 
baru, sehingga jumlah cluster berkurang satu pada tiap tahap. 

c. Melakukan interpretasi terhadap klaster yang terbentuk 
Tahap akhir dari analisis klaster adalah menginterpretasikan dari klaster-klaster yang terbentuk. 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Analisis Deskriptif 
Karakteristik tingkat kesejahteraan rakyat di Provinsi Lampung dapat dilihat dari berbagai Variabel. Berikut 
gambaran karakteristik tingkat kesejahteraannya: 
 
Tabel 2. Gambaran Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung Berdasarkan Karakteristik Kesejahteraan 

Rakyat Tahun 2017 
 

No Kabupaten/Kota P1 P2 IPM ABK Buta 
huruf 

Persentase 
luas lantai 
per kapita 

>10m2 

Akses 
Internet 

korban 
kejahata

n 

 
Penerim
a Raskin 

TPT 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) 

1 Lampung Barat 2,15 0,49 
66,0

6 
45,7

5 1,89 80,93 21,25 1,66 37,92 0,96 

2 Tanggamus 1,81 0,35 
64,9

4 
50,1

4 3,33 91,41 15,09 1,43 46,62 5,08 

3 Lampung Selatan 2,36 0,53 
66,9

5 
51,5

8 2,9 92,28 21,65 1,09 62,18 4,8 

4 Lampung Timur 2,96 0,78 
68,0

5 
49,7

8 4,13 98,38 19,59 1,37 57,37 3,89 

5 Lampung Tengah 1,99 0,45 
68,9

5 
49,1

6 3,32 95,36 19,87 2,04 55,46 3,08 

6 Lampung Utara 4,19 1,15 
66,5

8 
51,3

8 2,43 87,42 17,66 1,23 53,36 5,62 

7 Way Kanan 2,05 0,47 
65,9

7 
50,3

2 4,19 84,41 15,67 1,04 39,25 2,88 

8 Tulang Bawang 1,53 0,36 
67,0

7 
50,6

8 3,18 88,16 22,33 1,66 34,22 3,47 

9 Pesawaran 3,31 0,87 
64,4

3 
51,0

8 3,97 92,49 17,7 1,36 54,77 5,73 

10 Pringsewu 1,71 0,39 
68,6

1 
50,3

5 2,9 92,32 18,24 0,64 18,59 4,63 

11 Mesuji 1,13 0,27 
61,8

7 
49,8

5 4,87 94,17 19,48 1,63 31,8 0,65 

12 Tulang Bawang 
Barat 1,08 0,21 

64,5
8 

49,1
7 4,89 90,24 21,1 1,17 54,27 1,86 

13 Pesisir Barat 2,08 0,48 62,2 
54,2

1 2,84 75,88 16,78 0,38 44,58 0,96* 

14 Bandar Lampung 1,48 0,36 
75,9

8 
42,9

5 1,21 85,06 42,06 1,63 34,31 8,1 

15 Metro 1,92 0,6 
75,8

7 
43,1

5 2,31 93,35 42,89 1,8 7,82 4,64 

 Provinsi Lampung 2,16 0,51 
68,2

5 
49,1

1 3,11 91,01 22,45 1,43 47,18 4,33 
 
Berdasarkan tabel di atas, Provinsi Lampung memiliki indeks kedalaman kemiskinan sebesar 2,16 

dan indeks keparahan kemiskinan sebesar 0,51. Kabupaten/Kota yang memiliki Indeks 
Kedalamankemiskinan dan Indeks Keparahan kemiskinan tertinggi adalah Kabupaten Lampung Utara, 
masing-masing sebesar 4,19 dan 1,15 persen. Sedangkan indeks kedalaman kemiskinan dan indeks 
keparahan kemiskinan terendah di Provinsi Lampung adalah Kabupaten Tulang Bawang Barat, masing-
masing sebesar 1,08 dan 0,21. 

Angka Indeks Pembangunan Manusia(IPM) mermberikan gambaran komprehensip mengenai 
tingkat pencapaian pembangunan manusia sebagai dampak dari kegiatan pembangunan yang dilakukan oleh 
suatu negara/daerah. Semakin tinggi nilai IPM suatu daerah, menunjukkan pencapaian pembangunan 
manusianya semakin baik. Pada tahun 2017, Provinsi Lampung memiliki angka IPM sebesar 68,25. IPM 
tertinggi di Provinsi Lampung adalah Kota Bandar Lampung dan Kota Metro, masing-masing sebesar 75,98 
dan 75,87. Sedangkan IPM terendah di Provinsi Lampung adalah Kabupaten Mesuji yakni sebesar 61,87. 
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Tingginya angka IPM di daerah perkotaan mengindikasikan bahwa masih adanya ketimpangan sarana dan 
prasarana di daerah Kota dan Kabupaten, terutama dalam hal pendidikan, pendapatan dan kesehatan. 

 
Angka Beban Ketergantungan (Dependency Ratio) merupakan Rasio ketergantungan (dependency 

ratio). Indikator ini secara kasar dapat menunjukkan keadaan ekonomi suatu daerah apakah tergolong daerah 
maju atau daerah yang sedang berkembang. Semakin tingginya persentase dependency ratio menunjukkan 
semakin tingginya beban yang harus ditanggung penduduk yang produktif untuk membiayai hidup penduduk 
yang belum produktif dan tidak produktif lagi. Pada tahun 2017, Angka Beban ketergantungan Provinsi 
Lampung sebesar 49,11 persen. Hal ini berarti bahwa setiap 100 orang yang berusia kerja(dianggap 
produktif) mempunyai tanggungan sebanyak 49 orang yang belum produktif dan dianggap tidak produktif 
lagi. Kabupaten/Kota yang memiliki Angka beban ketergantungan tertinggi adalah Kabupaten Pesisir Barat, 
yakni sebesar 54,21 persen sedangkan yang memiliki Angka beban ketergantungan terendah adalah Kota 
Bandar Lampung, yakni sebesar 42,95 persen. 

 
Tingkat buta huruf yang rendah menunjukkan adanya sebuah sistem pendidikan dasar yang efektif 

dan/atau program keaksaraan yang memungkinkan sebagian besar penduduk untuk memperoleh kemampuan 
menggunakan kata-kata tertulis dalam kehidupan sehari-hari dan melanjutkan pembelajarannya. Semakin 
rendah angka buta huruf, maka semakin baik tingkat pendidikan di daerah tersebut. Tingkat buta huruf di 
Provinsi Lampung pada tahun 2017 sebesar 3,11 persen. Artinya, dari 100 orang berumur 15 tahun ke atas di 
Provinsi Lampung, 3 orang tersebut tidak dapat membaca ataupun menulis. Kabupaten/Kota yang memiliki 
tingkat buta huruf tertinggi adalah Kabupaten Tulang Bawang Barat yaitu sebesar 4,89 persen sementara 
yang terendah adalah Kota Bandar Lampung yaitu 1,21 persen. 

 
Salah satu kriteria WHO dari rumah sehat adalah rumah tinggal yang memiliki  luas lantai per 

orang minimal lebih dari 10 m2. Persentase rumah tangga yang memiliki luas lantai lebih dari 10 m2 di 
Provinsi Lampung adalah 91,01 persen. Kabupaten/Kota yang memiliki persentase rumah tangga dengan 
luas lantai lebih dari 10 m2 terbesar adalah Kabupaten Lampung Timur yakni sebesar 98,38 persen, 
sedangkan Kabupaten/kota yang memiliki persentase rumah tangga dengan luas lantai lebih dari 10 m2 
adalah Kabupaten Pesisir Barat yakni sebesar 75,88 persen.   

 
Akses Internet digunakan untuk mengukur tingkat kemampuan masyarakat terhadap teknologi 

terutama untuk mengakses komunikasi dan informasi yang dapat bermanfaat dalam mendukung upaya 
pembangunan. Semakin tinggi persentase rumah tangga yang memiliki akses internet, maka semakin banyak 
rumah tangga yang memanfaatkan teknologi informasi dalam hal ini akses internet di kehidupan sehari-
hari.Persentase penduduk umur 15 tahun ke atas yang mengakses internet dalam tiga bulan terakhir pada 
Provinsi Lampung sebesar 22,45 persen. Kabupaten/kota yang memiliki penduduk dengan akses internet 
tertinggi adalah Kota Metro dan Kota Bandar Lampung, masing-masing sebesar 42,89 persen dan 42,06 
persen. Hal ini mengindikasikan bahwa sarana dan prasarana akses internet di Kota lebih baik dibandingkan 
di Kabupaten. 

 
Sejak maret 2016 sampai dengan Februari 2017, Kabupaten Lampung tengah merupakan 

Kabupaten yang memiliki persentase korban kejahatan tertinggi, yaitu sebesar 2,04 persen. Sedangkan 
Kabupaten/kota dengan persentase korban kejahatan terendah adalah Kabupaten Pesisir Barat. Persentase 
korban kejahatan ini menunjukkan kerawanan suatu daerah. Artinya semakin besar persentasenya maka 
semakin rawan daerah tersebut.  

 
Raskin/beras murah merupakan program bantuan dari pemerintah untuk keluarga miskin berupa 

pendistribusian beras khusus kepada keluarga miskin yang harganya telah disubsidi oleh pemerintah. 
Persentase penerima raskin di Provinsi Lampung sebesar 47,18 persen. Hal ini menunjukkan bahwa hampir 
setengah rumah tangga yang berada di Provinsi Lampung membeli/menerima beras murah/raskin antara 
bulan November 2016 sampai dengan Februari 2018. Persentase penerima raskin tertinggi ada di Kabupaten 
Lampung Selatan, yakni sebesar 62,18 persen. Sedangkan persentase penerima raskin terendah adalah Kota 
Metro yang hanya sebesar 7,82 persen.  

 
Tingkat pengangguran terbuka di Provinsi Lampung tahun 2017 sebesar 4,33 persen. Artinya 

bahwa dari 100 penduduk 15 tahun ke atas yang tersedia untuk memproduksi barang dan jasa (angkatan 
kerja) sebanyak 4 orang merupakan pengangguran. Kabupaten/Kota dengan TPT tertinggi adalah Kota 
Bandar Lampung, yakni sebesar 8,1 persen. Sementara Kabupaten/Kota dengan TPT terendah adalah 
Kabupaten Mesuji, yakni sebesar 0,65 persen. 
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Analisis Hierarchical Cluster 
Untuk mengetahui jarak dari kemiripan antar Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung dapat dilihat 

pada tabelProximity Matrix  berikut ini: 

 
Berdasarkan hasil analisis kluster menurut 10 variabel diatas, 15 Kabupaten/kota di Provinsi 

Lampung dikelompokkan berdasarkan karakteristik yang sama.   Dari gambar dendogram dibawah ini, dapat 
diputuskan berapa banyak klaster yang akan dibentuk. Dari gambar tersebut, sebaiknya dibuat empat klaster. 
Empat klaster tersebut diharapkan mampu menggambarkan perbedaan karakteristik satu klaster dengan 
klaster lainnya. 
 
           Rescaled Distance Cluster Combine 
 
    C A S E      0         5        10        15        20        25 
  Label     Num  +---------+---------+---------+---------+---------+ 
 
  Tanggamus 2   ���� 
  Tulang Bawang   8   ������� 
  Way Kanan7   ������� 
  Lampung Tengah  5   ������������� 
  Mesuji11   ��������������� 
  TBB            12   ���������� 
  Pringsewu10   ���������������� 
  Lampung Barat 1   ��������������������������� 
  Lampung Timur4   ������ 
  Pesawaran 9   ��������������������������������� 
  Lampung Selatan 3   ����������������� 
  Lam-Utara6   �������������� 
  Pes-Barat   13   ������������������������������� 
  Balam      14   
�������������������������������������������������� 
  Metro  15   ������������ 

 
Berdasarkan dendogram tersebut, 15 Kabupaten/kota di Provinsi Lampung dapat dilkelompokkan 

menjadi empat kelompok. Keempat kelompok tersebut adalah: 
1. Kelompok/Cluster 1 terdiri dari Kota Bandar Lampung dan Kota Metro. 
2. Kelompok/Cluster 2 terdiri dari Kabupaten Lampung Barat, Tanggamus, Lampung Tengah, 

Way Kanan, Tulang Bawang, Pringsewu, Mesuji dan Tulang Bawang Barat 
3. Kelompok/Cluster 3 terdiri dari Kabupaten Lampung Selatan, Lampung Timur, Lampung 

Utara dan Pesawaran 
4. Sedangkan Kleompok/Klaster 4 hanya terdiri dari Kabupaten Pesisir Barat. 

 
Berdasarkan hasil clustering tersebut, maka pencirian klaster dari masing-masing klaster tersebut adalah 
sebagai berikut: 

Tabel 3. Data rata-rata Analisis klaster di Provinsi Lampung Tahun 2017 
Klaster (P1) (P2) IPM ABK Buta 

huruf 
luas lantai per 
kapita >10m2 

Akses 
Interne

korban 
kejahatan 

Penerima 
Raskin TPT 

Lampung 
Barat

Tangga
mus

Lampung 
Selatan

Lampung 
Timur

Lampung 
Tengah

Lampung 
Utara

Way  
Kanan

Tulang 
Baw ang

Pesaw
aran

Pringse
w u

Mesuji
Tulang 

Bawang 
Barat

Pesisir 
Barat

Bandar 
Lampung

Metro

Lampung Barat 0,000 12,638 15,943 21,602 12,729 25,147 10,637 7,983 22,300 17,943 18,403 17,515 18,980 26,257 24,825
Tanggamus 12,638 0,000 3,866 8,619 5,225 20,754 4,600 2,990 8,698 7,847 9,645 6,927 19,397 31,015 32,165
Lampung Selatan 15,943 3,866 0,000 5,146 7,208 12,840 7,310 7,580 5,669 10,641 18,286 11,000 17,603 31,451 34,445
Lampung Timur 21,602 8,619 5,146 0,000 6,594 11,796 11,071 12,685 3,145 16,613 17,979 14,850 30,586 41,148 33,173
Lampung Tengah 12,729 5,225 7,208 6,594 0,000 23,398 11,385 5,203 11,730 17,386 11,505 10,576 32,521 29,921 25,936
Lampung Utara 25,147 20,754 12,840 11,796 23,398 0,000 20,234 24,968 5,672 26,854 43,082 38,383 28,855 47,093 45,276
Way  Kanan 10,637 4,600 7,310 11,071 11,385 20,234 0,000 4,799 10,528 7,446 9,450 5,843 9,432 38,139 35,154
Tulang Bawang 7,983 2,990 7,580 12,685 5,203 24,968 4,799 0,000 14,140 7,786 7,641 7,635 18,687 25,091 22,409
Pesaw aran 22,300 8,698 5,669 3,145 11,730 5,672 10,528 14,140 0,000 18,225 22,783 19,434 25,755 44,109 40,390
Pringsewu 17,943 7,847 10,641 16,613 17,386 26,854 7,446 7,786 18,225 0,000 16,592 14,738 18,475 29,894 25,554
Mesuji 18,403 9,645 18,286 17,979 11,505 43,082 9,450 7,641 22,783 16,592 0,000 4,635 26,300 51,487 38,851
Tulang Bawang Barat 17,515 6,927 11,000 14,850 10,576 38,383 5,843 7,635 19,434 14,738 4,635 0,000 19,455 43,241 40,846
Pesisir Barat 18,980 19,397 17,603 30,586 32,521 28,855 9,432 18,687 25,755 18,475 26,300 19,455 0,000 59,338 62,055
Bandar Lampung 26,257 31,015 31,451 41,148 29,921 47,093 38,139 25,091 44,109 29,894 51,487 43,241 59,338 0,000 10,216
Metro 24,825 32,165 34,445 33,173 25,936 45,276 35,154 22,409 40,390 25,554 38,851 40,846 62,055 10,216 0,000

Proximity Matrix

Kabupaten/Kota

 Squared Euclidean Distance
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t 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) 
1 Bandar Lampung 1,70(CR) 0,48(CT) 75,93(T) 43,05(R) 1,76(R) 89,21(CR) 42,48(T) 1,72(T) 21,07(R) 6,37(T) Metro 
2 Lampung Barat 

1,68(R) 0,37(R) 66,01(CR) 49,43(CR) 3,57(T) 89,63(CT) 19,13(CR
) 1,41(CT) 39,77(CR

) 
2,83(CR

) 

Tanggamus 
Lampung Tengah 
Way Kanan 
Tulang Bawang 
Pringsewu 
Mesuji 
Tulang Bawang 
Barat 

3 Lampung Selatan 

3,21(T) 0,83(T) 66,50(CT) 50,96(CT) 3,36(CT) 92,64(T) 19,15(CT
) 1,26(CR) 56,92(T) 5,01(CT

) 
Lampung Timur 
Lampung Utara 
Pesawaran 

4 Pesisir Barat 2,08(CT) 0,48(CT) 62,20(R) 54,21(T) 2,84(CR) 75,88(R) 16,78(R) 0,38(R) 44,58(CT
) 0,96(R) 

Ket :T: tinggi, CT : cukup Tinggi, CR: Cukup Rendah, R: Rendah 
Pencirian klaster dilakukan dengan membandingkan nlai antar klaster dalam suatu variabel. 

Perbandingan tersebut menggunakan empat skala, yaitu tinggi, cukup tinggi, cukup rendah dan rendah. 
Adapun pencirian dari empat claster tersebut adalah sebagai berikut: 

a. Klaster pertama terdiri dari Kota Bandar Lampung dan Kota Metro. Klaster ini dicirikan dengan 
IPM, Akses internet, korban kejahatan dan Tingkat Pengangguran Terbuka yang tinggi, namun 
memiliki angka buta huruf dan persentase penerima raskin terendah. Klaster ini merupakan klaster 
terbaik tingkat kesejahteraan rakyatnya di Provinsi Lampung. Penduduk Kota lebih baik dari segi 
fasilitas, sarana dan prasarana yang ada.  

b. Klaster kedua terdiri dari Kabupaten Lampung Barat, Tanggamus, Lampung Tengah, Way Kanan, 
Tulang Bawang, Pringsewu, Mesuji dan Tulang Bawang Barat. Klaster ini dicirikan dengan Indeks 
Kedalaman Kemiskinan, indeks keparahan kemiskinan yang rendah, namun memiliki angka Buta 
Huruf yang tinggi. Variabel IPM, Beban ketergantungan, akses internet, dan TPT cukup rendah, 
sedangkan variabel luas lantai per kapita lebih dari 10 m2 dan korban kejahatan cukup tinggi. 

c. Klaster ketiga terdiri dari Kabupaten Lampung Selatan, Lampung Timur, Lampung Utara dan 
Pesawaran. Klaster ini dicirikan dengan indeks keparahan kemiskinan, indeks kedalaman 
kemiskinan, luas lantai per kapita lebih dari 10 m2, dan penerima raskin yang tinggi. IPM dan akses 
internet yang cukup tinggi, begitu juga analisis beban ketergantungan, TPT dan angka buta huruf 
yang juga cukup tinggi.Sedangkan variabel korban kejahatan cukup rendah.   

d. Klaster keempat hanya terdiri dari Kabupaten Pesisisr Barat. Klaster ini dicirikan dengan angka 
beban ketergantungan yang tinggi, indeks kedalaman dan keparahan kemiskinan dan penerima 
raskin yang cukup tinggi, angka buta huruf yang cukup rendah dan variabel IPM, persentase luas 
lantai per kapita lebih dari 10 m2, akses internet dan TPT yang rendah. Kabupaten Pesisir barat 
merupakan Kabupaten terbaru di Provinsi Lampung. Pada klaster ini masih banyak tantangan yang 
harus dibenahi dalam pembangunan Kabupaten Pesisir Barat. Terlihat bahwa variabel ekonomi, 
sosial, maupun kesehatan masih rendah di Kabupaten Pesisir Barat.  

 
4. KESIMPULAN 
Dari hasil analisis dan pembahasan, maka dapat diambil beberapa kesimpulan yaitu: 
1. Dari analisis cluster yang dilakukan, terdapat 4 cluster untuk membandingkan tingkat kesejahteraan 

rakyat di Provinsi Lampung.  
2. Keempat cluster tersebut adalah: klaster pertama terdiri dari Kota Bandar Lampung dan Kota 

Metro, klaster kedua terdiri dari Kabupaten Lampung Barat, Tanggamus, Lampung Tengah, Way 
Kanan, Tulang Bawang, Pringsewu dan Mesuji, klaster ketiga terdiri dari Kabupaten Lampung 
selatan, lampung Timur, Lampung Utara dan Pesawaran, sedangkan klaster keempat terdiri dari 
Kabupaten Pesisir Barat. 

3. Gambaran umum kesejahteraan rakyat di Provinsi Lampung masih belum merata. Hal ini dapat 
dilihat dari angka kedalaman kemiskinan dan keparahan kemiskinan yang masih tinggi di masing-
masing Kabupaten/Kota di Provinsi Lampung. Angka IPM di  Kabupaten masih sangat rendah jika 
dibandingkan dengan IPM di Daerah Perkotaan. Umumnya sarana dan prasarana di Kota lebih baik 
jika dibandingkan dengan di Kabupaten, hal ini menunjukkan masih adanya ketimpangan 
pembangunan di Provinsi Lampung. 
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Abstrak 
 

Dalam mengatasi permasalahan kemacetan, pemerintah memberikan kebijakan salah satunya 
yaitu dengan membangun jalur kereta api double-track. Penelitian ini bertujuan untuk 
memberikan alternatif lain dalam mengatasi permasalahan kereta api dengan memanfaatkan 
jalur kereta api yang sudah ada (single-track), yaitu dengan membangun suatu persimpangan 
dipertengahan jalur, yang kemudian diberi istilah sebagai jalur kereta api semi-double track. 
Pada penelitian ini, diberikan penjelasan dalam melakukan kontruksi model Aljabar Max-Plus 
Interval atas struktur hirarkis jalur kereta api semi-double track. 

 
Kata kunci: Aljabar Max-Plus, Petri Net, Railways, Semi-Double Track, Struktur Hirarkis 
 

1. Pendahuluan  
Kemacetan merupakan permasalahan yang dihadapi oleh hampir disemua negara, termasuk 

Indonesia. Hal ini dapat diatasi dengan cara mengalihkan transportasi ke mode transportasi masal, contohnya 
seperti kereta api. Terkait dengan hal itu, pemerintah Indonesia telah menetapkan beberapa kebijakan yaitu 
pembangunan jalur kereta api double track. 

Berdasarkan penjelasan di atas, pada penelitian ini dimaksudkan untuk mencari solusi alternatif 
dalam mengatasi permasalahan perkeretaapian. Ide penelitian ini adalah mengoptimalkan penggunaan jalur 
kereta api single track dengan cara menambahkan persimpangan di tengah-tengah jalur kereta api di antara 
dua stasiun utama yang selanjutnya diberi istilah jalur kereta api semi-double track, sebagai ilustrasi bisa 
dilihat pada  Gambar 1. Permasalahan pada jalur kereta api semi-double track adalah dalam 
menentukan hirarkis arah jalur lintasana. Hal ini disebabkan karena adanya pembagian resource (rel) secara 
bergantian untuk beberapa kereta api yang melaluinya.  

 

mailto:tri.utomo@ma.itera.ac.id
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 Gambar 1 Ilustrasi Permasalahan dari Dua Stasiun Kereta Api (a) Dua Stasiun yang Digambarkan 
dalam Sebuah Graf, (b) Ilustrasi Jalur Kereta Api Single track, (c) Ilustrasi Jalur Kereta Api double track, (d) 
Ilustrasi Jalur Kereta Api semi-double track 
 

Penelitian ini merupakan lanjutan dari penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh (Utomo & 
Subiono, 2015). Pada artikel ini, dilakukan penelitian lebih lanjut dari model petrinet yang sudah dikontruksi 
pada penelitian sebelumnya, yaitu dengan mengkontruksi model Aljabar Max-Plus Interval. 

Beberapa penelitian yang terkait dengan Aljabar Max-Plus Interval yaitu (Fahim, 2013) dengan 
judul Aplikasi Aljabar Max-Plus pada Pemodelan dan Penjadwalan Busway yang Diintegrasikan dengan 
Kereta Api Komuter. Penelitian ini menghasilkan kesimpulan bahwa periode keberangkatan setiap ߣ menit 
sekali, dengan 41,6 < ߣ < 51,9. Selain itu  

Sedangkan penelitian terkait dengan penjadwalan kereta api juga sudah pernah dilakukan oleh 
(Afiatna, 2013) yaitu Pemodelan dan Penjadwalan Monorel dan Trem yang Terintegrasi di Kota Surabaya 
Menggunakan Aljabar Max-Plus, dan menghasilkan kesimpulan periode keberangkatannya adalah 4,6. 
Selain itu (Alfiah, 2011) dengan judul Pemodelan dan Penjadwalan Jaringan Kereta Rel Listrik (KRL) 
Menggunakan Aljabar Max-Plus juga meneliti tentang penjadwalan kereta api. Akan tetapi penelitian-
penelitian mengenai penjadwalan kereta api ini hanya membahas penjadwalannya tanpa melihat jalur kereta 
yang digunakan yaitu single track atau double track. Sehingga peneliti ingin melakukan penelitian terkait 
masalah penjadwalan kereta api dengan mempertimbangkan jalur kereta api yang digunakan. 
 
2. Dasar Teori 

Aljabar Max-Plus adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari himpunan ℝఢ dengan ℝఢ = ℝ∪ {߳} 
dan ߳ = −∞ beserta dengan dua operator biner yatiu Operator Max (  “baca: oplus”) dan Operator Plus (  
“baca: otimes”), yang didefinisikan sebagai berikut, ∀ݔ, ݕ ∈ ℝఢ 

ݔ ݕ⊕ = max{ݔ, ݔ dan {ݕ ⊗ ݕ = ݔ +  .ݕ
Diketahui bahwa (ℝఢ ,⊕,⊗) merupakan semiring dengan elemen netral ߳ dan elemen satuan  

(Subiono, 2015). 
Sedangkan Aljabar Max-Plus Inteval didefinisikan sebagai berikut 

௫(ܴ)ܫ = ൛ൣݔ,ݔ൧หݔ, ݔ ∈ ܴ	݀ܽ݊	߳ < ݔ ≤ ൟݔ ∪ {[߳, ߳]} 
dengan operasi  dan  didefinisikan sebagai  

ݔ ݕ⊕ = ቂݔ ⊕ ݔ,ݕ  ቃݕ⊕

ݔ ݕ⊗ = ቂݔ ⊗ ݔ,ݕ  ቃݕ⊗
untuk setiap ݔ, ݕ ∈ ௫(ܴ)ܫ  

 
3. Hasil dan Pembahasan 

Pada penelitina sebelumnya telah didapatkan model Petri Net. Model Petri Net tersebut merupakan 
model dengan keadaan non-autonomous, yaitu dengan dua transition source. Transition source adalah 
transition yang akan selalu enabled oleh keadaan di luar sistem. Dua transition source pada model Petri Net 
ini adalah transition yang menandakan kedatangan kereta api dari WO menuju ke WR (transition ݐଵ) dan 
transition yang menandakan kedatangan kereta api dari BG menuju ke SDA (Transition ݐ). Selain itu 
model Petri Net tersebut mempunyai dua transition sink, yaitu transition yang menjadi output dari suatu 
model. Dua transition sink pada model Petri Net ini adalah transition yang menandakan kedatangan kereta 
api dari SDA menuju ke BG (Transition ݐ) dan transition yang menandakan keberangkatan kereta api dari 
WR menuju ke WO (Transition ݐଵଶ). 

Dalam melakukan pemodelan Aljabar Max-Plus Interval, model Petri Net ini diubah manjadi keadaan 
autonomous, yaitu dengan menambahkan 2 place yang berfungsi untuk menghubungkan transition sink 
dengan transition source (transition ݐ dengan transition ݐଵ, dan transition ݐଵଶ dengan transition ݐ). Place 
ini difungsikan sebagai penanda selang waktu antara kereta api yang keluar dari sistem dengan kereta api 
yang masuk ke dalam sistem. Dalam hal ini, dimisalkan ada ݊ kereta api pada saat ke-݇ yang berjalan dari 
WR menuju ke SDA, maka untuk kereta api yang datang dari WO di WR berikutnya (݇ + 1) harus 
menunggu kereta api ke-(݇ + 1 − ݊) di SDA berjalan menuju ke BG dalam selang waktu tertentu.  

Untuk mempermudah dalam menjelaskan pembentukan model Aljabar Max-Plus Interval berikut 
diberikan ilustrasi posisi saat terjadianya persilangan antara kereta api yang berjalan dari WR menuju ke 
SDA dengan kereta api yang berjalan dari SDA menuju ke WR. Seperti pada penjelasan-penjelasan 
sebelumnya, diketahui bahwa setiap kereta api yang berajalan dari WR menuju ke SDA akan saling berbagi 
resource dengan kereta api yang berjalan dari SDA menuju ke WR, atau sebaliknya. Berdasarkan Gambar 
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ilustrasi jalur kereta api WR-SDA, diketahui bahwa terdapat 3 lokasi persilangan yang mungkin dapat 
dilakukan yaitu di WR, GDG, dan SDA.  

 

 
 

Gambar 2 Ilustrasi Posisi Saat Terjadinya Persilangan Kereta Api 
 
 

Perhatikan Gambar 2, jika dimisalkan persilangan kereta api yang berjalan dari WR menuju ke SDA 
saat ke-݇ dengan kereta api yang berjalan dari SDA menuju ke WR saat ke-݇ terjadi di GDG, maka 
persilangan kereta api yang berjalan dari WR menuju ke SDA saat ke-(݇ + 1) akan terjadi di WR dengan 
kereta api yang berjalan dari SDA menuju ke WR saat ke-(݇ − 1). Selain itu persilangan kereta api yang 
berjalan dari WR menuju ke SDA saat ke-(݇ − 1) akan terjadi di SDA dengan kereta api yang berjalan dari 
SDA menuju ke WR saat ke-(݇ + 1).  

Untuk keperluan selanjutnya diberikan pendifinisian variabel-variabel, yaitu variabel yang 
menunjukkan waktu dan variabel yang menunjukkan lama waktu, berikut variabel yang menunjukkan 
waktu. 
 ݇-ଵ(݇)  waktu kedatangan kereta api dari WO (Luar Sistem) ke WR pada saat keݐ
 ݇-ଶ(݇)  waktu keberangankatan kereta api dari WR ke GDG pada saat keݐ
 ݇-ଷ(݇)  waktu kedatangan kereta api dari WR ke GDG pada saat keݐ
 ݇-ସ(݇) waktu keberangankatan kereta api dari GDG ke SDA pada saat keݐ
 ݇-ହ(݇)  waktu kedatangan kereta api dari GDG ke SDA pada saat keݐ
 ݇-(݇)  waktu keberangankatan kereta api dari SDA ke BG (Luar Sistem) pada saat keݐ
 ݇-(݇) waktu kedatangan kereta api dari BG (Luar Sistem) ke SDA saat keݐ
 ݇-waktu keberangankatan kereta api dari SDA ke GDG pada saat ke (݇)଼ݐ
 ݇-ଽ(݇) waktu kedatangan kereta api dari SDA ke GDG pada saat keݐ
 ݇-ଵ(݇) waktu keberangankatan kereta api dari GDG ke WR pada saat keݐ
 ݇-ଵଵ(݇) waktu kedatangan kereta api dari GDG ke WR pada saat keݐ
 ݇-ଵଶ(݇) waktu keberangankatan kereta api dari WR ke WO (Luar Sistem) pada saat keݐ

 
Adapun variabel yang menunjukkan lama waktu interval, yaitu 

 ݇-௧భ,  lama kedatangan kereta api dari WO (Luar Sistem) di WR saat keݒ
 ݇-௧మ,  lama kereta api berhenti di WR saat keݒ
 ݇-௧య,  lama kereta api berjalan dari WR menuju GDG saat keݒ
 ݇-௧ర,  lama kereta api berhenti di GDG saat keݒ
 ݇-௧ఱ,  lama kereta api berjalan dari GDG menuju SDA saat keݒ
 ݇-௧ల,  lama kereta api berhenti di SDA saat keݒ
 ݇-௧ళ,  lama kedatangan kereta api dari BG (Luar Sistem) di SDA saat keݒ
 ݇-௧ఴ,  lama kereta api berhenti di SDA saat keݒ
 ݇-௧వ,  lama kereta api berjalan dari SDA menuju GDG saat keݒ
 ݇-௧భబ,  lama kereta api berhenti di GDG saat keݒ
 ݇-௧భభ,  lama kereta api berjalan dari GDG menuju WR saat keݒ
 ݇-௧భమ,  lama kereta api berhenti di WR saat keݒ

 
Berdasarkan model Petri Net yang sudah dibuat dan beberapa penjelasan tambahan di atas maka 

dapat dibentuk model Aljabar Max-Plus Interval sebagai berikut: 
݇)ଵݐ + 1) = ௧భ,ݒൣ ⊗ ݇)ݐ − 2)൧ ⊕ ݇)ଶݐ] − 1)] ⊕ ݇)ଷݐ] − 1)	] ⊕ ݇)ଵଶݐ] − 2)] ⊕ ݇)ଵଵݐ] − 1)] ⊕

݇)ସݐ] − 1)] ⊕ ݇)ଵݐ] − 1)]  (1) 
݇)ଶݐ + 1) = ௧మ,ݒൣ ݇)ଵݐ⊗ + 1)൧ ⊕ [(݇)ଽݐ] ⊕ [	(݇)ଷݐ] ⊕ ݇)ଵଵݐ] − 1)]  (2) 
݇)ଷݐ + 1) = ௧య,ݒൣ ݇)ଶݐ⊗ + 1)൧ ⊕ ݇)ସݐ] − 1)] ⊕ ݇)ଵݐ] − 1)] (3) 
݇)ସݐ + 1) = ௧ర,ݒൣ ݇)ଷݐ⊗ + 1)൧ ⊕ [(݇)ହݐ] ⊕ ݇)ݐ] − 2)] ⊕ ݇)଼ݐ] − 1)] ⊕  (4)  [	(݇)ଽݐ]
݇)ହݐ + 1) = ௧ఱ,ݒൣ ݇)ସݐ⊗ + 1)൧ ⊕ ݇)ݐ] − 2)] ⊕ ݇)଼ݐ] − 1)]  (5) 
݇)ݐ + 1) = ௧ల,ݒൣ ݇)ହݐ⊗ + 1)൧  (6) 
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݇)ݐ + 1) = ௧ళ,ݒൣ ݇)ଵଶݐ⊗ − 2)൧ ⊕ ݇)଼ݐ] − 2)] ⊕ ݇)ଽݐ] − 1)	] ⊕ ݇)ݐ] − 3)] ⊕ ݇)ହݐ] − 1)] ⊕
݇)ସݐ] − 1)] ⊕ ݇)ଵݐ] − 1)]  (7) 

݇)଼ݐ + 1) = ௧ఴ,ݒൣ ݇)ݐ⊗ + 1)൧ ⊕ [	(݇)ଷݐ] ⊕ [	(݇)ଽݐ] ⊕ ݇)ହݐ] − 1)]  (8) 
݇)ଽݐ + 1) = ௧వ,ݒൣ ⊗ ݇)଼ݐ + 1)൧ ⊕ ݇)ସݐ] − 1)] ⊕ ݇)ଵݐ] − 1)]  (9) 
݇)ଵݐ + 1) = ௧భబ,ݒൣ ݇)ଽݐ⊗ + 1)൧ ⊕ [(݇)ଵଵݐ] ⊕ ݇)ଵଶݐ] − 1)] ⊕ ⊕[(݇)ଶݐ]  (10)  [	(݇)ଷݐ]
݇)ଵଵݐ + 1) = ௧భభ,ݒൣ ݇)ଵݐ⊗ + 1)൧ ⊕ ݇)ଵଶݐ] − 1)] ⊕  (11)  [(݇)ଶݐ]
݇)ଵଶݐ + 1) = ௧భమ,ݒൣ ݇)ଵଵݐ⊗ + 1)൧  (12) 
Untuk keperluan penulisan, terlebih dahulu diberikan permisalan sebagai berikut, 

݇)ݐ + 1) = ݇)ଵݐ] + 1) ݇)ଶݐ + 1) ݇)ଷݐ + 1) ⋯ ݇)ଵଶݐ + 1)]்   

(݇)ݐ = (݇)ଵݐ] (݇)ଶݐ (݇)ଷݐ (݇)ସݐ ⋯    ்[(݇)ଵଶݐ

݇)ݐ − 1) = ݇)ଵݐ] − 1) ݇)ଶݐ − 1) ݇)ଷݐ − 1) ⋯ ݇)ଵଶݐ − 1)]்   

݇)ݐ − 2) = ݇)ଵݐ] − 2) ݇)ଶݐ − 2) ݇)ଷݐ − 2) ⋯ ݇)ଵଶݐ − 2)]்  

݇)ݐ − 3) = ݇)ଵݐ] − 3) ݇)ଶݐ − 3) ݇)ଷݐ − 3) ⋯ ݇)ଵଶݐ − 3)]்   

dan 
ܽଵ,ଵ =   ௧భ,ݒ
ܽଵ,ଶ = ௧మ,ݒ   ௧భ,ݒ⊗
ܽଵ,ଷ = ௧య,ݒ   ௧భ,ݒ⊗௧మ,ݒ⊗
ܽଵ,ସ = ௧ర,ݒ ௧మ,ݒ⊗௧య,ݒ⊗   ௧భ,ݒ⊗
ܽଵ,ହ = ௧ఱ,ݒ ௧య,ݒ⊗௧ర,ݒ⊗ ௧మ,ݒ⊗   ௧భ,ݒ⊗
ܽଵ, = ௧ల,ݒ ௧ర,ݒ⊗௧ఱ,ݒ⊗ ௧య,ݒ⊗   ௧భ,ݒ⊗௧మ,ݒ⊗
ܽଶ,ଵ =   ௧మ,ݒ
ܽଶ,ଶ = ௧య,ݒ   ௧మ,ݒ⊗
ܽଶ,ଷ = ௧ర,ݒ   ௧మ,ݒ⊗௧య,ݒ⊗
ܽଶ,ସ = ௧ఱ,ݒ ௧య,ݒ⊗௧ర,ݒ⊗   ௧మ,ݒ⊗
ܽଶ,ହ = ௧ల,ݒ ௧ర,ݒ⊗௧ఱ,ݒ⊗ ௧య,ݒ⊗   ௧మ,ݒ⊗
ܽଷ,ଵ =   ௧య,ݒ
ܽଷ,ଶ = ௧ర,ݒ   ௧య,ݒ⊗
ܽଷ,ଷ = ௧ఱ,ݒ   ௧య,ݒ⊗௧ర,ݒ⊗
ܽଷ,ସ = ௧ల,ݒ ௧ర,ݒ⊗௧ఱ,ݒ⊗   ௧య,ݒ⊗
ܽସ,ଵ =   ௧ర,ݒ
ܽସ,ଶ = ௧ఱ,ݒ   ௧ర,ݒ⊗
ܽସ,ଷ = ௧ల,ݒ   ௧ర,ݒ⊗௧ఱ,ݒ⊗
ܽହ,ଵ =   ௧ఱ,ݒ
ܽହ,ଶ = ௧ల,ݒ   ௧ఱ,ݒ⊗
ܽ,ଵ =   ௧ల,ݒ
ܽ,ଵ =   ௧ళ,ݒ
ܽ,ଶ = ௧ఴ,ݒ   ௧ళ,ݒ⊗
ܽ,ଷ = ௧వ,ݒ   ௧ళ,ݒ⊗௧ఴ,ݒ⊗
ܽ,ସ = ௧భబ,ݒ ௧వ,ݒ⊗ ௧ఴ,ݒ⊗   ௧ళ,ݒ⊗
ܽ,ହ = ௧భభ,ݒ ௧భబ,ݒ⊗ ௧ఴ,ݒ⊗௧వ,ݒ⊗   ௧ళ,ݒ⊗
ܽ, = ௧భమ,ݒ ௧భభ,ݒ⊗ ௧వ,ݒ⊗௧భబ,ݒ⊗ ௧ఴ,ݒ⊗   ௧ళ,ݒ⊗
଼ܽ,ଵ =   ௧ఴ,ݒ
଼ܽ,ଶ = ௧వ,ݒ   ௧ఴ,ݒ⊗
଼ܽ,ଷ = ௧భబ,ݒ ௧వ,ݒ⊗   ௧ఴ,ݒ⊗
଼ܽ,ସ = ௧భభ,ݒ ௧భబ,ݒ⊗   ௧ఴ,ݒ⊗௧వ,ݒ⊗
଼ܽ,ହ = ௧భమ,ݒ ௧భభ,ݒ⊗ ௧వ,ݒ⊗௧భబ,ݒ⊗   ௧ఴ,ݒ⊗
ܽଽ,ଵ =   ௧వ,ݒ
ܽଽ,ଶ = ௧భబ,ݒ   ௧వ,ݒ⊗
ܽଽ,ଷ = ௧భభ,ݒ   ௧వ,ݒ⊗௧భబ,ݒ⊗
ܽଽ,ସ = ௧భమ,ݒ   ௧వ,ݒ⊗௧భబ,ݒ⊗௧భభ,ݒ⊗
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ܽଵ,ଵ =   ௧భబ,ݒ
ܽଵ,ଶ = ௧భభ,ݒ   ௧భబ,ݒ⊗
ܽଵ,ଷ = ௧భమ,ݒ ௧భభ,ݒ⊗   ௧భబ,ݒ⊗
ܽଵଵ,ଵ =   ௧భభ,ݒ
ܽଵଵ,ଶ = ௧భమ,ݒ   ௧భభ,ݒ⊗
ܽଵଶ,ଵ =   ௧భమ,ݒ

 
maka, dari Persamaan (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10), (11), dan (12) dapat ditulis ulang menjadi 
satu kesatuan sistem persamaan dan ditulis dalam notasi matriks sebagai berikut, 
݇)ݐ + 1) = ⊗ܣ] ݇)ݐ + 1)] ⊕ ⊗ଵܣ] [(݇)ݐ ⊕ ݇)ݐ⊗ଶܣ] − 1)] ⊕ ݇)ݐ⊗ଷܣ] − 2)] ⊕ ⊗ସܣ] ݇)ݐ − 3)] (13) 
dengan 

ܣ = ቂܣ,ܣቃ  

ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
ܽଶ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ܽଷ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ܽସ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ܽହ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ܽ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ଼ܽ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଽ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵ,ଵ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵଵ,ଵ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵଶ,ଵ ߳⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
ܽଶ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ܽଷ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ܽସ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ܽହ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ܽ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ଼ܽ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଽ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵ,ଵ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵଵ,ଵ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵଶ,ଵ ߳⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 
ଵܣ = ቂܣଵ,ܣଵቃ 

ଵܣ = ଵܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ 0 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳
߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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ଶܣ = ቂܣଶ,ܣଶቃ 

ଶܣ = ଶܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߳ 0 0 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 0 ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳
߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ 0 0 ߳ ߳ ߳ 0 0 ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 

ଷܣ = ቂܣଷ,ܣଷቃ 

ଷܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ܽ,ଵ

߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

ଷܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ܽଵ,ଵ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ܽ,ଵ
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 

ସܣ = ቂܣସ,ܣସቃ 

ସܣ = ସܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ 0 ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳
߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳ ߳⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  

 
Selanjutnya, dari Persamaan (13) diketahui bahwa ܣ merupakan matriks tereduksi, dengan kata lain 

sama sekali tidak mempunyai sirkuit, dapat diselidiki bahwa, 
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lim
→ஶ

ܣ
⊗ = ℇ(݊ × ݊) 

Sehingga ܣ∗ ada, dan didapatkan 

∗ܣ = ቂܣ∗ ∗ܣ, ቃ 
Sehingga Persamaan (13) dapat dikontruksi ulang menjadi, 

݇)ݐ + 1) = ∗ܣ)] [(݇)ݐ⊗(ଵܣ⊗ ⊕ ∗ܣ)] ݇)ݐ⊗(ଶܣ⊗ − 1)] ⊕ ∗ܣ)] ⊗(ଷܣ⊗ ݇)ݐ − 2)] ⊕ ∗ܣ)] ⊗
⊗(ସܣ ݇)ݐ − 3)]  (14) 

dengan 
∗ܣ ⊗ Aଵ = ቂܣ∗ ⊗ Aଵ,ܣ∗ ⊗ Aଵቃ 

∗ܣ ଶܣ⊗ = ቂܣ∗ ∗ܣ,ଶܣ⊗  ଶቃܣ⊗

∗ܣ ଷܣ⊗ = ቂܣ∗ ∗ܣ,ଷܣ⊗  ଷቃܣ⊗

∗ܣ ସܣ⊗ = ቂܣ∗ ∗ܣ,ସܣ⊗  ସቃܣ⊗
Langkah terakhir, dari Persamaan (14) dapat ditransformasikan ke dalam bentuk persamaan relasi 

rekurensi orde-1 dan didapatkan persamaan relasi rekurensi orde-1 sebagai berikut. 
݇)ݐ̃ + 1) = ቂܣሚ(݇),ܣሚ(݇)ቃ ⊗  (15)  (݇)ݐ̃

dengan 

ሚܣ = ൦

∗ܣ ଵܣ⊗ ∗ܣ ଶܣ⊗ ∗ܣ ଷܣ⊗ ∗ܣ ସܣ⊗
ܧ ℰ ℰ ℰ
ℰ ܧ ℰ ℰ
ℰ ℰ ܧ ℰ

൪ 

ሚܣ = ൦
∗ܣ ଵܣ⊗ ∗ܣ ଶܣ⊗ ∗ܣ ଷܣ⊗ ∗ܣ ସܣ⊗

ܧ ℰ ℰ ℰ
ℰ ܧ ℰ ℰ
ℰ ℰ ܧ ℰ

൪ 

dan 
(݇)ݐ̃ = ,(݇)்ݐ] ݇)்ݐ − 1), ݇)்ݐ − 2), ݇)்ݐ − 3)]் 

 
4. Kesimpulan 

Dari penelitian ini didapatkan model Aljabar Max-Plus Interval yaitu Persamaan (15). Untuk 
penelitian selanjutnya akan dilakukan simulasi terhadap model Aljabar Max-Plus Interval tersebut untuk 
mendapat sistem penjadwalan berdasarkan struktur hirarkis jalur kereta api semi-double track. 
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