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KARAKTERISTIK FUNGSI PHI (¢) EULER
Rini Karina Agustini ', Suharsono S,' Wamiliana', Notiragayu'

' Jurusan Matematika Universitas Lampung, Bandar Lampung
JI. Prof. Soemantri Brojonegoro No.l Bandar Lampung 35145
Penulis Korespndensi :rinikarina07/ gmail.com’

Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan karakteristik dari fungsi phi (@) Euler,
membuktikan sifat-sifat fungsi phi (@) Euler serta membuktikan apakah fungsi phi (®) Euler
merupakan fungsi multiplikatif. Untuk memperlihatkannya jika m dan n adalah bilangan
bulat positif dan fpb(m,n) =1, maka ©(mn) <@(m)P(n) dan juga @(mn) =
0(m)0(n).

Kata kunci: Fungsi phi, Fungsi Euler, Persamaan Karakteristik

1. Pendahuluan

Matematika adalah pola berpikir, mengorganisasikan, dan pembuktian yang logik. Matematika adalah
bahasa yang menggunakan istilah yang didefinisikan dengan cermat, jelas, dan akurat, representasinya
dengan simbol. Didalam matematika, terdapat banyak cabang pembagian ilmu matematika salah satunya
adalah teori bilangan. Teori bilangan adalah cabang dari matematika murni yang mempelajari sifat-sifat
bilangan bulat dan mempunyai berbagai masalah terbuka yang dapat dengan mudah dimengerti sekalipun
bukan oleh ahli matematika. Awal kebangkitan teori bilangan modern dipelopori oleh Pierre de Fermat
(1601-1665), Leonhard Euler (1707-1783), J.L Lagrange (1736-1813), A.M. Legendre (1752-1833),
Dirichlet (1805-1859), Dedekind (1831-1916), Riemann (1826-1866), Giussepe Peano (1858-1932), Poisson
(1866-1962), dan Hadamard (1865-1963).

Dalam teori bilangan, pada tahun 1763 Leonhard Euler memperkenalkan fungsi phi Euler. Fungsi ini
hanya memperhitungkan bilangan bulat. Alasan mengapa dinamakan fungsi phi, karena fungsi ini
menggunakan lambang phi (¢). Meskipun fungsi ini memiliki nama phi, namun dalamperhitungannya sama
sekali tidak menggunakan phi (¢) yang bernilai 1,61803399. Penggunaan phi (¢) hanya untuk sebuah
‘fungsi’. Pada teori bilangan, beberapa fungsi memiliki karaketristik atau sifat fungsi multiplikatif seperti
pada fungsi Mobius. Oleh karena itu akan dibuktikan apakah fungsi phi juga merupakan fungsi multiplikatif.

Fungsi phi Euler diterapkan pada bilangan bulat positif, @(n) merupakan fungsi aritmatika yang
digunakan untuk menghitung banyaknya bilangan bulat positif yang kurang dari atau sama dengan n yang
saling prima terhadap n.

Yang dapat ditunjukkan sebagai berikut :
Bilangan bulat yang kurang dari 12 dapat dinyatakan sebagai berikut :
12=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}.

Bilangan yang relatif prima terhadap 12 adalah {1,5,7.11}. Dan jumlah bilangan yang relatif prima
terhadap 12 adalah 4 schingga 0(12) = 4.

Fungsi multiplikatif dapat didefinisikan sebagai berikut:

(1) Fungsi f: N — C dikatakan fungsi aritmetika.
(ii)  Fungsi aritmetika fdikatakan fungsi multiplikatif jika
a) f#o.
b) (m.n) =1, maka f(mn) = f(m) f{n)
(iii)  Fungsi aritmetika g adalah multiplikatif lengkap jika untuk semua bilangan asli m dan n, berlaku
g(mn) = g(m) g(n).
Jadi f{n) adalah multiplikatif jika f{1)=1.

2. Metode

Metode yang digunakan untuk menentukan karakteritik fungsi phi Euler adalah sebagai berikut :
1. Diberikan bilangan bulat positif n.

2. Membuktikan sifat-sifat dari fungsi phi Euler.

3. Menentukan fungsi phi Euler untuk bilangan bulat positif n.

4. Membuktikan apakah fungsi phi Euler merupakan fungsi multiplikatif
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3. Hasil dan Pembahasan
Beberapa sifat fungsi phi Euler adalah sebagai berikut :

Teorema 4.1 :
Untuk n bilangan prima dan k > 0, adalah
B(n*) = nk — nk-1

1
e e
n*(1 n)
Bukti :
Jika fpb(m, n*) = 1. Maka terdapat n*~! bilangan bulat diantara 1 dan n* yang dapat dibagi oleh n, yaitu n,
2n, 3n, 4n, .... (n*"!)n. Maka dimisalkan {1, 2, ..., n*}, kecuali n* — n*~! yang merupakan suatu bilangan

bulat yang relatif prima terhadap p* dan berdasarkan definisi fungsi phi, @(n¥) = n*¥ — n*~!. Berdasarkan
definisi fungsi phi Euler dapat dinyatakan bahwa:
O(nk) = nk — nk-1
=nf(1-n1)
=n¥(1-2)
Teorema 4.2 :
Jika bilangan bulat n > 1, memiliki faktor prima n = plk‘pé‘2 2 .pf'maka -

@) = (pi* —p (@5 —p3*7") . (pE —pfY)

. 1

i | SR ¢ B =,
Bukti :
Karena fpb(p{“pf2 ...p:“',p::ﬁ;‘) =1
Diberikan definisi fungsi multiplikatif sebagai berikut

ki k2 kiy o Kigq—1 ky k2 ki kivy
O((py P2 -2 WPy ) =0 'P2" -0 DP(Pisr)
i & Kipr—1
=0y .- NP — Bt )

. ky K k; k Ky P i
Tetapi O(p;'P;* ---7;) = (Pr* =) - (o = P(")
. k k; k; k - ki Kigq—
Jadi O(p;*p;” ... 0 Pea) = (pi* =P 1) (D — P )

:Q(n)=n(1—pil)(1—i)...(l—p—lr)

=n [L W@~
Contoh :
9(100) = 40
Penyelesaian:
1 1
0(100) = 0(22-52) = 100 (1 — E) (1 - §) = 40

Teorema 4.3 (Karakteristik Fungsi Phi Euler)
Jika fpb(m, n) = 1 maka @(mn) = @(m)@(n). Dan @(mn) merupakan fungsi multiplikatif.

Bukti :

Sebelum menunjukkan bahwa @(mn) merupakan fungsi multiplikatif yaitu @(mn) = @(m)®@(n), maka
haruslah terpenuhi dua syarat berikut :

(i) O(mn) < @(m)O(n)

(i)  @(mn) = B@(m)B(n)

Akan diperlihatkan bahwa :

(i) Apabila diambil m = / dan n = ] maka hasilnya akan selesai, artinya terlihat jelas bahwa pasangan
(mn)pastilah pasangan relatif prima. Jadi, misalkan diambil m > / dan n > /. Dan @, ...., Qp(m) yang
merupakan bilangan bulat positif <n yang relatif prima ke », misalkan k € {1,2,...,mn} dan
fpb(k,mn) = 1. Kemudian a dan b didefinisikan
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k = ailmodm) :0 <a < m dank = b(modn) 0 <b < n
Untuk memperlihatkan bahwa definisi diatas terpenuhi yaitu apabila diambil bilangan k = 5, m = 2
dan n = 3 maka akan terpenuhi bahwa fpb (k, mn) = 1 yaitu fpb(5, (2.3)) = 1. Kemudian dapat
dengan mudah didefinisikan (berdasarkan Teorema Sisa Cina)
k a(modm) 0 <a<m
5 a(mod2) :0 <a <32
Dari definisi kekongruenan, maka
5=2)2+1
Jadi. | adalah sisa dari pembagiannya sehingga definisi tersebut terpenuhi yaitu
5=1(mod2) :;0<1<2
Begitu pun dengan definisi berikutnya
k = b(mod n) :0=b<n
5=b(mod3) :0<b<n
5=(1)3+2
Jadi, 2 adalah sisa pembagiannya sehingga definisi tersebut juga terpenuhi yaitu
5 =2(mod3) :0<a<m
Karena k = @ + tm untuk suatu bilangan bulat f dan terpenuhi bahwa fpb(k,m) =1 yaitu fpb(5,.2) =1,
maka dapat ditarik kesimpulan fpb(a,m) = 1 yaitu fpb(1,2) = 1. Begitu juga karena k = b + tn untuk
suatu bilangan bulat ¢ dan terpenuhi fpb(k,n) = 1 yaitu fpb(5,3) = 1 maka fpb(2,3)) = 1. Oleh karena
itu, terdapat pasangani € {1, 2, ....,@(m)} dan j €{1, 2, ...., @(n)} yaitu

k a;(mod m)

k b;(mod n)
Dengan menggunakan pembuktian seperti diatas maka definisi tersebut terpenuhi, karena terdapat
@(m) yaitu @(2) = 1 dan @(n) yaitu @(3) = 2 dengan pasangan (i,j) maka @(mn) yaitu @(6) =
2 dan k adalah solusi unik artinya k solusi adalah tunggal (berdasarkan teorema sisa Cina) maka
terpenuhi bahwa
0(mn) < O(m)(n) yaitu

= 0(2-3) < 0(2)08(3)
= 0(6) < 0(2)0(3)
= @9(6)<1-2
= 0(6) <2
Maka terbukti untuk (i) bahwa @(mn) < @(m)@(n)

Untuk pasangan (i,j) dengan i € {1, 2, ...., @(m)} dan j €{1, 2, ...., @(n)} dan pandang bilangan
bulatk €{1. 2, ...., mn} (berdasarkan Teorema Sisa Cina) dengan bentuk

k = a;(mod m)
k = b;j(modn)
Untuk memperlihatkan definisi tersebut terpenuhi yaitu jika diambil k = 5dan k=7, m = 2 dan n =3
sehingga terpenuhi bahwa fpb(k,m) = 1 dan fpb(k,n) = 1. Pada pembuktian ini karena masing-masing
pasangan (i,/) dengan solusi k nya adalah solusi yang berbeda maka akan terpenuhi bahwa @(mn) =
@(m)@(n). Dapat diperlihatkan sebagai berikut

k = a;(mod m)

5 = a;(mod 2)
5=(2)-2+1
Sehingga 1 adalah sisa pembagiannya dan terpenuhi untuk
k = a;(mod m)
Untuk definisi selanjutnya

k = b;(mod n)
7 = by(mod 3)
7=01)-3+4

Sehingga 4 adalah sisa pembagiannya dan terpenuhi untuk
k = b;(mod n)
Karena masing-masing pasangan (i,j) dengan solusi k yang berbeda maka terpenuhi bahwa
@(mn) = @(m)D(n)
8(2-3) = 0(2)0(3)
= 0(6) = 0(2)0(3)
= 0(6)=>1-2
= @0(6)=1-2
Maka terbukti untuk (ii) bahwa @(mn) = @(m)@(n)
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Jadi, kedua syarat tersebut sudah terpenuhi yaitu (i) dan (ii) maka terbukti bahwa @(mn) =
B(m)D(n).
dan @(mn) merupakan fungsi multiplikatif.

4. Kesimpulan
Berdasarkan penguraian langkah-langkah diatas maka dapat ditarik kesimpulan bahwa apabila
pasangan (m,n) adalah bilangan bulat positif dan fpb(m,n) = 1 dan terpenuhi bahwa
B(mn) < @(m)O(n) dan
@(mn) = O(m)P(n)
maka @(mn) = @(m)B(n) dan O(mn) merupakan fungsi multiplikatif. Sehingga terbukti bahwa
karakteristik fungsi Phi Euler adalah fungsi yang multiplikatif.
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